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Aufgabe 1 (5+3+4 Punkte)
Es seien 1 < p,q < co mit & 5T L — 1 sowie f € LP(R") und g € L1(R").

a) Zeigen Sie: f * g ist stetlg, und im Falle p,q < oo gilt (f * g)(x) H—> 0.
X|—00

b) Sei A C R" Borel-mefibar mit A(A) > 0. Zeigen Sie: A— A= {a—b|a,be A} CR"ist
eine Umgebung der Null.

c) Beweisen oder widerlegen Sie die Umkehrung von (b), also die Aussage, daf3 jede Borel-
mefbare Menge A C R”, fiir die A — A eine Umgebung der Null ist, A(A) > 0 erfiillt.

Aufgabe 2 (4+3+1+2 Punkte)
Wie in U8 A3 sei h, : R — R fiir alle n € INy definiert durch
hy(x) = (—1)”ex2/2q(”)(x), wobei g(x) = e,
fir alle x € R und i, = (Z”n!\/ﬁ)’%hn fur alle n € INo.
a) Zeigen Sie: Ist f : R — C eine Funktion, die

JIFlel e dax) € [0,00)
R

fur allet € R und

/ F(x)P(x)e " dA(x) = 0
R

tir alle Polynome P erfiillt, so gilt f = 0 (f. {i.). Hinweis: Beweisen Sie zundchst

/eitxf(x) — 4A(x i - /f ¥ dA(x)

R n=0

fur alle t € R.
b) Beweisen Sie, da8 (/1,,),eN, eine Orthonormalbasis von L?(RR) ist.
c) Zeigen Sie fiir alle n € INp und x € R die Gleichung xh, (x) — h,(x) = h;11(x).
d) Bestimmen Sie /1, fiir alle n € Nj (in Abhéngigkeit von /,,).



Aufgabe 3 (2+5 Punkte)

a) Zeigen Sie
[ F0g(x)da(x) = [ fx)g(x) dA(x)
R" R"

fiir alle f, g € L1(R").

b) Es sei f € L'(R") in einer Umgebung von 0 beschrénkt und f > 0. Zeigen Sie, daf dann
bereits f € L'(IR") folgt. Hinweis: Verwenden Sie Teil (a) mit g : R — R, x e~ |x?/(2T?)
fir T > 0.



