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Aufgabe 14 (10 Punkte)

Es seien X und Y Hilbertrdaume und T € £ (X,Y). Es seien (x;);c; in X und (yf)je] in Y

1/2
vollstindige Orthonormalsysteme. Wir definieren ||T||, := (21’6 1je] |(Txi,y,)) ‘2> .
(a) Zeigen Sie:

Der Wert von || T||, ist unabhiingig von der Wahl der vollstindigen Orthonormalsyste-
me.

(b) Der Operator T wird Hilbert—Schmidt-Operator genannt, wenn ||T||, < co. Die Menge
aller Hilbert-Schmidt-Operatoren wird mit HS (X, Y) bezeichnet.

Zeigen Sie:

Der Raum HS (X, Y) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (T,S) = Y ;c; (Tx;, Sx;) fur
S,T € HS(X,Y). Es gilt ||T|| < ||T||,, d. h. die Einbettung HS (X,Y) — L (X,Y) ist
stetig.

(c) Fir x € X und y € Y sei der lineare Operator y @ x : X — Y definiert durch
y@x)(z) = (zx)y.
Zeigen Sie:

Sind (x;);c; in X bzw. (y]-)]. e in Y vollstindige Orthonormalsysteme, so erhdlt man

durch (y; ® x;) ein vollstdndiges Orthonormalsystem von HS (X, Y).

jeliel
(d) Zeigen Sie:

Hilbert-Schmidt-Operatoren sind kompakt.
(e) Es sei Z ein Hilbertraum.

Zeigen Sie fur T €e HS(X,Y) und S € L (Y, 2):
ISTlz < ISIFITIl

Aufgabe 15 (8 Punkte)

Es sei X ein Hilbertraum und T € K (X) sei selbstadjungiert. Die positiven Eigenwerte in
ihrer Vielfachheit auftretend seien monoton fallend angeordnet, Ay > A, > ... > 0.



(a) Esseia > 0und n € IN.

Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Mindestens n Eigenwerte von T in ihrer Vielfachheit auftretend sind > «.

(ii) Es gibt einen Teilraum Y von X der Dimension 7 mit:

(Tx,x) > a(x,x)Vx €Y

(b) Der Operator besitze nun in ihrer Vielfachheit auftretend mindestens n positive Eigen-
werte. Es sei P die Menge aller Unterrdume von Y der Dimension #, fiir die (Tx,x) > 0
fir alle x € Y\ {0}.

Zeigen Sie:

Ay =sup min (Tx, x)
yepxev\{o} (¥, x)

Bestimmen Sie, in welchen Féllen das Supremum angenommen wird.

Begriinden Sie, weshalb das Minimum angenommen wird.

(c) Die Dimension von X sei nun mindestens 7. Es sei M die Menge der Unterrdume der
Dimension n — 1.

Zeigen Sie:

Falls

T
min max (Tx, x) >0

ZeMxezh\{o} (%, %)

ist, so ist dieser Wert A,,.

Bestimmen Sie, fiir welche Unterrdume Z das Minimum angenommen wird.



