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Aufgabe 16 (5 Punkte)

Es sei H ein Hilbertraum. Es seien (sn)n∈N in K die Singulärwerte von T ∈ K (H), abstei-
gend geordnet. Wir definieren die n-te Approximationszahl von T als:

an = inf {‖T − A‖ : A ∈ K (H) , dim (Range (A)) < n}

Zeigen Sie:

Für alle n ∈ N ist an = sn.

Aufgabe 17 (3 Punkte)

Es seien H ein Hilbertraum und T ∈ HS (H) mit Spektralradius r (T) < 1.

Zeigen Sie:

Es gilt (IdH −T)−1 = IdH +R mit R ∈ HS (H).

Aufgabe 18 (4 Punkte)

Es seien ein Verschiebungsoperator T und ein Multiplikationsoperator M auf `2 definiert
durch:

(Tx)n =
{

0, n = 1,
xn−1, n > 2,

(Mx)n =
1
n

xn, n ∈ N

Es sei R = TM.

(a) Zeigen Sie:

Der Operator R ist kompakt.

(b) Bestimmen Sie die Singulärwerte von R.



Aufgabe 19 (4 Punkte)

Es seien K = C, H ein Hilbertraum und T ∈ K (H) normal mit Spektraldarstellung
∑j∈J λjQj. Dabei ist

(
λj
)

j∈J eine injektive Aufzählung der Eigenwerte und Qj die zuge-
hörige Spektralprojektion.

Zeigen Sie für S ∈ L (H):

Genau dann gilt ST = TS, wenn für alle j ∈ J gilt SQj = QjS.

(Hinweis: Für alle n ∈ N gilt STn = TnS.)

Aufgabe 20 (4 Punkte)

Es seien H ein Hilbertraum, T ∈ K (H) und (sk)k∈N die Folge der Singulärwerte von T.

(a) Zeigen Sie:

Für die Hilbert–Schmidt-Norm gilt ‖T‖2 =
(
∑∞

k=1 s2
k
)1/2.

(b) Folgern Sie im Fall K = C und T ∈ HS (H) normal mit Spektraldarstellung ∑j∈J λjQj
aus (a):

‖T‖2 =

(
∑
j∈J

∣∣λj
∣∣2 dim

(
Range

(
Qj
)))1/2

(c) Es seien T wie in (b) und S ∈ HS (H) normal mit Spektraldarstellung ∑i∈I µiPi und
ST = TS.

Zeigen Sie:

(T, S) = ∑
j∈J,i∈I

λjµi dim
(
Range

(
QjPi

))


