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Aufgabe 21 (6 Punkte)

Es sei f : R — C stetig und periodisch, d. h. f (x +1) = f (x) fiir alle x € R. Der Faltungsope-
rator zu f sei gegeben durch Tg (t) = fol g (s) f(t—s)ds fiir g € L2[0,1] und t € [0,1]. Es
sei e, (t) = e?™ fiir t € R und n € Z. Sie kénnen (ey), ., ohne Beweis als vollstindiges
Orthonormalsystem von L? [0, 1] verwenden. Zeigen Sie:

(a) Der Operator T ist ein kompakter Endomorphismus von L? [0, 1].

(b) Die Eigenwerte von T sind die Fourierkoeffizienten f (n) = [ f (t)e 2" dt von f.
Geben Sie die Spektralzerlegung von T explizit an.

(c) Esist lim, 4o f (1) = 0.

Aufgabe 22 (6 Punkte)

Es sei k € C ([0,1]2> symmetrisch und Ty : L2[0,1] — L?[0,1] der zugehorige Integral-
operator. Der Kern k wird positiv semidefinit genannt, wenn fiir alle n € IN und alle
S$1,...,51 € [0,1] die Matrix (k (Si, Sf))ijzl _ positiv semidefinit ist. Zeigen Sie:

(a) Der Operator Ty ist positiv genau dann, wenn k positiv semidefinit ist.
(b) Falls k positiv semidefinit ist, so gilt:

k (s, )|> < k(s,s)k (t t) Vs, t € [0,1]
(c) Fiir k (s,t) = |s — t|* mit & > 0, ist Ty nicht positiv.

Aufgabe 23 (5 Punkte)
Es sei H ein Hilbertraum und T € £ (H). Zeigen Sie:
(a) Es gibt eindeutig bestimmte selbstadjungierte A,B € L (H) mit T = A +iB.
(b) Der Operator T ist normal genau dann, wenn fiir A und B aus (a) AB = BA gilt.

(c) Falls T kompakt und normal, so sind auch A und B aus (a) kompakt. Driicken Sie die
Spektralzerlegung von T durch die Spektralzerlegungen von A und B aus.

(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, falls P und Q Orthogonalprojektionen sind mit PQ =
QP, so ist auch PQ Orthogonalprojektion.)



