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Aufgabe 28 (6 Punkte)

Es seien H ein C-Hilbertraum, T € £ (H) selbstadjungiert und ¢ (T) C R habe nur den
Haufungspunkt 0. Zeigen Sie: Das Spektrum ¢ (T) ist abzéahlbar mit ¢ (T) \ {0} C o} (T)
und es gilt T = ) )¢, (1) APy Dabei ist P, die Orthogonalprojektion auf Kern (T — A).
Aufgabe 29 (Analytischer Funktionalkalkiil) (6 Punkte)

Es seien K = C, X ein Banachraum, T € £ (X) und f (z) = Y, a,z" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius > r (T). Zeigen Sie:

(a) Die Reihe f (T) = Y, ga,T" konvergiert in £ (X).

(b) Ist g (z) = Yo bnz" eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius > r (T), so gilt

(f&) (T) = f(T) g (T).

Fiir einen selbstadjungierten Operator T auf einem Hilbertraum stimmen die definierten
Operatoren f (T) tiberein.

Aufgabe 30 (6 Punkte)

Es seien K = C, H ein Hilbertraum und T € £ (H) selbstadjungiert. Es bezeichne:

m(T) = inf{(Tx,x):|x| =1}
M(T) = sup {(Tx,x): |[x]| =1}
w(T) = sup{|z|:ze W(T)}

Der Wert w (T) wird numerischer Radius von T genannt. Zeigen Sie:
(a) Falls T positiv, so gilt |(Tx,y)|* < (Tx,x) (Ty,y) fiir alle x,y € H.
(b) Esgiltm (T),M(T) € o (T).
(Hinweis: Schitzen Sie || (T —m (T)) x|| geeignet durch ((T —m (T)) x, x) ab.)
(c) Esgilt |T|| =w (T) =r(T).



