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Aufgabe 31 (9 Punkte)

Es seien H ein C-Hilbertraum und µ ein Spektralmaß.

(a) Zeigen Sie für alle u ∈ H:

Durch µu,u : A 7→ (µ (A) u, u) wird ein µu,u ∈ M+ (K) definiert mit∫
K

1 dµu,u (t) = ‖u‖2

(b) Es sei f ∈ B (K) mit | f (t)| > r für alle t ∈ K.

Zeigen Sie
∥∥∫

K
f (t) dµ (t) u

∥∥ > r ‖u‖ für alle u ∈ H.

(c) Zeigen Sie für g ∈ B (K):

Falls f (t) = g (t) für µ-fast alle t ∈ K ist, d. h. µ ({t ∈ K : f (t) 6= g (t)}) = 0, so gilt∫
K

f (t) dµ (t) =
∫

K
g (t) dµ (t).

(d) Zeigen Sie:∥∥∥∥∥∥
∫
K

f (t) dµ (t)

∥∥∥∥∥∥ = ‖ f ‖L∞(µ) := inf {r > 0 : µ ({t ∈ K : | f (t)| > r}) = 0}

Aufgabe 32 (6 Punkte)

Es sei H = L2 (R).

(a) Zeigen Sie:

Die Abbildung µ : Ω (R) → L (H), µ (A) ( f ) = χA · f ist ein Spektralmaß auf R.

(b) Es sei f ∈ B (R) und:

T =
∫
R

f (t) dµ (t)

Zeigen Sie für alle g ∈ H:

Es gilt Tg = f · g (punktweise Multiplikation).


