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Aufgabe 36 (8 Punkte)

Betrachten Sie L2 [—7t, 7], dann bilden die Funktionen e, : [—7, 7] — C, ey (t) = —1=¢™ fiir

V2r
n € Z ein vollstindiges Orthonormalsystem.

(a) Zeigen Sie: Es gibt genau einen unitdren Operator U € £ (L? [, 7t]) mit Ue, = ¢,11
tir allen € Z.

(b) Finden Sie einen abgeschlossenen Unterraum X von L? [—7, 7] der U-invariant, aber
nicht U*-invariant ist, und zeigen Sie: Der Raum X+ ist U*-invariant, aber nicht U-
invariant.

(c) Zeigen Sie: Fiir A € (—1,1] und f € L? [—m, 7] definieren

(E/\f) (t) = (1 — X(—arccos(A),arccos(A)) (t)> f (t),
E A (1 — X(arcsin(A),m—arcsin(A)) (t)> f (t) , A€ [0’ 1)
( Af) ( ) { X[—m—arcsin(A),arcsin(A)] (t)f (t) ’ A€ (_1/0)

die Spektralscharen von Re U bzw. Im U.

Aufgabe 37 (4 Punkte)

Es seien H ein Hilbertraum und T : H — H ein Operator. Zeigen Sie: Durch [V (G (T))]*
wird genau dann der Graph eines linearen Operators auf H beschrieben, wenn D (T) dicht
in H liegt.

Aufgabe 38 (6 Punkte)

Zu f,¢ € L?(R) wird das Faltungsprodukt f x ¢ : R — C fiir t € R durch (f*g) (t) =
Jg f (s) g (t —s) ds definiert. Zu festem g € L?(RR) sei der Faltungsoperator T definiert
durch Tf = fxg fir f € D(T) = {f€L*>(R): fxg€ L*(R)}. Dann gilt L' (R) N
L% (R) C D (T), speziell ist T dicht definiert. Zeigen Sie:

(a) Der Operator T ist abgeschlossen.

(b) Der Operator T* ist der Faltungsoperator zur Funktion ¢* € L? (R), definiert durch
g (t) =g (—t) furt € R.




