Die Eta-Funktion

Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 09.04.2008

Nils Noschinski

Dieser Vortrag beschaftigt sich mit der DEpEKINDschen Eta-Funktion und deren
Transformationsverhalten unter Modulsubsitutionen.

§1 Die bedingt konvergente Eisenstein-Reihe

Die bedingt konvergente EISENSTEIN-Reihe wird im Weiteren benotigt, um Aussagen
iiber das Transformationsverhalten der DEDEKINDschen Eta-Funktion zu beweisen.

(1.1) Definition
Nach dem Vorbild von G. EISENSTEIN definiert man die bedingt konvergente E1sEn-
STEIN-Reihe

G(t)=Y n?+ Y Y (mt+ n)"% fiiralle T € H.
n#0 m#OneZ o

Die bedingte Konvergenz ist nicht offensichtlich, wird aber im Beweis der ndchsten
Proposition bewiesen.

Um den Beweis der nédchsten Proposition etwas tibersichtlicher zu gestalten, werden
zundchst die beiden folgenden Hilfssdtze gezeigt.

(1.2) Hilfssatz
Fiir alle T € H gilt

Y (t4n) %= (—2mi) i re?iT

neZz r=1 <&

Beweis
Aus KRriEG, Analysis IV, 2007, XX (1.2) wissen wir, dass

1
ncot(nr):;+zm furallet e C\Z (1)
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gilt, wobei die Reihe auf C \ Z lokal gleichméfig konvergiert. Da C \ Z offen ist und
fit— Tzz_Tnz auf C \ Z holomorph ist, folgt also mit dem Satz von WEIERSTRASS die
gliedweise Differenzierbarkeit der Reihe.

Differenziert man beide Seiten so erhilt man damit

% (rteot (7)) = % <7ICOS (T(T))

sin (717)
_ —msin® (nT) — meos? (mT) B T 2
- sin? (717) B (sin (nr))

fiir die linke Seite und

Jd (1 > 27 0 (1 > 1 1
£<;+,§172_n2> _E(?an (T—H+T—|—1’l)>

=- )Y (t+m)”

nesz

fur die rechte Seite, wobei man die Reihe in Zeile 2 auseinanderziehen darf, da die
Reihen auf der rechten Seite offenbar konvergieren. Insgesamt bekommt man also

Y (t4n) = ($> : 2)

nesz

Schreibt man nun den Sinus mit Hilfe der Exponentialfunktion um, ergibt sich

2 ‘ )
T T . 271
(sin (nr)) N (% (emiT — e—m’r)) - (em'T _ em‘r)

g 2 2
2mie’™" 2 omit 1
- (627'51’7 _ 1) ( 27”) : 1— eZTEiT '
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Es g1lt 27T = ¢=27ImT < 1 da T € H. Daher gilt mit der geometrischen Reihe
W =2 627”” Da die geometrische Reihe absolut konvergiert, kann man nun
das CaucHy-Produkt anwenden und erhalt

2
0o 0 7
<§ :6271’1"1'7’) _ } :) :eZHiTjEZHiT(T’fj)
r=0

r=0;j=0
o0 r o0 ]
— Z Z e27rzrr — 1, 4+ 1) 627'[11’1”’
r=0;j=0 r=0
und somit
7T 2 ) s 9 %)
— / 2711 +1) . 27Ti
(M) — (_27-[1) .rgo(,,_|_ 1)6 mit(r+1) _ (—27Tl) ,;re miTr
Mit (2) folgt dann die Behauptung. ]

(1.3) Hilfssatz
Fiir alle T € H gilt:

Y Y ™™™ konvergiert absolut.
m>1r>1 le

Beweis
Sei t := Im 7. Dann gilt t > 0 und es existieren Konstanten c,d > 0 mit de 2" < 1
fiir alle m,r € IN. Damit folgt dann

— Z Zre—2ntrm

Z Z ‘ reZmTrm

m>1r>1 m>1r>1
< Z chre—Zrctrm
m>1r>1
’
—27ttm
—c Y Y (dem)
m>1r>1
de —27ttm
=C- _—
mZ>:1 1 —de 2rttm
cd —27ttm
S s r ) DN

m>1
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da m +— de?™™ monoton fallend ist. Da das t auf jedem Kompaktum K in H ein Mi-
nimum annimmt grofer 0, liefert einem das WEIERSTRASSSche Majorantenkriterium
auch noch lokal gleichméfiige Konvergenz. [
(1.4) Proposition

Die Funktion G, : H — C ist holomorph und fiir T € H gilt

2 o .
Gy (1) = 3 (1 — 4. Z o1 (n) ,eZmnT)

n=1
mit
os(n):= Y d&°, seR
deN, d|n o

Beweis
Fir T € H hat man

G(r) == Yn2+ )Y ¥ (mt+n)~2

n;éO m#0nezZ
= Z n24+ Y n 2+ Y Y (mr+n)?
n= n<0 m#£0nezZ
= 2 infz—i—ZZ(mT—i—n) 2
n=1 m#0neczZ
= 202+ Y Y (mt+n) 2+ Y Y (mr+n)?
m=1neZ m<0neZ

Il
N
N
S
+
7
7
8
(N]
+
=
N
+
7
[
8
"‘]
|
=
N

m=1neZ m<0nezZ
= 2:0(2)+ ). Y. (mt+n) 2+ Y. ) (—mt—n) 2
m=1neZ m=1neZ
= 2.¢2)+2- Y Y (mr+n)? 3)
m=1neZ

5
N
o~
N
+
N
\[\18
—~

(o]
_27(1')2 Z reZmrrm)

r=1

2. Z Z reZmTrm

m=1r=

Da die letzte Reihe nach 1.3 absolut konvergiert, folgt hier die bedingte Konvergenz
von G,. AuSerdem darf man jetzt die Summanden umordnen. Fasst man alle Terme
mit mr = n zusammen erhéalt man
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2-¢ (2) _ 8772 Z Z reZm"rrm
m=1r=1
=2-7(2) —8n%- ) Y de”m™
n=1d|n
s > -
=2— -8 Y} oy (n) ™™
6 n=1
71.2

T (1—un. Y o (n) ™),
3( ng ! )

N J/
-~

(%)

wenn man { (2) = %2 beachtet. Wegen o7 (n) < @ < n? fiir alle n € N und
27| < 1 fiir alle T € H ist Y0° ; n%|e?™7|" eine konvergente Majorante der Reihe
(¥). Da T — ¢?™T" eine ganze Funktion ist, liefert das WEIERSTRASSSChe Majroanten-
kriterium die lokal gleichméfige Konvergenz von (x). Jetzt folgt mit dem Satz von
WEIERSTRASS die Holomorphie. [

Als néchstes wird das Transformationsverhalten von G, unter Modulsubstitutionen
untersucht. Es handelt sich zwar um keine Modulform, aber man hat den

(1.5) Satz
Fiir alle T € H gilt

a) Gp (T+ 1) =Gy (T),
b) G (—=1/7) = 1% G, (1) — 2rtiT. o
Beweis

a) Die Behauptung folgt direkt aus der Darstellung in 1.4 mit Hilfe der 27r-Periodizitat
von eZ.

b) Wie im Beweis zu 1.4 gezeigt, lasst sich G, umschreiben zu (3), also

Gr(1)=2-0(2)+2- Y. ¥ (mr+m) 2,

m=1ne”Z

wobei die Reihe absolut konvergiert. Da weiterhin Y%°_; (m1) % = % -{(2) gilt,
bekommt man
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Jetzt setzt man Ay, := (mtT +n)

2)+2- i (Z (mt4n)"? + _Zo:o (mr+n)_2+(mr)_2>

n=-—1

H

n=-—1

B
I
[y

2

i <i mT+n)_2+ _Zo;o (mr+n)_2> +2. il (mT)_Z
<§(m’t+n)2+ i (mr—n)2> +§-C(2)

“2 4 (mt —n) " und definiert

- ;?-(Tzcz(r)—cz(—ur)) @)
1 o, ) >

= [ (251) 4272 A
(5o I T

1 T

m>1n>1

m>1n>1 m>1n>1
= L Y Am— 3 ) Am
m>1n>1 n>1m>1
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Mit dieser Definition gilt nun

Go(=1/7) =712 Gy (1) —2mit & 7-F(1) = i fiiralle T € H, (5)
denn
Gy (=1/7) =12 Gy (1) = 2miT & T2 Gy (1) — Go (—1/7) = 2mwit
oL (2 G2 (1) = Go (—1/7)) = i

2T
& F (1) = mi.

Diese Charakterisierung der Behauptung wird nun im Folgenden gezeigt. Dazu
definiert man sich By, flir m > 1 und n > 1 durch

1 1 1 1

:mT+n—1_mT+n+mT—n_mT—n+1
1 n 1
(mt+n)(mt+n—-1) (mt—n)(mt—n+1)

B

Nach [A. KrieG] XXIX (2.1) erhdlt man folgende Aussage: Zu jedem Kompaktum
K in H gibt es positive Konstanten vy, f mit
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1 1
|Amn_an‘ - > +
(mt +n)

(mt —n)?
1 1

(mt+n)(mt+n—-1) (mt—n)(mt—n+1)

mt+n—1—mt—n N mt—nm+1—mt+n
(mt+n)? (mt+n—1) (mt—n)*(mt—n+1)

1 1

(mt—n)*(mt—n+1) (mt+n)*(mt+n—1)

_ (mr~|—n)2(mr—|—n—1)—(mT—n)Z(mT—n+1)‘
(mt —n)* (mt —n+1) (mt+n)*> (mt+n—1)

(mt +n)® — (mt+n) — (mt —n)® — (mt — n)
(mt —n)* (mt —n+1) (mt+n)* (mt4+n—1)

|mt 4+ n|> + |mt + n| + |mt — n® + |mt — n|

= |mt—mnl?-lmt—n+1]-|jmt+n|? |mr+n—1|
v (Jmi +n|? + |mi + n| + |mi — n|> + |mi — n|)

= Blmi—nl?-mi—n+1|- |mi+n|?-|mi+n—1|

B I.Z(mz—i—nz)%—l—Z(mz—l—nz)%
B (2 n2)? (2t (n—1)?)

(2) 4y (m2+n2)2

T B (m2 g n2)’
407 (5 o\73

= 7'(’” )

(+) 40+ 3

< T (mrl) z,

wobei () aus
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1
md 4+ (n—1) = - (2 +n) & om? + 912 201 +10 > 0
10\* 10
S9m* 4 (3n— =) ——=>0

wegen m > 1, und (k%) aus

1
m2+n22mn<:)m2+n2—mn20<:>§-<m2+n2+(’”_”)2> >0

folgt. Daher existiert insbesondere zu jedem T € H ein positives 7, mit
| Apn — Bun| < yem™3/2n73/2, Damit gilt dann

Z Z | Amn — Bun| < 77 Z Z m—3/2n3/2 < e Z (m_3/2 Z 1’1_3/2>

m>1n>1 m>1n>1 m>1 n>1

() (2)

Somit ist die Reihe absolut konvergent und man bekommt

Z Z (Amn - an) = Z Z (Amn — an).

m>1n>1 n>1m>1

Zusammen mit (4) gilt dann

F(r) = F(t)=— Y. Y (Awn—Buwn)+ Y, Y (Apn — Bun)

m>1n>1 n>1m>1
= 2 Y Bun—) ) B (6)
m>1n>1 n>1m>1

Betrachtet man } - By, genauer, erhdlt man sofort



Die Eta-Funktion §1 Die bedingt konvergente Eisenstein-Reihe

> 1 1 1 1
Byn = — _
2 B Z‘(mr+n—1 mrn | mrt—n mr—n+1>

n>1 n=1

hmz 1,1
_k_>oo: mT+n—1 mt+n mt—n mrt—n+1

= lim 11 + ! =0
ke \mT mTt mTt+k mt—k)

da sich die anderen Terme abwechselnd wegheben. Andererseits hat man auch

1 1 1 1
. B,,=T- — —
t Z mn = Z(mr—l—n—l mr+n+mr—n mr—n—l—l)

m>1 m>1
_y LN SR SR
s \m kg =g
e
m>1 m2—<”—;1) m? — (%)
-1
:Z 2" _ 2%
2

mit

| meot(nE/T) — &= fir €N,
4’(5)_{ o fwe—o

wegen der Partialbruchzerlegung des Cotangens und ¢/t ¢ Z fiir { € IN (vgl.
(1)). Setzt man diese Ergebnisse jetzt in (6) ein, kommt man auf

10
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T'F(T):T-< Byn — an>:—r-ZZan
m>1

m>1n>1 n>1 n>1m>1
= - <T- an>:— (p(n—=1)—¢(n))
n>1 m>1 n>1
. . mmn T
= =9 (0)+ Jim g ) = lim (ot () ~ )

Um den Grenzwert zu bestimmen hilft es, den Cotangens mit Hilfe der Exponen-
tialfunktion umzuschreiben. Fiir z = x + iy gilt

COS Z % . (eiz + e—iz) . eix—y + e ixty
1 elx—y _ p—ix+ty

' elx—y ety
=1 eiX—Y _ p—ix+y - pix—y _ p—ix+y

e ixty elxX—y eix—y ety
! (eiery ' eix—y _ p—ix+y + eix—y ' eix—y eix+y)

. 1 1 y——oo
Ty oy — 1 L.

Fir T € H gilt Im% < 0 und somit Im 7% "% —co. Beachtet man noch, dass
|e?*| = 1 fiir alle x € R gilt, erhdlt man aus obiger Nebenrechnung mit Hilfe der
Grenzwertsdtze (* % x) = 7ti — 0 = 71, also TF () = i, was nach (5) genau die

Behauptung ist. O

11
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§2 Das Transformationsverhalten von 7

In diesem Abschnitt wird die DEDEKINDsche Eta-Funktion eingefiihrt und erste Aus-
sagen iiber deren Transformationsverhalten unter Modulsubstitutionen werden ge-
macht.

(2.1) Definition
Nach R. DEDEKIND definiert man # : H — C durch

77( — 7117/12 1—[ ( 2mmT> (7)

Die Wohldefiniertheit wird im Beweis der folgenden Bemerkung gezeigt.

(2.2) Bemerkung
Die DepekiNDsche 1-Funktion ist holomorph und es gilt offenbar

n(T+1)=e™12.y (1) fiiralle T € H. (8)

Aufierdem ist das Produkt absolut lokal gleichméfsig konvergent und man hat

n(t) #0 firallet € H. )

Beweis

Nach [A. Krieg] XXVI (3.8) ist fiir die absolut lokal gleichméfiige Konvergenz des
Produkts zu zeigen, dass die Reihe Y 5_; (1 — ¥ — 1) absolut lokal gleichmégig
konvergiert. Fiir T = x + iy gilt y > 0 und somit

o0 (o)

Z | 27'(1m1' 1‘ _ Z ‘62mmr‘ Z efZHmy — Z (e*ZTL'y)m < o0

m=1 m=1 m=1

als geometrische Reihe wegen |e~2"%| < 1.

Da y +— e~ 2™ holomorph ist, bekommt man mit dem WEIERSTRASSschen Majoran-
tenkriterium die absolut gleichméfiige Konvergenz auf jedem Kompaktum K aus
H, also die absolut lokal gleichméfiige Konvergenz auf H. Die Holomorphie des
Produkts und damit von 17 bekommt man jetzt mit [A. Krieg] XXVI (3.10).

Nach [A. KrieG] XXVI (3.2) folgt aus der Konvergenz des Produkts

12
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0=n(t)=e""12T] (1 — ezmmT> &1 —e¥MT =0 fiir ein m € N.
m=1

Da aber y > 0 ist, gilt [e2™"7| = ¢=2™ < 1 und somit (9). O

Eine weitere Aussage tiber das Transformationsverhalten liefert uns der folgende

(2.3) Satz
Es gilt
n(=1/t)=+vt/i-n(r) furallet e H.

Dabei ist der Zweig der Wurzel zu wihlen, der fiir positive Argumente selbst positiv
wird. o

Beweis

Fiir T € H betrachte man die Funktion f (1) := #’ (7) /7 (1), also die logarithmische
Ableitung von 7. Da H ein Gebiet ist, T — 1 — ¢*™7 ganz ist und das Produkt aus
(7) absolut lokal gleichméfig konvergiert, gilt nach [A. Krieg] XXVI (3.12)

7, prit/12 —2rim - 2TimT
f (T) = = wit/12 + 1— eZm’mT
e m>1
: 27TimT
7Tl m-e
= 12 | 1-24- Z _ eZm’mT) (10)
m>1

7Tl
= —-|1-24-
12

1
<m. 1
|€2’“:|<1 % l1-24. (m ) (Z (627rimr>r _ 1) ))

_ % A 1=924. - eZm'mTr>
vgl. Beweis zu (14)  7Ti
N 12
w3
12 72

1-24-Y o1 (n) ezm’”>

13
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wenn man Proposition (1.4) anwendet. Setzt man G, (t) = #Z - f (1) in Satz (1.5b)
ein, so iibersetzt sich dieser zu

f(—;)'g—f('f)—gzof (11)

R
o f(—%)—rz (T)+i27T:O
Téof(—%)-%—f(r)—%zo.

Nun definiert man

n(i/z) . , N .
Q(z):=—-—-—"= furalleze —i-H, alsov € Rund y > 0 fiir z = y + iv,
7 (iz) vz
wobei /z den Zweig der Wurzel bezeichne, der fiir positive Argumente selbst posi-

tiv ist. Dann ist ¢ holomorph auf —i - H und wegen (9) konvergiert neben

erfii/z/12 Hﬁ:l (1 . eZm'mi/z) =7 (Z/Z) auch e—niiz/lZ Hﬁ:l 1_ezlm‘miz — 17(%2)’ und es

gilt

1 (Z/Z) e—n/lZz © 1 _ e—an/z

n(iz) — e—me/12 .m:1 1 _ g—2mmz

Das Produkt konvergiert absolut lokal gleichmafSig auf —i - H, da

00 men/z 00 e—Zr(mz o efZHm/z |6727'(mz| + |8727rm/z|
_ — <
mz 1 _ e—anz — 1— e—anz — ngl 1— |e—271:mz|

27'rm/y

< 2- Y 1o i’fﬁfny <2.¥%  Y® ey fallsy <1,
Zm 1 1 727Tm/y = <2 Zm 1 Zr *27‘[?!1}‘/]/, falls y > 1,

14
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und die Reihen nach dem Beweis von Hilfssatz (1.3) absolut lokal gleichmaBig kon-
vergieren.

Damit gilt nach [A. KrieG] XXVI (3.12) fiir die logarithmische Ableitung

127;2 eiﬁeig— —%-67%67123/)
1 %
§ _ “2avy (%)
2 _ T
g () ell;y

— &7 _2mm
_me.g Yy .(1_3727[my)_27-[m.g727[my.(]__e Yy )

(1_6727rmy)2
+) —
m>1 l—e Y
1—e—2mtmy
—2nm e_2mn 2nm
o +n_l+z Y2 _ 2mm-e Y
122 712 2y =\ B ey
A Y m eV Y e~ 2momy
1292 12 2y 2 =1 1— 6_27;11 = 1 — p—27tmy ’

da die beiden Reihen nach dem Beweis von Hilfssatz (1.3) konvergieren. Klammert
man geschickt aus, erhdlt man

, _2mm
1

~L. 1-24- Y m- _
yZ 12 ( Z 1—e Zy )

m>1
] p—2mtmy 1
—i E (1—24 m;lm _Mmy) 2
YA VPP Y B Y S A SOV
——f () -1 f -5 = ((iy)z £(5)~ri M)
=i-0=0,

wenn man zuerst (10) und dann (11) verwendet. Insbesondere gilt also ¢’ (y) = 0
fiir alle y > 0. Da ¢ und somit auch ¢’ auf —i - H holomorph sind folgt ¢’ (z) = 0
fur alle z € —i - H, also existiert eine Konstante oy mit g (z) = v fur alle z € —i - H.
Wegen der Definition von g gilt demnach

15
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n(i/y)=v-Vy-n(iy) firalley >0,
also mit dem Identititssatz

n(i/z) =v-Vz-n(iz) firalleze —i-H
s n(=1/(iz)) =v-V—i?z-5(iz) firalleze —i-H
en(-1/1)=9-vV—it-n(t) furallet € H.

Fir T = i folgt v = 1 und somit die Behauptung. [
(2.4) Satz

Es gilt % = A*.

Dabei bezeichne A* die normierte Diskriminante. o
Beweis

Mit 7 ist auch f := 5?* auf H holomorph. Wegen (7) gilt

. o0 . 24 .
f (T) — eZmT . H (1 _ emeT) — eZmT 4o, (12)

m=1

so dass f in eine Fourter-Reihe f(7) = Yo'_gas (m)e?™™T mit af (0) = 0 und
ar (1) = 1 entwickelbar ist. Seien weiter

(0 -1 (11
].—(1 0) und T.—(O 1).

Dann hat man

(Fhat) ()= 0+ )7 f (gTo1 ) = f (e 1
— i (T 4+1) 8) (em'/12 (T )24

sowie

16
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1IT+0 T

122 1y @3 12 \ﬁ"?(T) #
T T i

Flal) (@) = (4027 (Tg ) =72 ()

Da die Modulgruppe I' von | und T erzeugt wird, gilt damit f|;,M = f fiir alle
M € T. Daher ist f € 515 eine Spitzenform von Gewicht 12. Da A* eine Darstel-
lung als Fourter-Reihe der Form Y%°_, T (m) - 2™ mit T (1) = 1 besitzt, und nach
[A. KrieG] XXIX(4.5) 51 = C - A* gilt, folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit
der Darstellung als FOURIER-Reihe. [

Damit ergibt (12) einen neuen Beweis fiir die Produktentwicklung von A. Zusam-
mengefasst wird das in dem

(2.5) Korollar
Es gilt
. > \24
A* (T) = 27T I <1 — ezm””> fur alle T € H.
m=1 &

(2.6) Bemerkung
Vergleicht man die klassische Theta-Reihe mit der Eta-Funktion, so erhdlt man fiir

Y(r):=0(t)/y(r), TeH
folgendes Transformationsverhalten:

d(Mt)=0v(M)-0(t) furalle M €Ty

mit einer 12. Einheitswurzel v (M). Zur Definition von I'y vergleiche man [A. KRIEG]
XXVII (3.8). o

17
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Beweis
Nach (9) ist ¥ holomorph und wegen der Theta-Transformationsformel und Satz
(2.3) gilt p (—1/7) = ¢ (7). Weiterhin gilt mit (8) und ¢ (7 +2) = ¢ (7) auch

B(t+2) __ 8(D)  _ s,

L T TGO R

Da I’y von | und T? erzeugt wird, wobei |, T wie in (2.4) definiert sind, folgt die
Behauptung. O

18
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§3 Das allgemeine Transformationsverhalten von 7

R. DeEDEKIND hat in seinen Erliuterungen zu zwei Fragmenten von RIEMANN bereits
das Transformationsverhalten von log# (7) unter beliebigen Modulsubstitutionen
bestimmt. Man findet eine moderne Darstellung z.B. bei [J. LEHNER] 338-344. Eine
zentrale Rolle spielt dabei die so genannte DEDKINDsche Summe s (h, k), die fir
teilerfremde ganze Zahlen h, k mit k > 0 definiert ist durch

w2620

Man formuliert das allgemeine Transformationsverhalten von 7 als den

(3.1) Satz (Satz von Dedekind)
Fir M= (25%) € T mit ¢ > 0 gilt

_ €T + : i T s(—d,e)
n (Mt) =0 (M) - —= - (t) mit o (M) = ™ (T +s(-de)=3), .

Einen Beweis findet man zum Beispiel bei [J. LEHNER] 338-344 oder [T.M. ArosToL]
Theorem 3.4.
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§4 Sonstiges

Fir T € H und s € C mit Res > 0 ist die Reihe

G(T;s) := Z/ (mt+n)"2-|mt+n|"*
m,n ~

(%)

absolut lokal gleichmifig konvergent, denn nach [A. Krieg] XXIX (2.1) existiert eine
positive Konstante ¢ mit

3(—2-R
|| = |mr+n|—2—Res <c- |mi+n|—2—Res —c. <m2+n2>2 ( es).

[A. KrieG] XXIX (2.2) und das WEIERSTRASSsche Majorantenkriterium liefern jetzt
das Gewtinschte. Da (x) fiir festes T € H holomorph in s ist fiir alle s € C mit
Res > 0, ist die Reihe G (7;s) nach dem Satz von WEIERSTRASS holomorph in s. In
T hingegen ist sie nicht holomorph. Einige Eigenschaften von G (7;s) beinhaltet der
folgende

(4.1) Satz
a) Bei festem T € H ist G (7;5) als ganze Funktion in die s-Ebene fortsetzbar.

b) Es gilt

c) Fiirjedes M € T gilt G (t7;0) [,M = G (7;0). o

Fiir einen Beweis vergleiche man [B. SCHOENENBERG] 63-68, oder [T. MIYAKE] § 7.2.
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