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Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 16.04.2008

Hanna Schifer

Ziel dieses Vortrages ist es, bestimmte Untergruppen der Modulgruppe I' = SL(2; Z)
zu betrachten und deren Fundamentalbereich zu bestimmen. Dafiir wird der Funda-
mentalbereich einer Untergruppe definiert und ein Verfahren angegeben, um diesen
zu konstruieren. Im Anschluss daran werden zunichst endliche Untergruppen be-
trachtet. SchliefSlich werden die Hauptkongruenzgruppen und Kongruenzgruppen
als Spezialfdlle von Untergruppen der Modulgruppe genauer untersucht.

§1 Fundamentalbereiche von Untergruppen

In diesem Paragrafen wird zundchst der Fundamentalbereich einer Untergruppe
von SL(2;R) definiert. AnschlieBend wird ein Verfahren zur Konstruktion der Fun-
damentalbereiche von Untergruppen der Modulgruppe gegeben.

— Der Fundamentalbereich —

Sei A zunidchst eine Untergruppe von SL(2;R).

(1.1) Definition (Fundamentalbereich)
Eine Teilmenge J von H nennt man einen Fundamentalbereich von A, wenn gilt:

(FB.0) Die Menge J ist (relativ) abgeschlossen in H.
(FB.1) Zu jedem T € H gibt es ein M € A mit Mt € J.
(FB.2) Gehoren T und Mt, wobei M € A, zum offenen Kern von JF, so gilt M = +E.¢

Erwdhnenswert sind folgende

(1.2) Bemerkungen

a) Bezeichnet man mit MF := {Mrt; T € F} das Bild von F unter der Transformati-
on T — MT, so ist eine (relativ) abgeschlossene Teilmenge J von H genau dann
ein Fundamentalbereich von A, wenn gilt:

(FBl*) H == UMGA ng
(FB.2%) Ist TN MF # 0 fiir M € A, so folgt M = £E.
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b) Ist A = A eine Untergruppe von I' = SL(2;Z), so ist A abzdhlbar, da I' abzahlbar
ist. In diesem Fall folgt aus (FB.1*) und dem Satz von BAIRE, dass jeder Funda-
mentalbereich innere Punkte besitzt:

Die Translation T — M ist fiir M € A ein Homdomorphismus, also eine offene
wie auch abgeschlossene Abbildung. Demnach ist das Bild von J unter der Trans-
lation abgeschlossen in IH, da I abgeschlossen ist in IH. Nach dem Satz von BAIRE
ist H ein Raum zweiter Kategorie, der nach (FB.1*) dargestellt werden kann als
abzidhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen. Dann folgt aber, dass mindes-
tens ein My € A existiert, so dass MyJF innere Punkte enthalt. Da die Translation,
wie schon oben erwdhnt, ein Homdomorphismus ist, enthélt I innere Punkte. ©

Es bezeichne [F die in der Vorlesung zur Hoheren Funktionetheorie I, [K] XXVIII § 2,
definierte Teilmenge von IH, das heifst

1 1 1
IF:{TE]H,' —§<ReT§§,|T|21und|T|>1f1”1r —§<ReT<0}.

Im obigen Sinne ist F ein Fundamentalbereich, denn T ist abgeschlossen in H und
(FB.1) und (FB.2) sind erfiillt nach [K] XXVIII Satz 2.6.

— Die Konstruktion —

Sei nun A’ die von A und —E erzeugte Untergruppe von I' und

r= J A'M (1)
1<v<[I:A]

eine disjunkte Zerlegung von I' in Rechtsnebenklassen nach A’. Damit wird I' in
(1) als endliche oder abzdhlbar unendliche Vereinigung dargestellt, je nachdem ob
der Index [I" : A’] endlich ist oder nicht. Die Reprisentanten M, in (1) sind nur bis
auf jeweils einen linksseitigen Faktor aus A’ und bis auf eine Permutation eindeutig
bestimmt. Man setzt trotzdem

F(A):= |J MF
1<v<[I:A]
Es gilt der
(1.3) Satz
Die Menge F(A) ist ein Fundamentalbereich von A. o
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Beweis
Man priife (FB.0)-(FB.2).

(FB.0): Sei T € H und 7 ¢ F(A). Fiir ¢ > 0 sei
V, 1= {x+iy€IH; y>e x| gs_l}

der Vertikalstreifen der Hohe ¢ in H. Wahle ¢ so, dass F C V., und T innerer
Punkt von V, ist. Damit F C V, gilt, muss ¢ < %\/3 gewdhlt werden, verglei-
che [K] XXVIII § 2. Nach [K] XXVIII Satz 2.9 gibt es nur endlich viele M € I' mit
MV, NV, # ). Somit gibt es nur endlich viele v mit M,F NV, # (), da ¢ so ge-
wihlt war, dass F C V, gilt. Da M,F fiir alle 1 < v < [ : A’] abgeschlossen ist und
T ¢ M,F fiir alle 1 <v < [[: A'] gilt, ist T kein Haufungspunkt in M, F fiir jedes
1 <v <[T:A]. Weil es nur endlich viele v gibt, so dass M,F NV, # 0 gilt und
T innerer Punkt von V ist, folgt damit, dass 7 kein Haufungspunkt von F(A) ist.
Somit ist IF(A) relativ abgeschlossen in H.

(FB.1): Zu T € H wihle nach [K] XXVIII Satz 2.6 ein L € I' mit LT € IF. Nach (1) gibt
es dann ein M € A und ein v mit L~ = +M~1M,. Es folgt £M = M, L und damit

(FB.2): Seien M € A sowie T und Mt innere Punkte von F(A) und U eine offene
Umgebung von 7 in F(A). Da die Translation 7 — M7t ein Homdomorphismus ist,
gilt MU € U(MT), wobei U(MT) das System aller Umgebungen von MT bezeichnet.
Nach Voraussetzung ist Mt selber ein innerer Punkt von IF(A), also kann man nach
eventueller Verkleinerung von U annehmen, dass MU = {Mz; z € U} C F(A) gilt.
Man hat
u= J U mit U :=unM,F
1<v<[IA]

Nach dem Satz von BAIRE ist U von zweiter Kategorie und es ist U, := UN M,F
abgeschlossen in U, also besitzt mindestens eine Menge U, innere Punkte. Sei ohne
Einschrankung U; # 0 und z € U;. Wegen U; C M F gibt es ein w € F mit
z = Mjw. Da z ein innerer Punkt von U; ist und die Translation T — M;jT ein
Homoéomorphismus ist, ist w ein innerer Punkt von F. Es gilt MU; C F(A), also
gibt es ein v, so dass Mz € M,F. Dann ist aber w’ := M;'MMjw = M, Mz ein
Punkt von F. Indem man w’ gegebenenfalls mit

0 —1 11
]:(1 O) oder Tz(o 1)



Untergruppen der Modulgruppe I §1 Fundamentalbereiche von Untergruppen

in IF abbildet, folgt aus [K] XXVIII Satz 2.6 mit w' = M,, MM w und w,w’ € F, dass
w = w' gilt und M, 'MM; = +E, also M, = +MM;j. Da +M € A’ gilt, folgt v =1
und M = +E. ]

— Spitzen und Fixpunkte —

(1.4) Definition (Spitzen, Spitzenbahnen)
Unter Spitzen von F(A) versteht man die Bilder M,00 von co. Die Mengen AM, 00
heifSen Spitzenbahnen. o

Erwédhnenswert sind die folgenden

(1.5) Bemerkungen

a) Die Definition der Spitzen von [F(A) ist abhéngig von der Wahl der M, in (1).
Dagegen sind die Spitzenbahnen AM,c durch A eindeutig bestimmt, da fiir
verschiedende Reprasentanten M, und M, einer Rechtsnebenklasse nach A gilt
AM, = AM,,

b) Mit Hilfe des Ergédnzungslemma [K] XXVIII 2.1 bestimmt man Q U {co} als die
Spitzenbahn von I':

roo:{Moo,-M:<” b)er}
c d

C {g; c #0,ggT(a,c) = 1} U{co} = QU {oo}.

Sei nun ¢ # 0 und a/c € Q mit ggT(a,c) = 1. Dann gibt es nach dem Ergan-
zungslemma b,d € Z, so dass

Es gilt

7

M:(a b)el“undMoo:E
c d c

also a/c € T'eo. Zu oo wihle
a b
= T
M (o d ) <L
dann gilt co = Moo € T'co. ©

Ein Analogon zu der Definition eines Fixpunktes von I ist die anschliefSende
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(1.6) Definition (Fixpunkt)
Ein Punkt T € H heifdt Fixpunkt von A, wenn es ein M € A gibt mit Mt = 7 und
M # £E. o

(1.7) Bemerkungen

(a) Jeder Fixpunkt von A ist auch ein Fixpunkt von I', denn angenommen 7 ist ein
Fixpunkt von A, so existiert ein M € A mit Mt = 7 und M # £E. Da A eine
Untergruppe von I' ist, ist T somit auch ein Fixpunkt von I'. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nattirlich nicht.

(b) Anstelle von Fundamentalbereich verwendete man friiher auch das Wort Diskon-
tinuititsbereich. R. DEDEKIND benutzte den Ausdruck Hauptfeld dafiir (Ges. Math.
Werke I, 174-201). o

§2 Endliche Untergruppen

Das Ziel in dieses Paragrafen ist es, endliche Untergruppen der Modulgruppe ge-
nauer zu beschreiben und zu bestimmen. Es wird sich herausstellen, dass endliche
Untergruppen eine einfache Struktur haben und hochstens von der Ordnung 6 sind.
Doch zunichst sollen Matrizen endlicher Ordnung aus I' genauer untersucht wer-
den. Dazu dient der néchste

(2.1) Satz
Fir M € T mit M # +£E sind dquivalent:

(i) M hat die Ordnung 3, 4 oder 6.
(i) M hat eine endliche Ordnung.
(iii) Es gilt |Sp M| < 2.
(iv) Es gibt ein T € H mit Mt = 7.
(v) Es gibtein L € T, so dass L~'ML € {4], +U, +U?}. o

Beweis
(i) = (ii): Klar.

(ii) = (iii): Die Matrix M hat endliche Ordnung. Damit ist M, nach [A] Kapitel 9 Ko-
rollar (2.3), dhnlich zu einer Diagonalmatrix D, welche die gleichen Eigenwerte wie
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M hat. Da sowohl M also auch D die Determinanten 1 haben, haben die Eigenwerte
von M den Betrag 1. Das charakteristische Polynom von M hat die Form

xm(A) =A% — (Sp M)A +detM = A? —sA 41,

wobei s := Sp M. Daher haben die Eigenwerte von M die Form

Ao = % (s:t NE —4) .

Im Falle s > 2 wiére ein Eigenwert grofier als 1 und im Falle s < —2 wiére ein
Eigenwert kleiner als —1. Nach eventuellem Ubergang zu —M geniigt es also, den
Fall s = 2 zu betrachten. Nach dem Satz von CayLEYy-HamiLTON gilt M2 = 2M — E,
denn M? — sM + E = 0. Nun zeigt man durch vollstandige Induktion nach 7, dass

M'"=nM— (n—1)E fiurallen € N ()
gilt.
(IA): Die Gleichung gilt offensichtlich fiir n = 1.
(IV): Die Behauptung in (2) gelte fiir ein n € IN.
(IS): Zeige die Behauptung fiir n + 1.

Es gilt
M = M"M

=mM—-(n—1)E)M

=nM?— (n—1)M

=n(2M —E) —nM+ M

= (n+1)M — nE.
Damit ist die Behauptung in (2) mit Hilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion
gezeigt.

Da M # =*E erfullt ist, gilt somit, dass M unendliche Ordnung hat. Insgesamt folgt
also die Behauptung.

(iii) = (iv): Dieser Teil des Beweises folgt aus [K] XXVIII Proposition 1.8.

(iv) = (v): Nach Voraussetzung gibt es ein T € H mit Mt = 7, und da M # *E gilt,
ist T ein Fixpunkt von I'. Nach [K] XXVIII Korollar 2.8 sind die einzigen Fixpunkte
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von I' aber gerade Li und Lp fiir ein L € I'. Damit gilt MLi = Li oder MLp = Lp
und es folgt L~'MLi = i oder L~'MLp = p, also nach [K] XXVIII § 2

LML € T;UT, = {N €T; Ni =i oder Np = p} = {iE,j:],:I:u,:I:le}.
Aus L~'ML = £E folgt M = +E, aber dies ist aber ein Widerspruch zur Vorausset-
zung. Damit ist die Behauptung gezeigt.

(v) = (i): Es gilt ord (£U) = 3, ord (£]) = 4 und ord (£U?) = 6. Es gelte nun
L~'ML = £U. Dann ergibt sich
3 2
E= (LML) = L7t (MLL™Y) ML = L7' ML,

also ord M = 3. Gilt dagegen LML = 4] beziehungsweise L"'ML = +U?, so
folgt in analoger Weise ord M = 4 beziehungsweise ord M = 6. [

Eine wichtige Aussage tiber die Struktur einer endlichen Untergruppe liefert das
folgende

(2.2) Satz
Ist A eine endliche Untergruppe von I, so ist A in I konjugiert zu einer der Gruppen

{EY, {£E}, {+E,£J}, {E,U,U?} oder {+E,+U, +U?}. o
Beweis
Definiere
5 := ZUL:("‘ 5).

LeA B

Fiir
a b

()

gilt

¢ a’+c® ab+cd
L L — 2 2 .
ab+cd b~+d
Da a? + ¢? > 0 und det(L'L) = 1 gilt fiir L € A, ist L'L symmetrisch positiv definit.
Somit ist S als endliche Summe von symmetrisch positiv definiten Matrizen sym-
metrisch positiv definit. Fiir festes M € A durchlauft LM ganz A, wenn L ganz A
durchlauft, also gilt

M'SM = M <2 LfL> M=) MLLM=) (LM)LM=S.
LeA LeA LeA
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Definiere T := w(S) := a (=B +ivdetS). Da « > 0 und detS > 0 liegt T in
der oberen Halbebene. Definiert man nun fiir N € GL(2;R) und eine symmetrisch
positiv definite Matrix P € Mat(2;R) den Operator

t
N*P:= (N*l) PN,
so folgt mit [KK] II Satz 1.9 fiir das beliebig, aber fest gewdhlte M € A, dass
T=w(S) =w (M'SM) =w (M_l < S) =M (w(S)) =M1t

gilt, also ist M € I't. Da M € A beliebig gewdhlt war, ist A eine Untergruppe von
I'z. Nach geeigneter Konjugation in I' darf man wegen

Ty = M M1
ohne Einschriankung 7 € F annehmen. Nach [K] XXVIII § 2 gilt
T;={+E,+J}, T,= {iE,iu,ilP} und Tr = {£E} fallsT € F, T # i, p.

Da A eine Untergruppe von I'; ist, ist A somit konjugiert zu einer der Gruppen

{E}, {£E}, {+E,£]}, {E,U,U?} oder {+E,+U, +U?}. 0
Es folgt
(2.3) Korollar
Jede endliche Untergruppe von I' ist von der Ordnung 1, 2, 3, 4 oder 6. o

§3 Hauptkongruenz

In diesem Paragrafen werden die Hauptkongruenzgruppen I'[n] der Modulgruppe I'
eingefiihrt. Exemplarisch wird die Hauptkongruenzgruppe I'[2] ndher betrachtet.

(3.1) Definition (Kongruenz)
Sei n > 1 eine feste nattirliche Zahl. Fiir M, L € Mat(2; Z) wird die Kongruenz

L= M (modn)
komponentenweise erklirt, das heifst, es gibt eine Matrix X € Mat(2; Z) mit

L=M+nX. o
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Es gilt
LM =L'M (modn), falls L =L (modn) und M = M’ (modn), 3)

dennist L = L'+ nX fiirein X € Mat(2; Z) und M = M’ +nY fiirein Y € Mat(2;Z),
so folgt
LM = (L' +nX)(M' +nY)

= L'M' +nXM +nL'Y + n*XY

=L'M +n(XM' + LY + nXY)

=L'M' +nZ firein Z € Mat(2;Z).
Man definiert

[n]:={MecT; M=E (modn)}.
Es gilt I'[1] =T.
Nun betrachtet man die kanonische Projektion
7 —Z/nZ, x — X :=x+nZ

und setzt sie auf (2 x 2)-Matrizen fort:

Mat(2;Z) — Mat(2,Z/nZ)
a b — ab
M= (C d>HM_(E a)-
Zum Beweis des nédchsten Satzes bendtigt man das folgende

(3.2) Lemma
Seien a,b,c € Z mit ¢ # 0 und ggT(a,b,c) = 1. Dann existiert ein x € Z mit

ggT(a+xb,c) =1. o

Beweis

Sei x das Produkt aller Primzahlen p, die c, aber nicht a teilen, wobei das leere
Produkt gleich 1 sei. Angenommen, es gibt eine Primzahl g mit den Eigenschaften
g|(a+xb)undq|c.

1. Fall: Angenommen es gilt ¢ | a. Nach Definition von x gilt dann q { x. Aus
q|(a+xb) und q | a sowie g {1 x folgt dann aber g | b. Dies ist ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung ggT(a,b,c) = 1.
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2. Fall: Angenommen es gilt g { a. Dann gilt g | x nach Definition von x, und
g | (a+ xb) impliziert q | a als Widerspruch.

Daher sind 4 + xb und c teilerfremd, das heifit ggT(a + xb,c) = 1. O

Damit kommen wir zu dem
(3.3) Satz
Die Abbildung
¢:T —SL(2;Z/nZ), M M,

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern I'[n] ist. Zudem ist I'[n]
ein Normalteiler von endlichem Index in I' und die Faktorgruppe I'/I'[n] ist iso-
morph zu SL(2; Z/nZ). o

Beweis
Sei

a b
M = ( . d) € Mat(2;Z).

Fur alle

X = ( ¥1 %2 ) € Mat(2;Z)
X3 X4

gilt

detM+nX:det(a+x1n b+x2”)

c+xzn d+ xun

= ad + ndxy + naxy + n’xyx4 — bc — nbxs — nexy — n2xyx3
= det M + n(dxy + axy + nxyxg — bxs — cxp — nxx3)
=detM+nz fireinz e Z,

also gilt det M = det M und das Bild von ¢ ist in SL(2; Z/nZ) enthalten. Die Abbil-
dung ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus, denn nach (3) gilt

p(M)p(N) = M N = TN = p(MN)
fur alle M,N € T. Da
M € Kern¢ < ¢(M) =E
& M =E+nX firein X € Mat(2;2)
< M = E (modn)

& M e Tnj

10
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gilt, folgt Kern¢ = I'[n]. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G ist
stets ein Normalteiler in G, also gilt hier, dass I'[n] ein Normalteiler in I ist. Sei

K:= ( j'; fg ) € Mat(2; Z)

mit K € SL(2;Z/nZ) und es sei ohne Einschrinkung y # 0, da man sonst y durch
v + n ersetzen kann. Wegen ad — By = 1 (modn) gilt ggT(,d,n) = 1. Nach 3.2
existiert ein r € Z, so dass ggT(v,6 +rn) = ggT(y,d) =1 fir d = § + rn gilt. Nun
hat man

ad —By=ad —PBy+arn=1+sn

fir ein s € Z. Wegen ggT(v,d) = 1 kann man x,y € Z so bestimmen, dass
vy — dx = s gilt. Es folgt

[ a+xn B+yn _
M.—( y (5+rn)€SL(2’Z)’

da
det M = (a+ xn)(6 +rn) — (B+yn) -

= (a+xn)-d—(B+yn)- v
= ad — By +n(xd — y7y)
=1+sn+n(—s)

—1,

also existiert zu K € SL(2;Z/nZ) ein M € T mit (M) = M = K, das heift,
¢ ist surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen ist I'/T[n] isomorph zu
Bild ¢ = SL(2;Z/nZ) und es folgt

[T:T[n]] = #SL(2;Z/nZ) < co. 0
(3.4) Definition (Hauptkongruenzgruppe, Stufe)

Die Untergruppe I'[n] von T heilt Hauptkongruenzgruppe (modn), die Zahl n nennt
man Stufe von T'[n]. ©

Gilt M = L (modn) fir M,L € T, so gibt es ein X € Mat(2,Z) mit M = L + nX,
also ML~ = E +nXL~! und somit ML~ = E (mod n). Das heifit, dass M und L in
diesem Fall in derselben Nebenklasse modulo T'[n] liegen und man erhilt das

11
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(3.5) Korollar
Zwei Matrizen M und L aus I liegen genau dann in derselben (Links- oder Rechts-)
Nebenklasse von I'[n], wenn M = L (mod n) gilt. o

Der Index kann mit 3.3 berechnet werden:

[T:T[n]] =#SL(%Z/nZ) =n> [] (1—p2) firn>2. (4)
y i
Einen Beweis dieser Formel findet man bei [M] S. 63-65, [L] S. 356 und [R] S. 21-23.
Nun folgt eine Aussage tiber die Fixpunkte in I'[n] in der

(3.6) Proposition
Fiir n > 2 besitzt I'[n] keine Fixpunkte, das heifit, aus Mt = 7 fiir ein 7 € H und
M € I'[n] folgt M = +E fiirn =2und M = E fiir n > 2. o

Beweis

Gilt Mt = 1 fir ein M # =£E aus I'[n], so ist T ein Fixpunkt von T, da T'[n]
eine Untergruppe von I ist. Mit [K] XXVIII Satz 2.8 schlieSt man T = Li oder
T = Lp mit geeignetem L € I'. Da Mt = 7 nach Voraussetzung gilt, ergibt sich
MLi = Li oder MLp = Lp, also gilt L~*MLi = i oder L~*MLp = p. Nun kann man
[K] XXVIII Satz 2.6 anwenden und erhilt L~'ML = 4] oder LML = +U, +U?. Da
I'[n] nach 3.3 ein Normalteiler von T ist, gehdren 4], U oder +U? zu I'[n] fiir n > 2.

Das ist aber nicht der Fall, denn es gibt keine Matrizen X, Y, Z € Mat(2;Z), so dass
fir n > 2 gilt

0 -1
+] —:t(l O)—E+nX,
-1 1
U ==+ = E+nY oder
-10
2=+ (0 ) cEraz
1 -1
gilt. Daher folgt M = £E firn =2und M = E firn > 2, da M = —E firn > 2
nicht in I'[n] liegt. O

Nun bestimmt man exemplarisch fiir den Fall n = 2 ein Vertretersystem der Neben-
klassen von I'[2] in T sowie den Fundamentalbereich von I'[2] in dem folgenden

12
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(3.7) Beispiel
Es sei n = 2. Dann gilt
[T:T[2]] =#SL(2,Z/2Z) =2°T[(1-p %) =6
pl2
nach (4), das heifit, ein Vertretersystem der Nebenklassen von I'[2] in I' enthilt 6

Elemente. Nach 3.5 gentigt es, sechs Matrizen zu bestimmen, so dass immer fiir
jeweils zwei dieser Matrizen L und M die Beziehung

M =L (modn)

nicht erfiillt ist. Da man in diesem Beispiel einen Fundamentalbereich von I'[2] gra-
fisch darstellen mochte, sollte man hier die Matrizen so wihlen, dass der Funda-
mentalbereich eine {ibersichtliche Darstellung besitzt. Durch Nachrechnen tiberpriift
man, dass die folgenden Matrizen ein Vertretersystem der Nebenklassen von I'[2] in

I’ bilden:
10 11 10
e=(o1) T=(01) ur=(17)
(0 -1 (-1 1 > (0 -1
=10 ) u=(Te) v =(1 )

Aus 1.3 folgt damit, dass
F(T[2]) = FUTFU (-UT)F U JF U UF U U*F

ein Fundamentalbereich von I'[2] ist.

—_

=
~
=l

Abbildung 1: Fundamentalbereich von I'[2]

Fiir eine Gruppe, die zu I'[2] dquivalent ist, hat C. FE. Gauss bereits um 1808 einen
analogen Fundamentalbereich konstruiert, vergleiche [G] S. 100-105. o

13
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§4 Kongruenzgruppen

Nach der Einfiihrung der Hauptkongruenzgruppen I'[n] in § 3 werden nun Kongru-
enzgruppen betrachtet. Als Spezialfall wird die Kongruenzgruppe TI'g[n1] behandelt.
Wie auch in § 3 wird hier der Fall Ty[2] genauer untersucht.

(4.1) Definition (Kongruenzgruppe, Stufe)
Eine Untergruppe A von I' heifst Kongruenzgruppe, wenn es ein n > 1 gibt mit
I'[n] C A. Das kleinste derartige n heiflt Stufe von A. o

Jede Kongruenzgruppe von I' hat endlichen Index in T, da I'[n] nach 3.3 endlichen
Index in I hat.

Eine wichtige Klasse von Beispielen sind die Gruppen

To[n] ::{(Z‘ Z)EF;CEO(modn)}.

Man priift fiir M, N € T'g[n] leicht nach, dass MN € Ty[n] und M~ € Ty[n] gilt. Fiir
n = 1 erhdlt man I'g[1] = T. Zudem gilt I'[n] C Ty[n], denn

[[n] = {(Z Z) el; azdzl(modn)undbzczO(modn)}.
Man betrachtet wieder den Fall n = 2 in dem folgenden

(4.2) Beispiel

Sei n = 2. Um ein Vertretersystem von Rechtsnebenklassen von I' modulo I'y[2] zu
bestimmen, beachte man, dass I'[2] eine Untergruppe von I'g[2] ist. Nach 3.7 gilt
somit insbesondere

I = To[2] U (To[2] - T) U (To[2] - (~UT)) U (To[2] - J) U (To[2] - U) U (To[2] - U?).

Nun muss tiberpriift werden, welche dieser Matrizen dieselben Rechtsnebenklassen
von I' modulo Ty[2] beschreiben. Dazu priift man durch Nachrechnen, fiir welche
Matrizen M, L € {E, T,—UT, ], U, U?} die Beziehung

ML~ € Ty[2]

gilt. Man erhalt, dass ML~ ¢ To[2] gilt fiir M,L € {E,],U?}. Somit bilden die
Matrizen E,] und U? ein Vertretersystem von Rechtsnebenklassen von T modulo
I'o[2]. Nach § 1 (1) gilt also

T =To[2] U (To[2] - J) U (To[2] - U?)

14
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und ein Fundamentalbereich ist nach 1.3 gegeben durch

IF(To[2]) = F U JF U U°F.

ol

|

U2

Abbildung 2: Fundamentalbereich von T'y[2]
Da I'g[2] in T den Index 3 und I'[2] in I’ nach 3.7 den Index 6 hat, folgt
[To[2] : T[2]] = [[:T[2]]/[T: Tp[2]] =6/3=2.

Es miissen also zwei Matrizen aus I'y[2] gefunden werden, die ein Vertretersystem
von Rechtsnebenklassen von I'g[2] modulo I'[2] bilden. Da fiir E und T gilt

4 (11
TE _T_(O 1)¢r[z],

bilden E und T dieses Vertretersystem. Daher gilt I'y[2] = I'[2] U (T'[2] - T). o

Analog zu T'g[n] kann man natiirlich die Untergruppe

O] := {(‘Z Z) eT; bEO(modn)}

definieren. Es gilt I°[n] = JTg[n]] !, denn ist

M:(”CZ Z)erO[n],

15
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so gibt es ein

mit M = JNJ~ L. Ist umgekehrt

Mz(ig)emw,

TMJ = ( _db _ac ) € .

so ist

Eine ausfiihrliche Diskussion der Gruppen Ty[n] und I'’[n] findet man unter ande-
rem bei [P] S. 241-251. Mit Hilfe von 3.3 zeigt man, dass

[T:Ton]] = [T:T°m]] =n J] Q+p™ ") firn>2
p i
gilt. Einen Beweis dazu findet man in [R] S. 26. Diese und weitere Untergruppen der
Modulgruppe werden diskutiert in [KF] Abschnitt 2, [N] Kapitel VIII, [L] Kapitel
XL.3 und [R] Kapitel 1.

Zum Abschluss seien noch zwei Bemerkungen geben.

(4.3) Bemerkungen

(a) Eine Untergruppe A von I' von endlichem Index braucht keine Kongruenzgrup-
pe zu sein. Erste Beispiele wurden gleichzeitig von R. Fricke und G. Pick ange-
geben (Math. Ann. 28, 99-118 und 119-124 (1887)). Weitere Beispiele findet mal
bei [M] S. 77-79 und H. PETERSSON (J. Reine Angew. Math. 250, 182-212 (1971);
268/9, 94-109 (1974)).

(b) Fiir n > 1 sind I'y[n] und I'’[n] keine Normalteiler in I'. Exemplarisch betrachte
man den Fall Ty[n] fiir n > 1. Ein Element aus I'y[n] hat die Form

_(ab [ a+nxy b4+nx v [ X1 X2 _
M—(O d>+nX—< s d+nx4)mltx_(x3 » € Mat(2;Z).

Waire Tg[n] fiir n > 1 ein Normalteiler in T, so wiirde NMN ! € Ty[n] fiir alle
N € T gelten. Wahlt man nun aber

v=r= (1),

16



Untergruppen der Modulgruppe I §4 Kongruenzgruppen

und gilt n 1 b, so folgt

_ d+nx —nx
1 4 3
p— r .
JM] ( —b—nxy a+nxg ) # To[n]
Demnach ist I'g[n] fiir n > 1 kein Normalteiler in T o

17
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[A]
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