Modulformen zu Kongruenzgruppen I
Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 30.04.2008

Micha Bittner

Im ersten Abschnitt des Vortrags untersuchen wir die Menge der Modulformen zu
Kongruenzgruppen. Ziel ist es hier, einige zentrale Strukturergebnisse iiber ganze
Modulformen zu Kongruenzgruppen sowie eine Dimensionsabschédtzung fiir po-
sitive Gewichte herzuleiten. Im zweiten Teil des Vortrags wird als Anwendung der
Theorie eine Aussage tiber die Darstellungsanzahlen einer natiirlichen Zahl als Sum-
me von Quadraten beschrieben.

Alle in der Ausarbeitung verwendeten Referenzen beziehen sich auf das Skript: A.
Krieg: Hohere Funktionentheorie I, Aachen 2007.

§1 Modulformen zu Kongruenzgruppen

In diesem Abschnitt werden einige Strukturaussagen, die Konstruktion ganzer Mo-
dulformen aus Modulformen zu Kongruenzgruppen sowie eine Dimensionsabschét-
zung bewiesen.

— Grundlegende Definitionen und Beispiele —

(1.1) Definition
Fir n € N ist die Hauptkongruenzgruppe (mod n) definiert durch

[nl:={MecT; M=E (mod n)}.

(1.2) Definition
Eine Untergruppe A von I heifst Kongruenzgruppe, wenn es ein n € IN gibt, so dass
I'n] C A gilt. o

(1.3) Definition
Jeder Gruppenhomomorphismus

X:A—{zeClz| =1}

heifst abelscher Charakter.
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Der Charakter, der jedes M € A auf 1 abbildet, heifst trivialer Charakter und wird
mit 1 bezeichnet. Ein abelscher Charakter heifst endlich, falls ein m € IN existiert mit
x™ = 1. Ein abelscher Charakter x heifit ein Charakter (mod n) von A, falls I'[n] C A
und x(M) =1 fur alle M € I'[n] gilt. o

Zur Veranschaulichung der eingefiihrten Begriffe dient das folgende

(1.4) Beispiel
Sei

A=Ty:={MeTl; M=E@modn)VM= J(mod n)} und

1, fallsM eT[2],
xo(M) :=
—1, fallsM ¢ T[2].

Nach XXVIII (3.8) der Vorlesung ist I'y eine Untergruppe von I'. Weiter gilt I'[2] C T,
also ist I'y eine Kongruenzgruppe.

Da xy ein Gruppenhomomorphismus ist der auf den Einheitskreis abbildet, ist Xy
ein abelscher Charakter. Nach Definition gilt x3(M) = 1 fiir alle M € T'[2]. Damit ist

X ein Charakter (mod ) von A. Wegen x? = 1 ist x endlich. o
(1.5) Lemma

Sei A eine Kongruenzgruppe. Dann ist jeder abelsche Charakter (mod 7) von A ein
endlicher Charakter. o
Beweis

Als Hilfsmittel benotigen wir den kleinen Satz von Fermat: Fiir eine Gruppe G gilt
g6l = e fiir alle g € G.

Als Kern des Homomorphismus
¢:T — SL(2;,Z/nZ), M — M

aus XXVIII (3.2) ist I'[n] Normalteiler mit endlichem Index in T, also insbesondere in
A. Die Faktorgruppe A/T[n] ist also endlich mit [A : T'[n]] =: m. Die Verkniipfung
in A/T'[n] ist wie folgt gegeben:

(LT[n]) (NT[n]) = LNT[n].
Mit dem kleinen Satz von Fermat gilt dann fiir ein beliebiges Element LI'[1] aus der
Faktorgruppe:

L"T'[n] = (LT[n])" = T'[n] (I'[n] ist neutrales Element in A/T'[n]),

also gilt L™ € I'[n]. Da x abelscher Charakter (mod n), also insbesondere Gruppen-
homomorphismus ist, gilt somit x (L) = x(L™) = 1. O
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(1.6) Definition

Sei k € Z, sowie A eine Kongruenzgruppe und x ein abelscher Charakter von A.
Eine Funktion f : H — C heif$t ganze Modulform vom Gewicht k zur Kongruenzgruppe
A und zum Charakter x, wenn gilt

(MK.1) f ist holomorph auf H,
(MK.2) flxL = x(L)- f furalle L € A,
(MK.3) f|xM ist fiir jedes M € T bei oo holomorph.

Die Menge My (A, x) aller ganzen Modulformen vom Gewicht k zu A und y ist ein
C-Vektorraum. Fiir den trivialen Charakter wihlen wir die Abkiirzung My (A) :=
My (A, 1). o

Es gilt My = M (I'). Die Definition ist also sinnvoll gew&hlt.

(1.7) Lemma
Modulformen zu einer Kongruenzgruppe A und zu abelschen Charakteren yx, x’
konnen wie folgt multipliziert werden:

M (A, x) - Mi(A, X') C M (A x- XD o

Beweis
Fiir f € Mg(A, x) und g € M;(A, x') gilt: f - ¢ ist holomorph auf H. Fiir alle L € A
und 7 € H gilt

fglenl = (vt +8)" MV f(L1)g(Lt) = fleL(7) - gliL(T) = X (L)X (L) (f - &)(0).

Nach dhnlichen Umformungen erhélt man auch die Holomorphie im Unendlichen
von f - gl M fur alle M € T. O

Ein erstes Beispiel solcher Modulformen ist 9.

(1.8) Beispiele
Behauptung: ¢4 € M, (Ty, xs)

(MK.1) ®* ist holomorph auf H, da @ holomorph ist.
(MK.2) Nach XXVIII (3.8) wird I'y erzeugt von

> (12 (0 -1
T—(O 1) und ]—(1 0).
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Es gilt die Theta-Transformationsformel
0(=1/7) =V7/i-8(t) sowie O(T+2)=79(1).
Damit erhélt man
LT (1) = 0*(T%7) = (7 +2) = 0*(1) = xs(T?)0*(r) sowie
O*J(t) =128 (1) = T 20 (~1/7) = — (1) = xs(J)8*(1),
da T> = Emod 2 und | ¢ I'[2].

(MK.3) Nach XXVIII (3.8) gilt ' = T'yU (I'y - T) U (I'y - U). Nach XXIX (4.14)(a) be-
ziehungsweise § 4(8) gilt

9(1—1/7) = V7/i (8(7/4) - 8(1)),
ot +1) =)+t 2 01— 1/7).
Damit erhilt man
SLU(t) =12 9*(1—1/17) = — (8(1/4) — 8(1))* und
0 TT) =0 (t+1) =0 0)+t2-0*(1-1/7)
= 0*(7) — (8(t/4) — 8(1))*.

Die Theta-Reihe ¢ ist holomorph in Unendlich, deshalb ist auch #* und
damit 9*(7)|xM holomorph in Unendlich fiir alle M € T. o

— Strukturaussagen iiber ganzen Modulformen zu Kongruenzgruppen —

Eine erste Strukturaussage enthdlt die folgende

(1.9) Proposition
Sei k € Z, sowie A eine Kongruenzgruppe mit —E € A und x ein abelscher Charak-

ter von A. Gilt x(—E) # (—1)F, so folgt M (A, x) = {0}. o
Beweis

Sei f € My(A, x). Nach (MK.2) gilt f|(—E)(1) = (=1)*f(—E71) = (-1)*f(7) =
X(—E)f (7). Da nach Voraussetzung x # 1 gilt ist dies nur fiir f = 0 erfiillt. O

Aus Definition 1.6 erhdlt man eine Aussage iiber die Menge der Modulformen zu
den zu A konjugierten Untergruppen.
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(1.10) Proposition
Sei k € Z, sowie A eine Kongruenzgruppe, x ein abelscher Charakter von A und
M € I'. Dann ist

am(K) := x(MKM™Y)  firalle K€ M'AM 1)
ein abelscher Charakter von M~1AM und die Abbildung
M (A, X) — Mi(M™'AM, xm), f = fliM ()

ein Vektorraumisomorphismus. o

Beweis
(1) Wegen K € M~ 1AM gilt also MKM~! € MM 'AMM~! = A. Weiter hat man

xm(K)xm(L) = x(MKM™)x(MLM™") = x(MKLM™") = xum(KL).

Mit yx ist also auch x ein abelscher Charakter.

(2) Zeige zunichst: f|iM € Mi(M 1AM, xu). T'[n] ist Normalteiler, dass heifit
M™IT[n]M = T[n]. Wegen T'[n] C A gilt also auch I'[n] € M~'AM, also ist
M~1AM eine Kongruenzgruppe. Nach (1) ist x s abelscher Charakter.

(MK.1) Der Strichoperator ist definiert durch f|;M(t) = (ct + d)~*f(M7). Da

f und die Abbildung T — (cT + d)~¥ holomorph auf H sind, folgt die
Holomorphie von f|M auf der oberen Halbebene.

(MK.2) Sei L € M—'AM und N € A mit L = M~!NM. Fiir A erhilt man aus
(MK.2):
((FleM)[xL)(T) = ((f[&M)[xM'NM)(7)

((
((flkNM)(7)
(

(

et +d) " (fliN) (M)

ct+d) *x(N)f(MT)

= X(MM™'NMM ™) (f[xM)(7)
= xm(M~INM)(f]xM)(7)

= xm(L) (f[xM)(T).

(MK.3) Wegen ((f|xM)|xN) = f|xMN und MN € T ist f|;MN holomorph bei co.
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Zeige noch:
¢ Mi(A, x) — M(M™'AM, xum), f + fleM

ist Isomorphismus.

Dazu: ¢ ist Homomorphismus. Weiter ist ¢ injektiv, da aus f|yM = h| M be-
reits f = h folgt. Zeige: ¢ ist surjektiv.

Betrachte dazu zu ¢ € M(M 1AM, x)) die Funktion f := g[fM~!. Nach
obiger Diskussion erfiillt diese g[iM~! € My(A,x). Weiter gilt f[;M = g.
Damit ist die Surjektivitdt von ¢ gezeigt. [

Wegen (MK.3) konnen wir unter der zusitzlichen Voraussetung x abelscher Cha-
rakter (mod 1) von A eine FOurier-Entwicklung fiir die f|;M der folgenden Form
angeben:

(1.11) Satz

Sei k € Z, sowie A D I'[n] eine Kongruenzgruppe und ) ein abelscher Charak-
ter (mod n) von A. Ist f € My(A, x) und M € T, so besitzt f|,M eine FOURIER-
Entwicklung der Form

fleM(t) = Y ap(m; M) eFImT/n fir alle T € H,

m=0

die fiir jedes ¢ > 0 auf der Menge {1 € H;Imt > ¢} absolut gleichméaflig konver-
giert.
Die Fourter-Koeffizienten a¢(m; M) sind eindeutig bestimmt und erfiillen

ap(m;LM) = x(L) - ag(m; M) fiirallem € No,L € Aund M €T. 3)
o

Beweis

Da x Charakter (mod n) ist gilt My (A, x) C Mg(T'[n]). Die Hauptkongruenzgruppe
[[n] ist ein Normalteiler in T, somit gilt MT[n]M~! = T'[n] fiir beliebiges M € T.
Daher gilt wegen f € My (I'[n]) nach Proposition (1.10) auch f|yM € M(T'[n]).

Betrachte
g(t) := flxM(nt) furalle 7€ H.
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Wegen f|yM € My (I'[n]) und nt € H ist ¢ holomorph auf H und in Unendlich.
Wegen T" € I'[n] gilt
git+1) = fliM(nt+n)

— FRM(T" < nT >)
= ((fliM)[xT")(nT)

E7 flm(nr) = g(x),
Also ist ¢ periodisch mit Periode 1. Daher existiert nach XX (4.2) der Vorlesung ¢
mit
g(7) = §(e¥™7) firalle T e H. 4)
Da g holomorph in oo ist hat § eine isolierte (hebbare) Singularitdt in 0. Es existiert
also eine LAURENT-Entwicklung um 0 von ¢ der Form

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten, die auf IE absolut gleichméfig konvergiert.
Mit (4) und der Substitution z := ¢?™7 besitzt ¢ eine FOURIER-Entwicklung

(o]

g(T) — 2 “g(m)ezmmr’

m=0

die fiir Imt > 0 absolut gleichméfiig konvergiert und nattiirlich eindeutig bestimmte
Koeffizienten hat. Substituiert man 7 durch 7/n erhdlt man die Behauptung

f‘kM(T) _ 2 ocf(m,'M) . eZm’mT/n.
m=0
Zeige noch (3): Es gilt
FRLM(t) = flL(MT)(cT+d) "

M=) f(Mo) (T )

= % x(Lag(m; M) - 2,

m=0

also folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten. [



Modulformen zu Kongruenzgruppen §1 Modulformen zu Kongruenzgruppen

— Konstruktion von ganzen Modulformen —

In diesem Abschnitt beschreiben wir zwei Moglichkeiten, aus ganzen Modulformen
zu Kongruenzgruppen ganze Modulformen zur vollen Modulgruppe zu konstruie-
ren.

Grundlage bildet die folgende algebraische Uberlegung.

(1.12) Lemma
Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G mit endlichem Index m. Ist ¢ € G und
g1, ---, §m €in Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von G nach U, dass heifst

m
G = U Ug],
j=1
so ist auch ¢1g, ..., gmg ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen. o

Beweis
Nach Voraussetzung gibt es genau m Nebenklassen von G nach U. Mit Ugy, ..., Ugn
sind aber auch die Rechtsnebenklassen Ug1g, ..., Ugng paarweise disjunkt und in
G enthalten, sonst folgt mit

Ugig=Ugig fir i#j & Ug=Ug fir i#]
ein Widerspruch. Ll

(1.13) Korollar
Sei k € Z, sowie A eine Kongruenzgruppe vom Index m in I' und My, ..., M, ein
Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I nach A. Ist f € Mg (A), so gilt

a) Sp(f) == L% fleMj € My,
b) 7(f) = [T fliM;j € Mg,
Man nennt Sp(f) die Spur von f. o

Beweis
Die Definitionen von Sp(f) und 7t(f) hidngen nicht von der Wahl der Vertreter ab:
Seien M, M’, wobei M # M’, Vertreter derselben Nebenklasse, dann gilt

AM = AM'.

Es existieren also L, K € A mit LM = KM/, also M = L~'KM’, wobei L~1K € A.
Wegen x (L) =1 gilt mit (MK.2) fiir alle N € A:

flkN = f, also f|yM = f|M'.

Zeige nun
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a) (M.1") Wegen f|iM € My(M~1AM) ist f|;M holomorph auf H, also folgt auch
die Holomorphie fiir die Summe.

(M.2") Fiir beliebiges M € T gilt Sp(f)|yM = 2}”:1 flxM;M. Nach (1.12) ist auch
{M;M }71:1 ein Vertretersystem. Wegen der Reprédsentantenunabhéngig-
keit von Sp(f) und 7(f) erhélt man also

Sp(f)[xM = Sp(f).

(M.3") Fir alle M € T ist f|M holomorph in Unendlich, damit ist auch Sp(f)
holomorph in Unendlich.

b) Wegen

() [ M(T) = (ﬁfrkmj) o M(7)
L

= (ﬁ 1l ij> (M) - (cT +d)~Fm
= (ct+d)F fyMy(MT) - - - - - (ct+d)™%- fliMyu(MT)
= ﬁﬂijM
erhilt man (M.l’)—(M.]3’) analog. 0

Fiir negatives Gewicht erhalten wir unter Vewendung der in (1.13) konstruierten
ganzen Modulformen dhnliche Resultate wie bei den ganzen Modulformen.

(1.14) Satz
Sei k € Z, sowie A eine Kongruenzgruppe und x ein endlicher abelscher Charakter
von A.

a) My (A, x) = {0}, falls k < 0.
b) (i) Mo(A) =C
(i) Mo(A, x) = {0}, falls x # 1. o

Beweis
Sei k < 0. Da x ein endlicher abelscher Charkakter ist, existiert ein m € IN mit
X™ = 1. Betrachte zu f € My (A, x) die Funktion g := ™. Zeige: § € My,,(A)

Es ist A eine Kongruenzgruppe und x™ ein abelscher Charakter.
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(MK.1) Mit f ist auch f™ holomorph auf H.
(MK.2) Fiir alle L € A gilt

fM L (7) = (yT+8) " (L)
= (vt 40)Ff(L1)... (vt +6)Ff(LT)
= [flxL(T)]"
=x"(L)f"(t) = f".

(MK.3) Wegen (f" M) = (f|xM)™ ist f™|k,, M holomorph bei co fiir alle M € T.
Sei I := [I': A]. Nach (1.13) ist dann 77(g) € My

a) Nach Satz XXIX (1.5) gilt wegen lkm < 0, dass Myy,,, = {0} ist. Damit gilt 77(g) =
0. Da 71(g) ein endliches Produkt von auf H holomorphen Funktionen ist erhélt
man mit dem Identititssatz g[;M; = 0 fiir ein 1 < j < I: Die Menge M;H = H ist
offensichtlich nicht diskret, also folgt mit g[M; = (cjT 4 d;) *g(M;T) aus dem
Identitdtssatz ¢ = 0. Mit dem Identitdtssatz erhdlt man wiederum f = 0, sonst ist
mit {7; f(7) = 0} auch die Menge {t; f™(7) = 0} diskret.

b) Seijetzt k = 0.

(i) Sei x = 1. Es gilt C C My(A). Zeige also noch: h € My(A), dann gilt bereits
h € C. Definiere dazu die Funktion /1 := h — h(0) € My(A). Fiir h = h|oE
gilt dann

a;(0,E) =0
Waéhle ohne Einschrankung M; := E, My, ..., M; als Vertretersystem der
Rechtsnebenklassen, dann gilt aber

l I

Jim 72(h) (iy) = lim [ [ RleM;(iy) = Lim (RxE(iy)) - lim (Hh!ij(iy)>
j=1 j=1

Wegen «; (0, E) = 0 folgt mit (1.11) aus der absolut gleichméBigen Konver-

genz der FOURIER-Entwicklung auf der oberen Halbebene:

lim (k| E(iy)) = lim a; (m; E) - e~ 2mmy/n — .
fm (R G) = fm, 33 ) 200

Man erhilt also limy, . 71(h)(iy) = 0. Da r(h) € My und My = C nach

XXIX (4.1) muss auch 7(h) = 0 gelten. Dann erhélt man mit dem Identitéts-
satz i = 0. Also ist i konstant.

10
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(ii) Sei x # 1. Wegen ¢ € Mp(A) folgt mit (i): ¢ = f™ ist konstant. Dann muss
auch f konstant sein. Mit (MK.2) folgt weiter f = 0, sonst erhdlt man fiir ein

L € A mit ' .
fik =x(L)f = f{i) =x(L)- f(i),
da f konstant ist einen Widerspruch. O

— Dimensionsabschitzung fiir positive Gewichte —

Fiir positive Gewichte geben wir eine Dimensionsabschidtzung.

(1.15) Satz
Sei k € IN, sowie A eine Kongruenzgruppe und x ein abelscher Charakter (mod )
von A.Sei A*:={Le A; x(L)=1}und [ := [ : A*]. Ist f € My(A, x) und M € T
mit
. lkn
af(m; M) =0 firalle 0<m< 1 (5)

so folgt f = 0. o

Beweis

Fur f € M(A, x) gilt insbesondere f € My(A*), da f|xL = x(L) - f = f fir alle
L € A*, also (MK.1)-(MK.3). Nach (1.13) ist dann g := 7t(f) € My. Fir ¢ hat man
deshalb nach (M.3”) eine Darstellung der Form

7T(f) — Z ag(m)EZm'mT.

m>0

Ist Mj := M, ..., M; ein Vertretersystem der Nebenklassen von A* in I'. f|yM hat
nach (1.11) eine Darstellung der Form

[ee]

f|kM(T) = Z “f(m; M) . eZﬂ.’imT/n

m=0

11
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Dann gilt

7n(f) = (flxM) - <Hf|kM>

gk

0

— <i ocf(m;M) _62m'm*r/n) (ﬁ <D‘f m; M) eZm’mT/n))
m=0 j=2m

= ( _i ar(m; M) -ezmmT/") . (IL[ i <txf n; M;) 2”’”””))

j=2m=0

Multipliziert man diesen Term aus, so ist in jedem vorkommenden Summanden der
Exponentialterm von der Form e?™"7, wobei m > % Aus der Eindeutigkeit der

Fourier-Koeffizienten folgt nach Koeffizientenvergleich

" Ik
ag(m) =0 fur O<m<E

Dann gilt aber schon ¢ = 0, da sonst wegen ¢ € Mj; nach XXIX (4.7) und XXIX (4.6)
aus

Ik

o0 d. ]M <
ord g <aimlMy < {12

[ +1

wegen orde § > [lk} + 1 ein Widerspruch folgt. Damit gilt bereits 77(f) = 0 also
folgt mit dem Identitdtssatz f = 0. O

(1.16) Korollar
Sei k € IN, sowie A eine Kongruenzgruppe und x ein abelscher Charakter (mod n)
von A.Sei A*:={L € A; x(L) =1} und I := [I' : A*]. Dann gilt

dim M (A, x) < H{—ﬂ +1

Beweis
Sei f € Mg(A, x). Betrachte fiir M € I' die Abbildung

IXf(O,M)
¥ Mi(A, x) — LBl fs :
ap (|42] +1,m).

12



Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

Zeige: ¥ ist Monomorphismus. Wegen (af + bg)[xM = a(f | M) + b(g|xM) und der
Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten gilt

ans(0, M) + btxg(O, M)

Y(af +bg) = : =a¥(f) +b¥(g).
aos <[lk”] +1, M) +bocg ([”‘”} +1, M)

daher ist ¥ ist ein Vektorraumhomomorphismus. Zeige noch: ¥ ist injektiv. Seien
f,g € Mi(A, x) mit ¥(f) = ¥(g), also

(0, M) 5 (0, M)
oo (8] 1) )~ Lo (] 4209
Dies kann dquivalent umgeformt werden zu
(0, M) — (0, M) 0
w ([2] +1m) —ag (2] +10) | \o

Dann gilt aber as_o(m; M) =0 fiiralle 0<m < lkn 41, also mit (1.15) f — g =0
und folglich f = g. Dann gilt aber

dim My (A, x) < dimcl]+

§2 Der Vier-Quadrate-Satz

In der folgenden zahlentheoretischen Anwendung der im ersten Paragraphen ent-
wickelten Resultate soll der Vier-Quadrate-Satz bewiesen werden. Dieser liefert eine
Aussage tiber die Anzahl von Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von
4 beziehungsweise 8 Quadraten.

(2.1) Definition
Fir k € IN und m € INj ist

O ::#{(gl,...,gk)t GZk;g%—i—---+g%:m}

die Anzahl von Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von Quadraten. ¢

13
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(2.2) Lemma
Firk e Nund m = g3 + -+ g7 € Ny ist

ﬂk(T) — Z 7Tl'l' (§2+- +gk Z (Sk mrm.
glr-"lgkez <&

Beweis
Die reelle Theta-Reihe ist gegeben durch

2
Z eZan
nez

Zeige die Behauptung iiber Induktion nach k. Es gilt

2mit(l4n) _ 27tiT(14n)
L ¢ )¢

I,neZ leZ neZ

— (Z 627'(1"['1 . Z eZm’Tn
lez nez
2
— (Z eZmT]> )
JEZ

Es gelte die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner k, dann folgt die Be-
hauptung nach dhnlicher Argumentation nach dem Induktionsprinzip. Die zweite

Gleichung folgt aus der Bedingung m = g7 + - - - + g2. O
(2.3) Satz
a) Fir alle T € H gilt
1 T
4 _ - ek _rx (b
19(T)_3<4 G3(27) GZ(Z)), 6)
1 LT+
#(r) = 45 (16-Gin -6 (T5) ). %

b) Fiir alle m € IN gilt

Y 4, ®)

d|m, 44d

m) =16y (—1)" 4. 9)
d|m o

14



Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

Beweis
Mit analogen Argumenten wie in Beispiel (1.8) erhidlt man 98 € My(Ty). Betrachte
die Funktion

f(r) = % (16.Gj£(r) — G (7;1)) _ mi xp(m) - e,

=0

Wegen

Gi(t) =1+240- Y o3(m)e”™™*, wobei oy(m)= Y d° fiirjedes s€R

m=1 deN, d|m
erhélt man
f(T) =14+ 162 . Z (73(m)€2nimr —16- Z o3 (m)enim(rJrl).
m=1 m=1

Dann gilt a(0) = 1 und fiir m € N wegen ™" = (—1)"

ar(m) = 16%05(m/2) — 1603 (m)e™™, 2| m
f —1603(m)e™™, 2tm
_ 16 (16 YdeN, dim/2 8 — Laen, dim d3) ;o 2fm
1603(m), 2¢m
_J16 <2 YdeN, djm,2la ©° — LaeN, djm d3) ;o 2fm
16073 (m), 21m

wobei d | (m/2) dquivalent ist zur Existent eines ¢ € Z mit m = 2dc. Mit der
Substitution a := 24 ist dies dquivalent zu a | m und 2 | a. Jetzt unterscheiden wir
die folgenden Falle:

Fall 1: Sei2 | mund 2 | d.
ap(m) =16()_(2d° —d®)) =16} d> =16) (—1)" .
Fall 2: Sei2 | mund 21d.
ap(m) =16()_(0—1d%) =16 (-1)d® =16} _(—1)"“d>.
Fall 3: Sei 2 4 m. Dann gilt auch 2 1 d.

ap(m) =16 =16Y (—1)"d>
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Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

Damit gilt
ap(m) =16-Y (—1)"d°
d|m
Zeige: f € My(T'y). Die Eisensteinreihe G; € My ist eine ganze Modulform. Es gilt
daher f|4] = f|4T? = f und somit (MK.2), da Ty von T? und | erzeugt wird. Weiter
ist f holomorph auf H, also gilt (MK.1).

fle+1)= % (16'GZ(T+1)—G3; <T;2)>
-5 (15-630 -3 (5))

olaU(r) = (1~ 1/7) = T (16 Gi(1-1/7) =G} (2 —21/T>>

_ 7—4% (167 G3(v) — (20)Gj(20))
16
= E (

DaT =T3U(Ty-T)U (T U) gilt erhdlt man damit (MK.3). Nach (2.2) hat ¢* die
Darstellung Y5, 6x(m)e™ ™. Man verifiziert direkt

Gy (1) — G4(27)).

=
—

—~

(@)
N—

I

[

~

J(0) =1,
ar(1) =16, 65(1) =16,
af(2) = —-16+8-16 =112, Jg(2) = 112.
Betrachte 0 := ¥® — f mit A = A* = Ty. Es gilt k = 4, sowie | = 3 und n = 2. Wegen

24
ao(m,E) =0 furalle 0<m< B =2

gilt nach Satz (1.15) 0 = 0, also f = 88. Die Eindeutigkeit der Fourter-Koeffizienten
liefert bei Koeffizientenvergleich

Nach (1.8) gilt 9* € M, (T4, x9). Betrachte andererseits

s0) =3 (46300 =65 (7)) = L aglm) -

16



Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

Wegen
Gj(1) =1-24- Y oy(m)e?™m*

m=1

erhilt man

(4 —-96- Y o1(m)er™™" —1+24- Y (fl(m)e”im>

m=1 m=0

1
3
= (1 +8- Y o(m)e™ —32. Y al(m)e4”imT> :
m=1

(m) = 801 (m) — 320y (m/4), 4|m
S50 80q(m), 4tm

8 (EdeN,d|m d—4Y 4eN,djm/4 d) , 4m
80 (m), 4tm

(EdeN,d|m d =Y 4eN, d|m, 4d d) , 4m
4¢m

Il
X —_— —
e o
2
S

d|m, 44d

Zeige: ¢ € My (T, xs). Es gilt G5 (1) =1 —24- Y5, 07(m)e?™MT. Weiter erhalt man
aus G5 (1) = (2/72) - Go(7) sowie
6iT

Go(—1/7) = T°Go(7) — 27iT <= G5(—1/7) = T°G}(7) — —

und da T — G; (7 + 1) holomorph auf H ist:

RlJ(1) = T 2(=1/7) = T 25 (- G§(~2/7) - G§ (~1/(27))

—e (4 (5) @ (5) - - eesien +

-

3 2 2

_ _% (4-Gi2r) - G5 (3))

= —8(1) = xs(1)8(7)
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Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

und

g|2T2(T) =g(t+2)=1+8- Z (Tl(m)em'm(ﬂ—z) _ 3. Z Ul(m)eélnim(r—s—z)
m=1

m=0
o0 o0
_ i TUMT ,27Tim __ Qo | 4rtimt ,87Tim
=148 ) o1(m)e™ ¢ 32 op(m)e e
m=0 =1 m=1 =1

= g(7) = xs(T*)g(7).

Da I'y von T? und | erzeugt wird folgt (MK.2). Weiter gilt (MK.1) wegen der Holo-
morphie. Es gilt

1 N L[ TH+1
g|2T(T):g(T+1):§(4~G2(2T+22—G2( : ))
=G3(27)

ghU(t) =1 2(1-1/7)= %T‘Z (4 -G3((~2/7) +2) — G (%))

Betrachte zunichst
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Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

Weiter erhédlt man wegen der Periodizitit Modulo 1 von G5

—1 1 ~1-2
T%G; <—( /27)+ ):TZG; (—T - T+1)

2 .
_ 2 2T G 2T \ 61 21
T+1 T+1 7 T7+1

2 ZG* 2T4+2-2\ 12
2 nt(t+1)

() i
2 .
- (T+1> G: (_Til)_nr(lrzikl)
( 2 T
G

(AN o (T 6 Th1) 12
T+1 2 2 2 T 2 nt(t+1)

Damit erhilt man

shum =5 (6 (5) -6 (57))-

WegenT =TyU(T'y-T)U (Ty-U) erhdlt man damit (MK.3). Somit gilt ¢ € M (T'y, xg)-
Man verifiziert

0) =1
ag(1) =8, d4(1) =8,
0o(2) =8+16 =24, 6,(2) =24.

Betrachte  := 9* — ¢ mit A = I’y und A* = T[2]. Es gilt k = 2, sowie I = 6 und
n = 2. Wegen

24
ap(m,E) =0 furalle 0<m< B =2
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Modulformen zu Kongruenzgruppen §2 Der Vier-Quadrate-Satz

gilt nach Satz (1.15) h = 0, also ¢ = ¢*. Die Eindeutigkeit der Fourter-Koeffizienten
liefert bei Koeffizientenvergleich

ng(m) = d4(m). ]

Als direkte Folgerung aus d4(m) > 8 fiir alle m € IN erhilt man den Vier-Quadrate-
Satz

(2.4) Korollar
Jede nattirliche Zahl ist die Summe von 4 Quadraten ganzer Zahlen. o
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