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Micha Bittner

Im ersten Abschnitt des Vortrags untersuchen wir die Menge der Modulformen zu
Kongruenzgruppen. Ziel ist es hier, einige zentrale Strukturergebnisse über ganze
Modulformen zu Kongruenzgruppen sowie eine Dimensionsabschätzung für po-
sitive Gewichte herzuleiten. Im zweiten Teil des Vortrags wird als Anwendung der
Theorie eine Aussage über die Darstellungsanzahlen einer natürlichen Zahl als Sum-
me von Quadraten beschrieben.

Alle in der Ausarbeitung verwendeten Referenzen beziehen sich auf das Skript: A.
Krieg: Höhere Funktionentheorie I, Aachen 2007.

§ 1 Modulformen zu Kongruenzgruppen

In diesem Abschnitt werden einige Strukturaussagen, die Konstruktion ganzer Mo-
dulformen aus Modulformen zu Kongruenzgruppen sowie eine Dimensionsabschät-
zung bewiesen.

Grundlegende Definitionen und Beispiele

(1.1) Definition
Für n ∈ N ist die Hauptkongruenzgruppe (mod n) definiert durch

Γ[n] := {M ∈ Γ; M ≡ E (mod n)} . �

(1.2) Definition
Eine Untergruppe Λ von Γ heißt Kongruenzgruppe, wenn es ein n ∈ N gibt, so dass
Γ[n] ⊂ Λ gilt. �

(1.3) Definition
Jeder Gruppenhomomorphismus

χ : Λ −→ {z ∈ C; |z| = 1}

heißt abelscher Charakter.
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Der Charakter, der jedes M ∈ Λ auf 1 abbildet, heißt trivialer Charakter und wird
mit 1 bezeichnet. Ein abelscher Charakter heißt endlich, falls ein m ∈ N existiert mit
χm ≡ 1. Ein abelscher Charakter χ heißt ein Charakter (mod n) von Λ, falls Γ[n] ⊂ Λ
und χ(M) = 1 für alle M ∈ Γ[n] gilt. �

Zur Veranschaulichung der eingeführten Begriffe dient das folgende

(1.4) Beispiel
Sei

Λ = Γϑ := {M ∈ Γ; M ≡ E(mod n)∨ M ≡ J(mod n)} und

χϑ(M) :=

{
1, falls M ∈ Γ[2],
−1, falls M /∈ Γ[2].

Nach XXVIII (3.8) der Vorlesung ist Γϑ eine Untergruppe von Γ. Weiter gilt Γ[2] ⊂ Γϑ,
also ist Γϑ eine Kongruenzgruppe.

Da χϑ ein Gruppenhomomorphismus ist der auf den Einheitskreis abbildet, ist χϑ

ein abelscher Charakter. Nach Definition gilt χϑ(M) = 1 für alle M ∈ Γ[2]. Damit ist
χ ein Charakter (mod n) von Λ. Wegen χ2 ≡ 1 ist χ endlich. �
(1.5) Lemma
Sei Λ eine Kongruenzgruppe. Dann ist jeder abelsche Charakter (mod n) von Λ ein
endlicher Charakter. �
Beweis
Als Hilfsmittel benötigen wir den kleinen Satz von Fermat: Für eine Gruppe G gilt
g|G| = e für alle g ∈ G.

Als Kern des Homomorphismus

φ : Γ −→ SL(2; Z/nZ), M 7−→ M

aus XXVIII (3.2) ist Γ[n] Normalteiler mit endlichem Index in Γ, also insbesondere in
Λ. Die Faktorgruppe Λ/Γ[n] ist also endlich mit [Λ : Γ[n]] =: m. Die Verknüpfung
in Λ/Γ[n] ist wie folgt gegeben:

(LΓ[n]) (NΓ[n]) = LNΓ[n].

Mit dem kleinen Satz von Fermat gilt dann für ein beliebiges Element LΓ[n] aus der
Faktorgruppe:

LmΓ[n] = (LΓ[n])m = Γ[n] (Γ[n] ist neutrales Element in Λ/Γ[n]),

also gilt Lm ∈ Γ[n]. Da χ abelscher Charakter (mod n), also insbesondere Gruppen-
homomorphismus ist, gilt somit χm(L) = χ(Lm) = 1. �

2



Modulformen zu Kongruenzgruppen § 1 Modulformen zu Kongruenzgruppen

(1.6) Definition
Sei k ∈ Z, sowie Λ eine Kongruenzgruppe und χ ein abelscher Charakter von Λ.
Eine Funktion f : H → C heißt ganze Modulform vom Gewicht k zur Kongruenzgruppe
Λ und zum Charakter χ, wenn gilt

(MK.1) f ist holomorph auf H,
(MK.2) f |kL = χ(L) · f für alle L ∈ Λ,
(MK.3) f |k M ist für jedes M ∈ Γ bei ∞ holomorph.

Die Menge Mk(Λ, χ) aller ganzen Modulformen vom Gewicht k zu Λ und χ ist ein
C-Vektorraum. Für den trivialen Charakter wählen wir die Abkürzung Mk(Λ) :=
Mk(Λ, 1). �

Es gilt Mk = Mk(Γ). Die Definition ist also sinnvoll gewählt.

(1.7) Lemma
Modulformen zu einer Kongruenzgruppe Λ und zu abelschen Charakteren χ, χ′

können wie folgt multipliziert werden:

Mk(Λ, χ) ·Ml(Λ, χ′) ⊂ Mk+l(Λ, χ · χ′). �

Beweis
Für f ∈ Mk(Λ, χ) und g ∈ Ml(Λ, χ′) gilt: f · g ist holomorph auf H. Für alle L ∈ Λ
und τ ∈ H gilt

f · g|k+l L = (γτ + δ)−(k+l) f (Lτ)g(Lτ) = f |kL(τ) · g|l L(τ) = χ(L)χ′(L)( f · g)(τ).

Nach ähnlichen Umformungen erhält man auch die Holomorphie im Unendlichen
von f · g|k+l M für alle M ∈ Γ. �

Ein erstes Beispiel solcher Modulformen ist ϑ4.

(1.8) Beispiele
Behauptung: ϑ4 ∈ M2(Γϑ, χϑ)

(MK.1) ϑ4 ist holomorph auf H, da ϑ holomorph ist.

(MK.2) Nach XXVIII (3.8) wird Γϑ erzeugt von

T2 =
(

1 2
0 1

)
und J =

(
0 −1
1 0

)
.
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Es gilt die Theta-Transformationsformel

ϑ(−1/τ) =
√

τ/i · ϑ(τ) sowie ϑ(τ + 2) = ϑ(τ).

Damit erhält man

ϑ4|2T2(τ) = ϑ4(T2τ) = ϑ4(τ + 2) = ϑ4(τ) = χϑ(T2)ϑ4(τ) sowie

ϑ4|2 J(τ) = τ−2ϑ4(Jτ) = τ−2ϑ4(−1/τ) = −ϑ4(τ) = χϑ(J)ϑ4(τ),

da T2 ≡ E mod 2 und J /∈ Γ[2].

(MK.3) Nach XXVIII (3.8) gilt Γ = Γϑ ∪ (Γϑ · T) ∪ (Γϑ ·U). Nach XXIX (4.14)(a) be-
ziehungsweise § 4(8) gilt

ϑ(1− 1/τ) =
√

τ/i (ϑ(τ/4)− ϑ(τ)) ,

ϑ4(τ + 1) = ϑ4(τ) + τ−2 · ϑ4(1− 1/τ).

Damit erhält man

ϑ4|2U(τ) = τ−2 · ϑ4(1− 1/τ) = − (ϑ(τ/4)− ϑ(τ))4 und

ϑ4(Tτ) = ϑ4(τ + 1) = ϑ4(τ) + τ−2 · ϑ4(1− 1/τ)

= ϑ4(τ)− (ϑ(τ/4)− ϑ(τ))4 .

Die Theta-Reihe ϑ ist holomorph in Unendlich, deshalb ist auch ϑ4 und
damit ϑ4(τ)|k M holomorph in Unendlich für alle M ∈ Γ. �

Strukturaussagen über ganzen Modulformen zu Kongruenzgruppen

Eine erste Strukturaussage enthält die folgende

(1.9) Proposition
Sei k ∈ Z, sowie Λ eine Kongruenzgruppe mit −E ∈ Λ und χ ein abelscher Charak-
ter von Λ. Gilt χ(−E) 6= (−1)k, so folgt Mk(Λ, χ) = {0}. �

Beweis
Sei f ∈ Mk(Λ, χ). Nach (MK.2) gilt f |k(−E)(τ) = (−1)−k f (−Eτ) = (−1)k f (τ) =
χ(−E) f (τ). Da nach Voraussetzung χ 6= 1 gilt ist dies nur für f = 0 erfüllt. �

Aus Definition 1.6 erhält man eine Aussage über die Menge der Modulformen zu
den zu Λ konjugierten Untergruppen.
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(1.10) Proposition
Sei k ∈ Z, sowie Λ eine Kongruenzgruppe, χ ein abelscher Charakter von Λ und
M ∈ Γ. Dann ist

χM(K) := χ(MKM−1) für alle K ∈ M−1ΛM (1)

ein abelscher Charakter von M−1ΛM und die Abbildung

Mk(Λ, χ) −→ Mk(M−1ΛM, χM), f 7−→ f |k M (2)

ein Vektorraumisomorphismus. �

Beweis
(1) Wegen K ∈ M−1ΛM gilt also MKM−1 ∈ MM−1ΛMM−1 = Λ. Weiter hat man

χM(K)χM(L) = χ(MKM−1)χ(MLM−1) = χ(MKLM−1) = χM(KL).

Mit χ ist also auch χM ein abelscher Charakter.

(2) Zeige zunächst: f |k M ∈ Mk(M−1ΛM, χM). Γ[n] ist Normalteiler, dass heißt
M−1Γ[n]M = Γ[n]. Wegen Γ[n] ⊂ Λ gilt also auch Γ[n] ⊂ M−1ΛM, also ist
M−1ΛM eine Kongruenzgruppe. Nach (1) ist χM abelscher Charakter.

(MK.1) Der Strichoperator ist definiert durch f |k M(τ) = (cτ + d)−k f (Mτ). Da
f und die Abbildung τ → (cτ + d)−k holomorph auf H sind, folgt die
Holomorphie von f |k M auf der oberen Halbebene.

(MK.2) Sei L ∈ M−1ΛM und N ∈ Λ mit L = M−1NM. Für Λ erhält man aus
(MK.2):

(( f |k M)|kL)(τ) = (( f |k M)|k M−1NM)(τ)

= (( f |kNM)(τ)

= (cτ + d)−k( f |kN)(Mτ)

= (cτ + d)−kχ(N) f (Mτ)

= χ(MM−1NMM−1)( f |k M)(τ)

= χM(M−1NM)( f |k M)(τ)

= χM(L)( f |k M)(τ).

(MK.3) Wegen (( f |k M)|kN) = f |k MN und MN ∈ Γ ist f |k MN holomorph bei ∞.
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Zeige noch:
φ : Mk(Λ, χ) → Mk(M−1ΛM, χM), f 7→ f |k M

ist Isomorphismus.

Dazu: φ ist Homomorphismus. Weiter ist φ injektiv, da aus f |k M = h|k M be-
reits f = h folgt. Zeige: φ ist surjektiv.

Betrachte dazu zu g ∈ Mk(M−1ΛM, χM) die Funktion f := g|k M−1. Nach
obiger Diskussion erfüllt diese g|k M−1 ∈ Mk(Λ, χ). Weiter gilt f |k M = g.
Damit ist die Surjektivität von φ gezeigt. �

Wegen (MK.3) können wir unter der zusätzlichen Voraussetung χ abelscher Cha-
rakter (mod n) von Λ eine Fourier-Entwicklung für die f |k M der folgenden Form
angeben:

(1.11) Satz
Sei k ∈ Z, sowie Λ ⊃ Γ[n] eine Kongruenzgruppe und χ ein abelscher Charak-
ter (mod n) von Λ. Ist f ∈ Mk(Λ, χ) und M ∈ Γ, so besitzt f |k M eine Fourier-
Entwicklung der Form

f |k M(τ) =
∞

∑
m=0

α f (m; M) · e2πimτ/n für alle τ ∈ H,

die für jedes ε > 0 auf der Menge {τ ∈ H; Imτ ≥ ε} absolut gleichmäßig konver-
giert.
Die Fourier-Koeffizienten α f (m; M) sind eindeutig bestimmt und erfüllen

α f (m; LM) = χ(L) · α f (m; M) für alle m ∈ N0, L ∈ Λ und M ∈ Γ. (3)
�

Beweis
Da χ Charakter (mod n) ist gilt Mk(Λ, χ) ⊂ Mk(Γ[n]). Die Hauptkongruenzgruppe
Γ[n] ist ein Normalteiler in Γ, somit gilt MΓ[n]M−1 = Γ[n] für beliebiges M ∈ Γ.
Daher gilt wegen f ∈ Mk(Γ[n]) nach Proposition (1.10) auch f |k M ∈ Mk(Γ[n]).
Betrachte

g(τ) := f |k M(nτ) für alle τ ∈ H.
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Wegen f |k M ∈ Mk(Γ[n]) und nτ ∈ H ist g holomorph auf H und in Unendlich.
Wegen Tn ∈ Γ[n] gilt

g(τ + 1) = f |k M(nτ + n)

= f |k M(Tn < nτ >)

= (( f |k M)|kTn)(nτ)

(MK.2)
= f |k M(nτ) = g(τ),

Also ist g periodisch mit Periode 1. Daher existiert nach XX (4.2) der Vorlesung ĝ
mit

g(τ) = ĝ(e2πiτ) für alle τ ∈ H. (4)

Da g holomorph in ∞ ist hat ĝ eine isolierte (hebbare) Singularität in 0. Es existiert
also eine Laurent-Entwicklung um 0 von ĝ der Form

ĝ(z) =
∞

∑
m=0

αg(m)zm

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten, die auf Ė absolut gleichmäßig konvergiert.
Mit (4) und der Substitution z := e2πiτ besitzt g eine Fourier-Entwicklung

g(τ) =
∞

∑
m=0

αg(m)e2πimτ,

die für Imτ > 0 absolut gleichmäßig konvergiert und natürlich eindeutig bestimmte
Koeffizienten hat. Substituiert man τ durch τ/n erhält man die Behauptung

f |k M(τ) =
∞

∑
m=0

α f (m; M) · e2πimτ/n.

Zeige noch (3): Es gilt

f |kLM(τ) = f |kL(Mτ)(cτ + d)−k

(MK.2)
= χ(L) · f (Mτ)(cτ + d)−k

=
∞

∑
m=0

χ(L)α f (m; M) · e2πimτ/n,

also folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten. �
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Konstruktion von ganzen Modulformen

In diesem Abschnitt beschreiben wir zwei Möglichkeiten, aus ganzen Modulformen
zu Kongruenzgruppen ganze Modulformen zur vollen Modulgruppe zu konstruie-
ren.

Grundlage bildet die folgende algebraische Überlegung.

(1.12) Lemma
Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G mit endlichem Index m. Ist g ∈ G und
g1, . . . , gm ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von G nach U, dass heißt

G =
m⋃

j=1

Ugj,

so ist auch g1g, . . . , gmg ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen. �
Beweis
Nach Voraussetzung gibt es genau m Nebenklassen von G nach U. Mit Ug1, . . . , Ugm
sind aber auch die Rechtsnebenklassen Ug1g, . . . , Ugmg paarweise disjunkt und in
G enthalten, sonst folgt mit

Ugjg = Ugig für i 6= j ⇔ Ugj = Ugi für i 6= j

ein Widerspruch. �

(1.13) Korollar
Sei k ∈ Z, sowie Λ eine Kongruenzgruppe vom Index m in Γ und M1, . . . , Mm ein
Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von Γ nach Λ. Ist f ∈ Mk(Λ), so gilt

a) Sp( f ) := ∑m
j=1 f |k Mj ∈ Mk,

b) π( f ) := ∏m
j=1 f |k Mj ∈ Mkm.

Man nennt Sp( f ) die Spur von f . �
Beweis
Die Definitionen von Sp( f ) und π( f ) hängen nicht von der Wahl der Vertreter ab:
Seien M, M′, wobei M 6= M′, Vertreter derselben Nebenklasse, dann gilt

ΛM = ΛM′.

Es existieren also L, K ∈ Λ mit LM = KM′, also M = L−1KM′, wobei L−1K ∈ Λ.
Wegen χ(L) ≡ 1 gilt mit (MK.2) für alle N ∈ Λ:

f |kN = f , also f |k M = f |k M′.

Zeige nun
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a) (M.1’) Wegen f |k M ∈ Mk(M−1ΛM) ist f |k M holomorph auf H, also folgt auch
die Holomorphie für die Summe.

(M.2’) Für beliebiges M ∈ Γ gilt Sp( f )|k M = ∑m
j=1 f |k MjM. Nach (1.12) ist auch{

MjM
}m

j=1 ein Vertretersystem. Wegen der Repräsentantenunabhängig-
keit von Sp( f ) und π( f ) erhält man also

Sp( f )|k M = Sp( f ).

(M.3’) Für alle M ∈ Γ ist f |k M holomorph in Unendlich, damit ist auch Sp( f )
holomorph in Unendlich.

b) Wegen

π( f )|kmM(τ) =

(
m

∏
j=1

f |k Mj

)
|kmM(τ)

=

(
m

∏
j=1

f |k Mj

)
(Mτ) · (cτ + d)−km

= (cτ + d)−k · f |k M1(Mτ) · · · · · (cτ + d)−k · f |k Mm(Mτ)

=
m

∏
j=1

f |k MjM

erhält man (M.1’)–(M.3’) analog. �

Für negatives Gewicht erhalten wir unter Vewendung der in (1.13) konstruierten
ganzen Modulformen ähnliche Resultate wie bei den ganzen Modulformen.

(1.14) Satz
Sei k ∈ Z, sowie Λ eine Kongruenzgruppe und χ ein endlicher abelscher Charakter
von Λ.

a) Mk(Λ, χ) = {0}, falls k < 0.

b) (i) M0(Λ) = C

(ii) M0(Λ, χ) = {0}, falls χ 6= 1. �

Beweis
Sei k ≤ 0. Da χ ein endlicher abelscher Charkakter ist, existiert ein m ∈ N mit
χm ≡ 1. Betrachte zu f ∈ Mk(Λ, χ) die Funktion g := f m. Zeige: g ∈ Mkm(Λ)

Es ist Λ eine Kongruenzgruppe und χm ein abelscher Charakter.
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(MK.1) Mit f ist auch f m holomorph auf H.

(MK.2) Für alle L ∈ Λ gilt

f m|kmL(τ) = (γτ + δ)−km f m(Lτ)

= (γτ + δ)−k f (Lτ) . . . (γτ + δ)−k f (Lτ)

= [ f |kL(τ)]m

= χm(L) f m(τ) = f m.

(MK.3) Wegen ( f m|kmM) = ( f |k M)m ist f m|kmM holomorph bei ∞ für alle M ∈ Γ.

Sei l := [Γ : Λ]. Nach (1.13) ist dann π(g) ∈ Mkml

a) Nach Satz XXIX (1.5) gilt wegen lkm < 0, dass Mlkm = {0} ist. Damit gilt π(g) ≡
0. Da π(g) ein endliches Produkt von auf H holomorphen Funktionen ist erhält
man mit dem Identitätssatz g|k Mj ≡ 0 für ein 1 ≤ j ≤ l: Die Menge MjH = H ist
offensichtlich nicht diskret, also folgt mit g|k Mj = (cjτ + dj)−kg(Mjτ) aus dem
Identitätssatz g ≡ 0. Mit dem Identitätssatz erhält man wiederum f ≡ 0, sonst ist
mit {τ; f (τ) = 0} auch die Menge {τ; f m(τ) = 0} diskret.

b) Sei jetzt k = 0.

(i) Sei χ ≡ 1. Es gilt C ⊂ M0(Λ). Zeige also noch: h ∈ M0(Λ), dann gilt bereits
h ∈ C. Definiere dazu die Funktion h̃ := h− h(0) ∈ M0(Λ). Für h̃ = h̃|0E
gilt dann

αh̃(0, E) = 0

Wähle ohne Einschränkung M1 := E, M2, . . . , Ml als Vertretersystem der
Rechtsnebenklassen, dann gilt aber

lim
y→∞

π(h̃)(iy) = lim
y→∞

l

∏
j=1

h̃|k Mj(iy) = lim
y→∞

(
h̃|kE(iy)

)
· lim

y→∞

(
l

∏
j=1

h̃|k Mj(iy)

)

Wegen αh̃(0, E) = 0 folgt mit (1.11) aus der absolut gleichmäßigen Konver-
genz der Fourier-Entwicklung auf der oberen Halbebene:

lim
y→∞

(
h̃|kE(iy)

)
= lim

y→∞

∞

∑
m=0

αh̃(m; E) · e−2πmy/n︸ ︷︷ ︸
→0, m 6=0

= 0.

Man erhält also limy→∞ π(h̃)(iy) = 0. Da π(h̃) ∈ M0 und M0 = C nach
XXIX (4.1) muss auch π(h̃) ≡ 0 gelten. Dann erhält man mit dem Identitäts-
satz h̃ ≡ 0. Also ist h konstant.
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(ii) Sei χ 6= 1. Wegen g ∈ M0(Λ) folgt mit (i): g = f m ist konstant. Dann muss
auch f konstant sein. Mit (MK.2) folgt weiter f ≡ 0, sonst erhält man für ein
L ∈ Λ mit

f |kL = χ(L) f ⇐⇒ f (i) = χ(L) · f (i),

da f konstant ist einen Widerspruch. �

Dimensionsabschätzung für positive Gewichte

Für positive Gewichte geben wir eine Dimensionsabschätzung.

(1.15) Satz
Sei k ∈ N, sowie Λ eine Kongruenzgruppe und χ ein abelscher Charakter (mod n)
von Λ. Sei Λ∗ := {L ∈ Λ; χ(L) = 1} und l := [Γ : Λ∗]. Ist f ∈ Mk(Λ, χ) und M ∈ Γ
mit

α f (m; M) = 0 für alle 0 ≤ m ≤ lkn
12

, (5)

so folgt f = 0. �

Beweis
Für f ∈ Mk(Λ, χ) gilt insbesondere f ∈ Mk(Λ∗), da f |kL = χ(L) · f = f für alle
L ∈ Λ∗, also (MK.1)–(MK.3). Nach (1.13) ist dann g := π( f ) ∈ Mlk. Für g hat man
deshalb nach (M.3”) eine Darstellung der Form

π( f ) = ∑
m≥0

αg(m)e2πimτ.

Ist M1 := M, . . . , Ml ein Vertretersystem der Nebenklassen von Λ∗ in Γ. f |k M hat
nach (1.11) eine Darstellung der Form

f |k M(τ) =
∞

∑
m=0

α f (m; M) · e2πimτ/n
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Dann gilt

π( f ) = ( f |k M) ·
(

l

∏
j=2

f |k Mj

)

=

(
∞

∑
m=0

α f (m; M) · e2πimτ/n

)
·
(

l

∏
j=2

∞

∑
m=0

(
α f (m; Mj) · e2πimτ/n

))

=

 ∞

∑
m=[ lkn

12 ]+1

α f (m; M) · e2πimτ/n

 ·
(

l

∏
j=2

∞

∑
m=0

(
α f (m; Mj) · e2πimτ/n

))

= ∑
m≥0

αg(m)e2πimτ.

Multipliziert man diesen Term aus, so ist in jedem vorkommenden Summanden der
Exponentialterm von der Form e2πimτ, wobei m > kl

12 . Aus der Eindeutigkeit der
Fourier-Koeffizienten folgt nach Koeffizientenvergleich

αg(m) = 0 für 0 ≤ m ≤ lk
12

.

Dann gilt aber schon g ≡ 0, da sonst wegen g ∈ Mkl nach XXIX (4.7) und XXIX (4.6)
aus

ord∞ g < dim Mkl ≤
[

lk
12

]
+ 1

wegen ord∞ g ≥
[

lk
12

]
+ 1 ein Widerspruch folgt. Damit gilt bereits π( f ) ≡ 0 also

folgt mit dem Identitätssatz f ≡ 0. �

(1.16) Korollar
Sei k ∈ N, sowie Λ eine Kongruenzgruppe und χ ein abelscher Charakter (mod n)
von Λ. Sei Λ∗ := {L ∈ Λ; χ(L) = 1} und l := [Γ : Λ∗]. Dann gilt

dim Mk(Λ, χ) ≤
[

lkn
12

]
+ 1

�

Beweis
Sei f ∈ Mk(Λ, χ). Betrachte für M ∈ Γ die Abbildung

Ψ : Mk(Λ, χ) −→ C[ lkn
12 ]+1, f 7−→


α f (0, M)

...

α f

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
.
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Zeige: Ψ ist Monomorphismus. Wegen (a f + bg)|k M = a( f |k M) + b(g|k M) und der
Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten gilt

Ψ(a f + bg) =


aα f (0, M) + bαg(0, M)

...

aα f

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
+ bαg

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
 = aΨ( f ) + bΨ(g).

daher ist Ψ ist ein Vektorraumhomomorphismus. Zeige noch: Ψ ist injektiv. Seien
f , g ∈ Mk(Λ, χ) mit Ψ( f ) = Ψ(g), also

α f (0, M)
...

α f

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
 =


αg(0, M)

...

αg

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
 .

Dies kann äquivalent umgeformt werden zu
α f (0, M)− αg(0, M)

...

α f

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
− αg

([
lkn
12

]
+ 1, M

)
 =

 0
...
0

 .

Dann gilt aber α f−g(m; M) = 0 für alle 0 ≤ m ≤ lkn
12 + 1, also mit (1.15) f − g = 0

und folglich f = g. Dann gilt aber

dim Mk(Λ, χ) ≤ dim C[ lkn
12 ]+1 =

[
lkn
12

]
+ 1.

�

§ 2 Der Vier-Quadrate-Satz

In der folgenden zahlentheoretischen Anwendung der im ersten Paragraphen ent-
wickelten Resultate soll der Vier-Quadrate-Satz bewiesen werden. Dieser liefert eine
Aussage über die Anzahl von Darstellungen einer natürlichen Zahl als Summe von
4 beziehungsweise 8 Quadraten.

(2.1) Definition
Für k ∈ N und m ∈ N0 ist

δk := #
{
(g1, . . . , gk)t ∈ Zk; g2

1 + · · ·+ g2
k = m

}
die Anzahl von Darstellungen einer natürlichen Zahl als Summe von Quadraten. �
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(2.2) Lemma
Für k ∈ N und m = g2

1 + · · ·+ g2
k ∈ N0 ist

ϑk(τ) = ∑
g1,..., gk∈Z

eπiτ(g2
1+···+g2

k) =
∞

∑
m=0

δk(m)eπiτm.
�

Beweis
Die reelle Theta-Reihe ist gegeben durch

∑
n∈Z

e2πiτn2

Zeige die Behauptung über Induktion nach k. Es gilt

∑
l, n∈Z

e2πiτ(l+n) = ∑
l∈Z

∑
n∈Z

e2πiτ(l+n)

=

(
∑
l∈Z

e2πiτl

)
·
(

∑
n∈Z

e2πiτn

)

=

(
∑
j∈Z

e2πiτ j

)2

.

Es gelte die Behauptung für alle natürlichen Zahlen kleiner k, dann folgt die Be-
hauptung nach ähnlicher Argumentation nach dem Induktionsprinzip. Die zweite
Gleichung folgt aus der Bedingung m = g2

1 + · · ·+ g2
k . �

(2.3) Satz
a) Für alle τ ∈ H gilt

ϑ4(τ) =
1
3

(
4 · G∗

2 (2τ)− G∗
2

(τ

2

))
, (6)

ϑ8(τ) =
1

15

(
16 · G∗

4 (τ)− G∗
4

(
τ + 1

2

))
. (7)

b) Für alle m ∈ N gilt
δ4(m) = 8 · ∑

d|m, 4-d
d, (8)

δ8(m) = 16 · ∑
d|m

(−1)m−dd3. (9)
�
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Beweis
Mit analogen Argumenten wie in Beispiel (1.8) erhält man ϑ8 ∈ M4(Γϑ). Betrachte
die Funktion

f (τ) =
1

15

(
16 · G∗

4 (τ)− G∗
4

(
τ + 1

2

))
=

∞

∑
m=0

α f (m) · eπimτ.

Wegen

G∗
4 (τ) = 1 + 240 ·

∞

∑
m=1

σ3(m)e2πimτ, wobei σs(m) = ∑
d∈N, d|m

ds, für jedes s ∈ R

erhält man

f (τ) = 1 + 162 ·
∞

∑
m=1

σ3(m)e2πimτ − 16 ·
∞

∑
m=1

σ3(m)eπim(τ+1).

Dann gilt α f (0) = 1 und für m ∈ N wegen eπim = (−1)m

α f (m) =

{
162σ3(m/2)− 16σ3(m)eπim, 2 | m

−16σ3(m)eπim, 2 - m

=

16
(

16 ∑d∈N, d|m/2 d3 −∑d∈N, d|m d3
)

, 2 | m

16σ3(m), 2 - m

=

16
(

2 ∑d∈N, d|m, 2|d d3 −∑d∈N, d|m d3
)

, 2 | m

16σ3(m), 2 - m

wobei d | (m/2) äquivalent ist zur Existent eines c ∈ Z mit m = 2dc. Mit der
Substitution a := 2d ist dies äquivalent zu a | m und 2 | a. Jetzt unterscheiden wir
die folgenden Fälle:

Fall 1: Sei 2 | m und 2 | d.

α f (m) = 16(∑(2d3 − d3)) = 16 ∑ d3 = 16 ∑(−1)m−dd3.

Fall 2: Sei 2 | m und 2 - d.

α f (m) = 16(∑(0− 1d3)) = 16 ∑(−1)d3 = 16 ∑(−1)m−dd3.

Fall 3: Sei 2 - m. Dann gilt auch 2 - d.

α f (m) = 16 ∑ d3 = 16 ∑(−1)m−dd3.
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Damit gilt
α f (m) = 16 · ∑

d|m
(−1)m−dd3.

Zeige: f ∈ M4(Γϑ). Die Eisensteinreihe G∗
4 ∈ M4 ist eine ganze Modulform. Es gilt

daher f |4 J = f |4T2 = f und somit (MK.2), da Γϑ von T2 und J erzeugt wird. Weiter
ist f holomorph auf H, also gilt (MK.1).

f (τ + 1) =
1

15

(
16 · G∗

4 (τ + 1)− G∗
4

(
τ + 2

2

))
=

1
15

(
16 · G∗

4 (τ)− G∗
4

(τ

2

))
ϑ4|4U(τ) = τ−4 f (1− 1/τ) = τ−4 1

15

(
16 · G∗

4 (1− 1/τ)− G∗
4

(
2− 1/τ

2

))
= τ−4 1

15

(
16τ4 · G∗

4 (τ)− (2τ)4G∗
4 (2τ)

)
=

16
15

(G∗
4 (τ)− G∗

4 (2τ)) .

Da Γ = Γϑ ∪ (Γϑ · T) ∪ (Γϑ ·U) gilt erhält man damit (MK.3). Nach (2.2) hat ϑ4 die
Darstellung ∑∞

m=0 δk(m)eπiτm. Man verifiziert direkt

α f (0) = 1, δ8(0) = 1,

α f (1) = 16, δ8(1) = 16,

α f (2) = −16 + 8 · 16 = 112, δ8(2) = 112.

Betrachte o := ϑ8 − f mit Λ = Λ∗ = Γϑ. Es gilt k = 4, sowie l = 3 und n = 2. Wegen

αo(m, E) = 0 für alle 0 ≤ m ≤ 24
12

= 2

gilt nach Satz (1.15) o ≡ 0, also f = ϑ8. Die Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten
liefert bei Koeffizientenvergleich

α f (m) = δ8(m).

Nach (1.8) gilt ϑ4 ∈ M2(Γϑ, χϑ). Betrachte andererseits

g(τ) =
1
3

(
4 · G∗

2 (2τ)− G∗
2

(τ

2

))
=

∞

∑
m=0

αg(m) · eπimτ.
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Wegen

G∗
2 (τ) = 1− 24 ·

∞

∑
m=1

σ1(m)e2πimτ

erhält man

g(τ) =
1
3

(
4− 96 ·

∞

∑
m=1

σ1(m)e4πimτ − 1 + 24 ·
∞

∑
m=0

σ1(m)eπimτ

)

=

(
1 + 8 ·

∞

∑
m=0

σ1(m)eπimτ − 32 ·
∞

∑
m=1

σ1(m)e4πimτ

)
.

Es gilt also αg(0) = 1 und

αg(m) =

{
8σ1(m)− 32σ1(m/4), 4 | m

8σ1(m), 4 - m

=

8
(

∑d∈N, d|m d− 4 ∑d∈N, d|m/4 d
)

, 4 | m

8σ1(m), 4 - m

=

8
(

∑d∈N, d|m d−∑d∈N, d|m, 4|d d
)

, 4 | m

8σ1(m), 4 - m

= 8 · ∑
d|m, 4-d

d.

Zeige: g ∈ M2(Γϑ, χϑ). Es gilt G∗
2 (τ) = 1− 24 ·∑∞

m=1 σ1(m)e2πimτ. Weiter erhält man
aus G∗

2 (τ) = (2/π2) · G2(τ) sowie

G2(−1/τ) = τ2G2(τ)− 2πiτ ⇐⇒ G∗
2 (−1/τ) = τ2G∗

2 (τ)− 6iτ
π

und da τ → G∗
2 (τ + 1) holomorph auf H ist:

g|2 J(τ) = τ−2g(−1/τ) = τ−2 1
3

(4 · G∗
2 (−2/τ)− G∗

2 (−1/(2τ)))

= τ−2 1
3

(
4 ·
(τ

2

)2
G∗

2

(τ

2

)
− 4 · 6i(τ/2)

π
− (2τ)2G∗

2 (2τ) +
12iτ

π

)
= −1

3

(
4 · G∗

2 (2τ)− G∗
2

(τ

2

))
= −g(τ) = χϑ(J)g(τ)
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und

g|2T2(τ) = g(τ + 2) = 1 + 8 ·
∞

∑
m=0

σ1(m)eπim(τ+2) − 32 ·
∞

∑
m=1

σ1(m)e4πim(τ+2)

= 1 + 8 ·
∞

∑
m=0

σ1(m)eπimτ e2πim︸ ︷︷ ︸
=1

−32 ·
∞

∑
m=1

σ1(m)e4πimτ e8πim︸ ︷︷ ︸
=1

= g(τ) = χϑ(T2)g(τ).

Da Γϑ von T2 und J erzeugt wird folgt (MK.2). Weiter gilt (MK.1) wegen der Holo-
morphie. Es gilt

g|2T(τ) = g(τ + 1) =
1
3

(
4 · G∗

2 (2τ + 2)︸ ︷︷ ︸
=G∗

2 (2τ)

−G∗
2

(
τ + 1

2

))

g|2U(τ) = τ−2g(1− 1/τ) =
1
3

τ−2
(

4 · G∗
2 ((−2/τ) + 2)− G∗

2

(
(−1/τ) + 1

2

))
Betrachte zunächst

4τ−2G∗
2

(
2− 2

τ

)
= 4τ−2G∗

2

(
−2

τ

)
= 4τ−2

((τ

2

)2
· G∗

2

(τ

2

)
− 6i

π
· τ

2

)
= G∗

2

(τ

2

)
− 12i

πτ
.
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Weiter erhält man wegen der Periodizität Modulo 1 von G∗
2

τ−2G∗
2

(
(−1/τ) + 1

2

)
= τ−2G∗

2

(
τ − 1− 2τ

2τ
+ 1
)

= τ−2G∗
2

(
−τ − 1

2τ

)

= τ−2

((
2τ

τ + 1

)2

G∗
2

(
2τ

τ + 1

)
− 6i

π
· 2τ

τ + 1

)

=
(

2
τ + 1

)2

G∗
2

(
2τ + 2− 2

τ + 1

)
− 12i

πτ(τ + 1)

=
(

2
τ + 1

)2

G∗
2

(
− 2

τ + 1

)
− 12i

πτ(τ + 1)

=
(

2
τ + 1

)2
((

τ + 1
2

)2

G∗
2

(
τ + 1

2

)
− 6i

π
· τ + 1

2

)
− 12i

πτ(τ + 1)

= G∗
2

(
τ + 1

2

)
− 12i

π(τ + 1)
− 12i

πτ(τ + 1)

= G∗
2

(
τ + 1

2

)
− 12i(τ + 1)

πτ(τ + 1)

= G∗
2

(
τ + 1

2

)
− 12i

πτ
.

Damit erhält man

g|2U(τ) =
1
3

(
G∗

2

(τ

2

)
− G∗

2

(
τ + 1

2

))
.

Wegen Γ = Γϑ∪ (Γϑ ·T)∪ (Γϑ ·U) erhält man damit (MK.3). Somit gilt g ∈ M2(Γϑ, χϑ).
Man verifiziert

αg(0) = 1, δ4(0) = 1,

αg(1) = 8, δ4(1) = 8,

αg(2) = 8 + 16 = 24, δ4(2) = 24.

Betrachte h := ϑ4 − g mit Λ = Γϑ und Λ∗ = Γ[2]. Es gilt k = 2, sowie l = 6 und
n = 2. Wegen

αh(m, E) = 0 für alle 0 ≤ m ≤ 24
12

= 2
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gilt nach Satz (1.15) h ≡ 0, also g = ϑ4. Die Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten
liefert bei Koeffizientenvergleich

αg(m) = δ4(m). �

Als direkte Folgerung aus δ4(m) ≥ 8 für alle m ∈ N erhält man den Vier-Quadrate-
Satz

(2.4) Korollar
Jede natürliche Zahl ist die Summe von 4 Quadraten ganzer Zahlen. �
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