Modulformen zu Kongruenzgruppen II
Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 07.05.2008

Max Brolsch

Ziel des Vortrags ist, noch einige allgemeine Aussagen iiber Spitzenformen zu Kon-
gruenzgruppen zu treffen und anschlieBend die Modulformen zu I'y[p] genauer zu
untersuchen, insbesondere ihr Transformationsverhalten unter der vollen Modul-

gruppe I'.

§1 Spitzenformen zu Kongruenzgruppen

(1.1) Definition (Spitzenformen zu Kongruenzgruppen)

Sei k € Z und A eine Kongruenzgruppe mit abelschem Charakter x. Eine Modul-
form f € My (A, x) heiSt Spitzenform, falls f|, M fiir jedes M € T eine Nullstelle bei
co hat. Der Unterraum der Spitzenformen wird mit S;(A, x) bezeichnet. o

(1.2) Bemerkung
Sei k € Z und A eine Kongruenzgruppe mit abelschem Charakter x. Fiir eine Spit-
zenform f € Sx(A, x) und M € T beliebig gilt dann:

a) Ist x ein abelscher Charakter mod n von A, dann hat die Fourierentwicklung von
f|xM die Form

FeM(x) = Y ap(m, M)ST"7
m=1

das heiit, (0, M) = O fiir alle M € T
b) Mit f € Sk(A/X) gilt auch f‘kM S Sk(M_lAM,XM) <o

Beweis
a) Ist x ein abelscher Charakter mod 7 so besitzt f|M die Fourierentwicklung

[e0]

FlkM(t) = Y ap(m, M)e™m/?

m=0

Da jetzt f| M fiir jedes M € T eine Nullstelle bei oo besitzt, folgt die Behauptung.
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b) Da fiir xp(K) = x(MKM™1) die Abbildung
My (A, x) = Mi(M™'AM, xm), f — flkM

ein Vektorraumisomorphismus ist, folgt zunéchst f|;M € My(M~'AM, xu). Da
(fIM)IN = f|MN besitzt auch (f|M)|¢N fiir jedes N € T eine Nullstelle bei
unendlich. O

(1.3) Satz
Sei k € IN, A eine Kongurenzgruppe, x ein abelscher Charakter mod n von A und

f € M(A, x). Dann gilt fiir f : H — R, T — Im(7)*/2 - |f(7)]:
a) Die Funktion f ist invariant unter T, das heift f(LT) = f(7) fiir alle L € A.
b) Die Funktion f ist genau dann auf H beschrankt, wenn f eine Spitzenform ist.

c) Ist f € Sk(A, x), dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten af(m; M) = O(m*/?) fur

alle M € T. o
Beweis b
a) Sei L € A beliebig, L = <Z d)' dann gilt:
flLr) = Im(L)2-|f(L7)|
= Im(L1)*2 - |(ct+d)*fxL(7)|

FEMAAN) 1 (L)) (et + A £ ()]

k/
Y (%) “Im (o2 (et +d)F] - (7)

det(L)=1

- m (et + )| - Im()2 - |f (1)

= f(0).

b) Es gilt: fvisj nach [K]3.1.6 genau dann auf IF beschrinkt, wenn a((0; E) = 0 gilt.
Weiter sei A = {+L;] € A} und | = [I' : A]. Nach dem Vortrag tiber Untergrup-
pen der Modulgruppe ist dann fiir ein Vertretersystem Mj, ..., M; der Rechtsne-
benklassen F(A) = Ui<j<i MjF ein Fundamentalbereich von A. Nun gilt analog:

fist beschrénkt auf IF(A) genau dann, wenn es auf MjF beschrankt ist, fiir jedes
jmit 1 <j < I Das ist genau dann der Fall, wenn a¢(0,M;) = 0 fir 1 <j <.
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Sei nun M € T beliebig, dann existiert ein N € A und ein j mit 1 < j </, so dass
gilt: a(0, M) = as(0, NM;), nach der Wahl der M;. Damit folgt aber:

DCf(O,M) = (Xf(O,NM]') = X(N) . tXf(O,M]') = 0,

also hat f|;M fiir jedes M € T eine Nullstelle bei co.

c) Nach dem bereits Gezeigten existiert fiir jedes M € I' ein Cj; < oo so dass gilt:
FIM(1) < Cy fiir alle T € H.

Sei nun C das Supremum der Cy;. Dies ist endlich, da es geniigt das Supremum
tiber die C), eines Vertretersystems Mj, ..., M; der Rechtsnebenklassen zu bilden
und die Menge der Cy; ist endlich. Fiir die Fourierkoeffizienten ergibt sich damit
nach [K]3.1.2 (4) fiir y > 7 > 0 beliebig;:

n
1 .
|ocf(m,M)| = E . eany/n . /f|M(x + ly) .e—2mmx/ndx
0
1 n
< . p2mmy/n / ‘f|M(x + iy) e 2mimx/n| 4.
0
1 n
E . eany/ny—k/Z . /flM(x + ly)dx
0

< lecmy/ny—k/Z .C
Setzt man y = 1/m ein folgt:
g (m, M)| < C- 2/ /2

Damit folgt as(m, M) = O(m*/2). O

(1.4) Korollar
Es gllt Sz(ro[Z]) = {O} <

Beweis
Io[2] ist eine Untergruppe vom Index 3 in T mit Vertretersystem E, J, U%. Fiir f €
S2(Tp[2]) folgt dann:

7(f) = f-fla] - flaU” € Se.

Damit ist aber 77(f) = 0 nach [K]3.4.1, also auch f = 0. O
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(1.5) Bemerkung

A.Wiles zeigte, dass jede semistabile elliptische Kurve modular ist, also von einer
Spitzenform vom Gewicht 2 zu Ty[r] kommt. Nach G.Frey kann man jeder nicht-
trivialen Losung der Fermat-Gleichung x" + y" = y" fiir n > 3 eine elliptische Kurve
zuordnen, die von einer nicht-trivialen Spitzenform vom Gewicht 2 zu I'g[2] kommt.
Nach dem Korollar existiert keine solche Spitzenform und damit auch keine nicht-
triviale Losung der Fermat-Gleichung fiir n > 3. o

§2 Automorphe Funktionen unter I'y[p]

In diesem Abschnitt werden unter I'g[p] automorphe Funktionen definiert und ei-
nige Eigenschaften untersucht, die spéter niitzlich sind um einige Kongruenzen der
Fourierkoeffizienten von j(T) zu bestimmen.

(2.1) Definition (Automorphe Funktionen)
Eine Funktion f : H — C heif3t automporh unter Ty[p], falls gilt:

a) f ist meromorph auf H,
b) f(Vt) = f(7) fiir jede Transformation V aus der Kongruenzgruppe I'o[p],

c) f besitzt eine Fourierentwicklung der Form

f(t)Z i anezmnr

n=-—m &

Zunichst soll eine explizite Darstellung von automorphen Formen unter I'y[p] ge-
zeigt werden, dazu bendtigt man das folgende

(2.2) Lemma
Sei V aus I'g[p] und fiir 0 < A < p—1sei Ty(t) = (7 + A)/p. Dann existiert eine
Zahl p mit 0 < y < p — 1 und eine Transformation W), aus I'o(p?), so dass:

Durchlduft dabei A alle Zahlen von 0 bis p — 1, durchlduft auch y alle Zahlen von 0
bis p — 1. o
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Beweis
Sei V aus I'y[p],

= (3 2)
U3 U4

mit v3 = 0 (mod p) und A beliebig mit 0 < A < p — 1. Gesucht ist also eine ganze
Zahl p mit 0 < y < p — 1 und eine Transformation W), in T'p(p?),

()
mit w3 = 0 (mod p?) so dass gilt:
T\V =W,T, (1)
Diese Gleichung ladsst sich umformen zu:

1 A\ (o1 v (w1 w 1 u

0 p) \vs vg) \ws wy) \O p

o <01 + Avs vz+)w4> _ (w1 wly—i—wzp)
pos pPo4 W3 W3 + Wyp

Aus Gleichung (1) folgt bereits, dass die Determinante von W, falls W, die Glei-
chung (1) 16st, in jedem Fall 1 ist. Ein Vergleich der Eintrdge ergibt dabei:
wp = v+ Avs und @)
w3 = pu3 sowie
{wlpH—wzp = v+ Avy und 3)
W3 + Wap = Po4

Damit sind w; und w3 schon bestimmt und es gilt nach Vorraussetzung p | v3 woraus
p? | w3 folgt. Einsetzen von (2) in (3) ergibt:

{(01+Av3)y+w2p = vy +Avy und )

pusp + wap = P04

Nach Vorraussetzung gilt v1v4 — vv3 = 1 und p | v3. Damit folgt p 1 v und p 1 vs.
Da Z/pZ ein Korper ist, ist die Kongruenz pv; = vy + Avg(mod p) fiir genau ein
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pmit 0 < pu < p—1 erfiillt. Des weiteren durchlduft v, + Avg(mod p) alle Zahlen
zwischen 0 und p — 1 wenn A dies tut, und damit durchlduft auch y alle diese
Zahlen. Mit diesem py ist auch die Kongruenz

(v1 + Avz) it = vp + Avg(mod p)
erfiillt und daraus folgt auch die Existenz einer ganzen Zahl w;, so dass
(01 + Av3)pu + wop = vy + Avy

gilt, also die erste Gleichung in (4) erfiillt ist. Die zweite Gleichung in (4) ergibt
w4 = v4 — v3p und damit erhdlt man insgesamt die gesuchte Losung mit

(wl wz) B (01 + Avs Wy )
w3 Wy po3 vy —U3p) ]

Mit Hilfe des Lemmas kann man nun explizit unter I'g[p] automorphe Funktionen
konstruieren:

(2.3) Satz
Sei f automorph unter I' und p eine Primzahl. Definiere

1pzjf<r+)x) )

Dann ist f, automorph unter I'o[p]. Hat f die Fourierentwicklung

flo) = % e, ©®)

n m

so besitzt f, die Fourier Entwicklung

LT = Y a(np)e )
n=—[m/p] o

Beweis

Zundchst wird mithilfe des Lemmas (2.2) gezeigt, dass die Darstellung aus (5) tat-
sdchlich eine unter I'g[p] invariante Funktion liefert. Sei dazu V € Ty[p] beliebig.
Dann gilt

p—1 p—1
1 Zf<VT+A) 1 ZfT/\VT
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mit den Bezeichnungen aus (2.2). Nach diesem Lemma existiert nun ein

ue{0,...,p—1} und W, € Ip[p?], so dass T\V = W, T}, gilt. Damit folgt

p—1 er1?
£ (V) = % Y w0 " LY 1,0 2 f (T“‘) — £,(7).
p=0 P =0

Nun muss noch die Fourierentwicklung (7) untersucht werden:

i (X(n)eZm'n(T—l—/\)/p

-1

(0]
_ = Z “( ) 2TinT/ p Z eZmn)\/p

P n="m A=0

Die Summen diirfen dabei vertauscht werden, da die Fourierentwicklung (6) fiir
Im(t) > 9 > 0 absolut gleichméfig konvergiert. Fiir p | n existiert ein ¢ € IN mit
c-p =n,so dass gilt

-1

= 27tinA/ = 27TicA R
Azoe P = Azbe =) 1=p

A=0

Furpfnexistierenc,r €ENmitl <r<p—-1undcp+r=mn,sodass

=, 27tinA/ 27tic) 2miAr/ 2rirA/ = amir/p\r _ 1~ (ezmr/p)P
7'[11’1 p _ TUC TUIAY p _ 7'[17‘ p _ < Ttir p) — — O
e e e e —_— .

Insgesamt folgt fiir die endliche Summe
-1 .
pz: P2TinA/p {O fir p{n,
= p furp|n.
Eingesetzt folgt damit
1 _

fp(T) == Z 0(( ) 2mint/p Z p27inA/p

p n=—m A=0

— Z a(n)e2ninr/p
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also genau die Darstellung aus (7). Mit dieser Fourierdarstellung folgt auch die Me-

romorphie von f, und damit insgesamt, dass f, unter I'y[p] automorph ist. O
(2.4) Satz

Sei f automorph unter I'g[p] und beschrénkt auf H. Dann ist f konstant. o
Beweis

Sei f automorph unter I'g[p] und V aus T beliebig, V ¢ T'o[p]. Nach einer Aussage
aus dem dritten Vortrag existiert zu V ein P aus I'g[p] und eine ganze Zahl k mit
0 <k < p, so dass

V = PJT*. (8)

Fiir jedes k = 0,1, ..., p — 1 definiere
Ty = {PJT": P € Ty[p]}

und I', = Ty[p]. Diese Mengen bilden dann eine disjunkte Zerlegung von I', nach
dem Beweis von (8). Fiir festes k und Vj aus I'y beliebig, definiere eine Funktion fj
auf H durch

fr(t) = f(Vy7) fiir alle T € H.

Die Defintion der f hdangt nicht von der Wahl des Vj ab denn es gilt
fi(t) = f(VeT) = f(P]TFT) = f(JT*7) fiir alle T € H.

Insbesondere folgt f,(7) = f(7) fiir T € H, da f automorph ist unter I'y[p] nach
Voraussetzung. Sei nun V aus I' \ T'g[p] beliebig , dann existiert zu V;,V € I' \ I'y[p],
mit k < p ein W € Ty[p] und eine ganze Zahl m mit 0 < m < p, so dass

VWV =WwjT"
Nach Definition der f; gilt damit
fi(Vt) = f(V,VT) = f(W]T" 1) = fiu(7) fur alle T € H.

Da die I’y eine disjunkte Zerlegung von I' bilden, durchlduft m alle Zahlen von 0 bis
p wenn k dies tut, es gibt also eine Permutation oy auf {0,...,p}, die nur von der
Wahl von V abhingt, so dass

fi(VT) = fav(k)(T) furalle0 <k <p

Fiir ein beliebiges z aus H definiere

p

o(t) =[] (fi(t) — f(2)) fiiralle T € H.

k=0
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Fiir V aus I beliebig gilt nun:

p p

(V1) = [ [(fi(VT) = f(2)) = [ [ (for 1) (T) = f(2)) = (7) fiir alle T € H.

k=0 k=0

Offensichtlich ist ¢ damit eine Modulform vom Gewicht 0, da die tibrigen beiden
Eigenschaften (Meromorphie auf H und Fourierentwicklung) sofort aus der Definti-
on von f folgen. Des weiteren ist ¢ beschrankt auf H, da f beschrankt ist. Damit ist
¢ holomorph auf H und damit nach XXIX(5.1) konstant, also gilt ¢(7) = ¢(z) fur

alle T aus H. Da ¢(z) = [T/_ (fe(7) = £(2)) - (f,(2) — f(2)) = 0 folgt ¢(z) = 0. Fiir

T = i gilt insbesondere:

p
0=TTAG - f(z)
k=0

Also f(z) = fx(i) fiir ein k. Da aber z beliebig war, nimmt f maximal die Werte
fo(i), f1(i), ..., fp(i) an und ist damit konstant. O

§3 Transformationsverhalten

Nun soll noch das Transformationsverhalten automorpher Funktionen unter der vol-
len Modulgruppe T, erzeugt von

0 -1 11
]—(1 O)undT—(O 1),
untersucht werden. Da offensichtlich T € T'y[p] fiir alle p gilt gentigt es, das Transfor-

mationsverhalten unter | zu untersuchen. Dazu benétigen wir zundchst folgendes:

(3.1) Lemma
Sei T\t = (T + A)/p. Dann existiert fiir jedes A mit 0 < A < p — 1 eine Zahl y mit
0<u<p-—1undeinV € I'y[p], so dass

T, = VT, ©9)

dabei durchlduft y alle Zahlen zwischen 1 und p — 1, wenn A die Zahlen zwischen
1 und p — 1 durchlauft. o
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Beweis

Gesucht ist also eine Matrix (Z b) € I'y[p] so dass gilt:

d

T, J = (”Cl Z) T, (10)

Einsetzen und umformen von (10) ergibt

a b
T\] = (c d) T,
- 1 A\ (0 =1\ (a b\ (1 u
0p)\1 0) \cd/\0p
o <)\ —1> _ (a apH—bp)
p O c cu+dp
Wihle also 2 = A und ¢ = p. Sei u so gewdhlt, dass es die Losung der Kongruenz

ap = —1(mod p) & Ay = —1(mod p)

ergibt. Ein solches u existiert, liegt im Interval 0 < u < p —1, ist eindeutig und
durchlduft alle Zahlen zwischen 1 und p — 1 wenn A dies tut. Sei b jetzt noch so
gewdhlt, dass ay + bp = —1 und wihle d = —u. Nun gilt offensichtlich wegen (10)

undc=7p
a b
(£ ) € ol .

(3.2) Satz
Sei f automorph unter I' und sei p Primzahl. Weiter sei f, konstruiert wie in (2.3).
Dann gilt
1 1 1./7Y\ ..
fr <——> = fp(T) + Ef(pr) - ;f (E) fur alle T € H. (11)

T
<

10
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Beweis
Es gilt
1 Pl ( JT+ A)
pf”( T) =AY
T v
= () + T s
P A=1
(3.1) 1 Pl
2 f(~55) + T AT
Tp = #
feM Pl T
2 feep)+ X500 - £ ()
p=0 P
= flrp)+pfo(t)— f (%) fiir alle T € H.
Division durch p ergibt die Behauptung. O

11



