Eigenformen und Anwendungen von Hecke-Operatoren
Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 04.06.2008

Cornelia Wirtz

Ziel dieses Vortrages ist es, die Eigenformen beziiglich des Hecke-Operators T,gk) zu
beschreiben und die Erkenntnisse dessen auf die Diskriminante und absolute Inva-
riante anzuwenden. Weiterhin werden wir uns mit der sogenannten Modularglei-
chung beschiftigen und aus dieser letztendlich herleiten, dass j(7) eine algebraische
Zahl ist, falls T € H zu einem imaginadr-quadratischen Zahlkorper gehort.

§1 Simultane Eigenformen

Im ersten Paragraphen geht es um Eigenformen beziiglich des Hecke-Operators T,Sk)
zu einem Eigenwert A¢(n) € C, sowie um simultane Eigenformen. Am Ende des Pa-
ragraphen werden wir feststellen, dass die Diskriminante eine simultane Eigenform
ist.

— Definition —

(1.1) Definition
Sei 0 # f € V(H). Dann heif3t f eine

1) Eigenform beziiglich des Hecke-Operators T,gk), fiir n > 1, zum Eigenwert A¢(n) € C, wenn

T f = As(n)f M)
gilt, und

2) simultane Eigenform, falls f eine Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren T,Sk)
fur n > 1 ist. o
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— Erste Folgerungen —

Aus der Definition und dem ersten Vortrag zu Hecke-Operatoren erhalten wir das
folgende

(1.2) Lemma
Eine in oo holomorphe Funktion 0 # f € V(H) ist genau dann eine simultane
Eigenform, wenn seine Fourierkoeffizienten die Bedingungen

)Lf(n Z 41, (mn> )

d|(m,n)
fur alle m,n € IN erfullen. o

Beweis

Es bezeichne ag(m) die Four1erkoeff1z1enten von g = T! f und As(n)as(m) die Fou-
rierkoeffizienten von A¢(n)f. Es gilt T f Af(n)f fiir alle n > 1 genau dann, wenn
die Fourierkoeffizienten von Ty’ f gleich den Fourierkoeffizienten von A¢(n) f fiir al-
le n > 1 sind. Dies ist aber nach [K] Lemma IV. 1.1 (mit [K] wird im Folgenden das
Buch Elliptische Funktionen und Modulformen von Koecher/Krieg bezeichnet) genau
dann der Fall, wenn Y g, ) d*la; {%) = As(n)as(m) fiir alle m,n € N gilt, da
ag(0) = 01 (n)as(0) immer gilt. O

Damit folgt sofort das iiberraschende

(1.3) Lemma
Fiir ein nicht-konstantes f € My sind dquivalent:

i) Die Funktion f ist eine simultane Eigenform.
ii) Bsist af(1) # 0 und fiir alle m € Ny, sowie fiir alle n € IN gilt

ap(map(n) =ap(1)- Y. dla <m”)

d|(mmn)

In diesem Fall sind die Eigenwerte A¢(n) gegeben durch i E ; fir alle n € IN und es

gilt
ap(m)ag(n) =ar(1)ag(mn) (3)

fiir alle teilerfremden m und n. o
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Beweis
Wir zeigen zunichst, dass aus i) schon ii) folgt. Nach Lemma (1.2) ist f genau dann
eine simultane Eigenform, wenn seine Fourierkoeffizienten die Bedingungen

Ag(n) - = ) d-=t. (%) fur alle m,n € N

d|mn

erfiillen. Setzt man speziell m = 1 ein, so erhdlt man

Afp(n)ag(l) = d|(; )dk_locf(ld'—f) = 1k_1zxf(11'—”) = ag(n) fir alle n € IN. 4)

Wire nun af(1) = 0, so wiirde aus obiger Formel as(n) = 0 fiir alle n € IN fol-
gen. Damit wire aber f konstant gleich a(0) im Widerspruch zur Voraussetzung.
Demnach gilt a¢(1) # 0, das heifit wir konnen in (4) durch a¢(1) dividieren und es
folgt
ar(n)
Af(n) af(l)
Folghch sind die Eigenwerte durch A¢(n) =
nun E ; fir A¢(n) in (2) ein, so erhélt man

fiir alle n € IN.

ap(n)
ap(1)

tiir alle n € IN gegeben. Setzt man

af( ) k—1 m
cap(m) = d*ap(77) fur allen,m € N,
ar(1) d d|(§,n) e

und nach Multiplikation mit a¢(1) ergibt sich

ap(m)ag(n) =ap(l)- Y. dk_locf(’”—2) fur alle m,n € IN.
d|(m,n)

Es bleibt zu zeigen, dass die Gleichheit auch fiir m = 0 gilt. Setzen wir m = 0 in die
obige Formel ein, so erhalten wir

ap(0)ap(n) =ap(1)Y d*as(0) = ar(1)ap(0)ok_1(n) fir alle n € N.
d|n

Ist nun af(0) = 0, so ist die Gleichheit offensichtlich. Nehmen wir also af(0) # 0
an. Dann bleibt zu zeigen (wenn man durch a¢(0) dividiert), dass

ar(n) = ag(1)ox_q(n) fir allen € N

gilt. Nach Voraussetzung ist aber T,,f = A¢(n)f fiir alle n € IN gegeben. Es gilt also
auch die Gleichheit fiir alle Fourierkoeffizienten, das heifst insbesondere

ar,£(0) = Ag(n)as(0) fir alle n € N.
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Nach [K] Lemma IV. 1.1 ist a7, £(0) gegeben durch g;_1(n)af(0). Das beudeutet
Or—1(n)afs(0) = ar,(0) = Ag(n)as(0) fiir alle n € N,
und damit folgt, da a¢(0) # 0, dass
Ok—1(n) = As(n) fiir alle n € IN.

gilt. Wir haben aber eben bereits

fiir allen € IN

gezeigt. Daraus folgt dann

ap(n)

0_1(n) = a7 (1) fur alle n € N,

also die Gleichheit fiir m = 0.

Betrachte nun teilerfremde m,n € IN, das heifst ggT(m,n) = 1. Dann gilt

ocf(m)txf(n) = ucf(l) L ~zxf(%) = ocf(l)txf(mn). (%)

Wir wollen nun zeigen, dass aus ii) auch i) folgt. Gilt also a¢(1) # 0 und zudem

ap(m)ag(n) = zxf(l)dKZ )dk_locf(%)

tir alle m € Ny, sowie fiir alle n € IN, dann folgt mit Af(n) = af—(n), wenn man in

(1)
(*) durch af(1) dividiert, dass N

Ap(m)ag(m) =) dk_locf(%) = ar,f(m) fiir alle m,n € N
d|(mn)
gilt. Nach Lemma (1.2) ist dann f eine simultane Eigenform, da nach Voraussetzung
f # 0 und f holomorph in co gegeben ist. O

Als erste und vielleicht wichtigste Anwendung betrachten wir fiir k = 12 die bereits
aus der Funktionentheorie bekannte Diskriminante A beziehungsweise die normier-
te Diskriminante A*. Nach [K] III 2.2(4) gilt hier

A* (1) = 2rn) PA(T) = ) 7(m)e?™™" mit 7(1) =1

m=1

und alle 7(m) sind ganze Zahlen. Man erhilt somit den fundamentalen
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(1.4) Satz
Die Diskriminante A ist eine simultane Eigenform. Man hat

TuA = t(n)-Afirallen € N
und es gilt
T(m)-t(n) =) di. (%), (5)
fiir alle m, n € IN. Speziell hat man
T(mn) = t(m)t(n), falls ggT(m,n) =1, (6)
und fiir Primzahlen p

() =(p)Tlp) —pt (P, r>1 )

Beweis

Nach [K] Korollar III. 4.1 B ist A bis auf einen konstanten Faktor die einzige Spit-
zenform vom Gewicht 12. Da die Hecke-Operatoren T, = T,Sk) nach [K] Korollar IV.
1.3 Spitzenformen auf Spitzenformen abbilden, ist die Diskriminante eine simultane
Eigenform, denn es gilt dann

T,A = f mit f € S1p = CA,
also
f=Aa(n)A mit Ap(n) € C und damit T,A = Ap(n)A fiir alle n € N.
Nach Lemma (1.3) ist Ap(n) gegeben durch

_aa(m) _ (2m)Pt(n) _ T(n) _ T(n) fiir alle n
Ap(n) = (1)~ o)1) (1) (n) firallen € I,

da 7(1) = 1. Setzt man nun T(n) in obige Formel fiir A5 (n) ein, so erhdlt man
T,A = T(n)A fiir alle n € IN.
Nach Lemma (1.3) gilt dann

ap(m)apa(n) = ap(1)- Y du*locA(d—f) fur alle m,n € N,
d|(m,n)
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da A eine simultane Eigenform ist. Verwendet man die Identitit ap(n) = (271)'%7(n)
fiir alle n € IN, dann folgt

(2m) 21 (m) (2m) 21 (n) = (2m)2 1(1) - Y. d11(27r)12r(%) fur alle m,n € N.
7 dl(mn)
Dividiert man nun auf beiden Seiten durch (271)?*, so erhilt man
tm)t(n) = Y d''t(%) fir allem,n € N
d|(m,n)
und damit Gleichung (5).

Ist nun zusatzlich ggT(m, n) = 1, so folgt mit Hilfe von Gleichung (5), dass

T(m)t(n) = 111T(%) = 1(mn),

also Gleichung (6), gilt.

Fiir Primzahlen p wissen wir, dass {d | (p",p)} = {1, p} fir alle r > 1gilt und damit
erhalten wir mit Hilfe von Gleichung (5), dass

(pe(p)= Y dlr(Ly)

de{lp}

r+1 r+1
p p

e 1(p)r(p) =1"r(5r) +pllr(Er)
s (ptp) =t ) +ptr(p)
st =1(p")t(p) —p(p)

gilt, wodurch Gleichung (7) gezeigt ist. [

Die Vektorraume S; sind fiir k = 16,18, 20,22, 26 ebenfalls eindimensional (verglei-
che [K] III. 4.2). Die Spitzenformen G;_1,A sind daher fiir diese k auch simultane
Eigenformen (mit derselben Argumentation wie in Satz 1.4).

Die Eigenwerte konnen bei Spitzenformen nicht beliebig grofs werden. Als einfache
Abschitzung erhdlt man die

(1.5) Proposition
Seien n > 1und 0 # f € Si. Gilt Ty, f = Af(n)f mit einem A(n) € C, so folgt

Af(n)| < nga_l(n).
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Beweis
Nach [K] Satz III. 1.6 existiert ein w = u + iv € H mit

f(7):= yg If(7)| < f(w) fur allet € H ( wobei y = Im(7)), (8)

da 0 # f € 5. Dann folgt mit [K] IV 1.1(6), dass

A f(w)] = [Af(n)o If(W)!'

gilt, wobei wir in der letzten Ungleichung verwendet haben, dass k > 12 (da 0 # f €
S) und damit d=% < 1 ist (da nach Voraussetzung d > 1), sowie die Tatsache, dass
n>1und v > 0 (da w € H) ist. Damit folgt weiterhin, dass fiir obigen Ausdruck
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gilt
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wobei wir in (i) verwendet haben, dass

Fueet) = Im(nt)2 | p(asit)

7

also mit

auch

‘f aw+b ‘_ a ) zf(aw—i-b)
gilt. In (ii) haben wir ausgenutzt, dass fiir a,d > 0 mit a,d € IN und ad = n auch
7 < n gelten muss. Um die Ungleichung (iii) zu begriinden, benétigt man Gleichung

(8) sowie die Tatsache, dass % € H gilt, daa,d,v > 0. In (iv) nutzen wir folgende
Gleichungskette, die durch Riickwartssummation ensteht, aus:

_ 1 _ _
noam)=n Y a7l = Y = Y d=oin
deN deIN delN
d|n d|n d|n

Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass

Ap(n)F ()] = ()| F(aw) < n3oy(n)F(w)

gilt. Weil f # 0 ist, haben wir auch f(w) # 0 und damit konnen wir durch f(w)
dividieren und erhalten

Ap(n)| < 2oy (n). -

Zum Abschluss dieses Paragraphen kommen wir noch zu folgender

(1.6) Bemerkung

Satz (1.4) wurde 1920 von L.J.Mordell (Proc. Cambridge. Phil. Soc.19, 117-124) be-
wiesen. Sein Beweis benutzt im Wesentlichen die heute Hecke-Operatoren genann-
ten Endomorphismen T( 2)_ Aber erst E.Hecke erkannte 20 Jahre spater (Math.Werke,
644-707) die universelle Bedeutung dieser Konstruktion. o

§2 Anwendung auf die absolute Invariante

— Die absolute Invariante —

Nachdem wir uns im letzten Vortrag und im ersten Paragraphen mit Eigenschaften
von Hecke-Operatoren beschiftigt haben, kommen wir nun auf deren Anwendung
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auf die absolute Invariante j zu sprechen. Nach [K] III. (2.4) ist

(720G4)?

= )

eine auf H holomorphe Modulfunktion, die bei co einen Pol erster Ordnung hat
und -
j(t)=e "4+ ¥ jue?™™  firallet € H (10)
m=0

mit positiven ganzen Zahlen j,, erfiillt.

— Anwendung der Hecke-Operatoren auf die absolute Invariante —

Kommen wir nun zum ersten

(2.1) Satz
Fiur T, := T,SO) ist T;;j eine Modulfunktion, die auf H holomorph ist. o

Beweis
Nach [K] Satz IV. 1.3 gehort fiir j € V( ebenfalls wieder T;j zu V und es gilt

(LI =1 Y d 0 ¥ i)
1151;(1)1 —1 b (mod 4d)

DD D (G ok
ad=n b (mod d)
a>0

S

Da j auf H holomorph ist und die Funktion f : H — H, 7 @ holomorph auf
H ist (da a,d > 0 nach Voraussetzung), ist auch die Funktion j o f holomorph auf IH
und als Summe holomorpher Funktionen damit auch Tr(lo) J- [

Eine weitere interessante Eigenschaft der absoluten Invariante in Bezug auf Hecke-
Operatoren liefert der folgende

(2.2) Satz
Fiir jedes n > 1 ist T,;j ein Polynom vom Grad 7 in ;. ©

Beweis

Nach Satz (2.1) ist T;j eine Modulfunktion, die auf H holomorph ist. Mit [K] Ko-
rollar III. 5.2 B) ist T);j damit ein Polynom in j. Es bleibt zu zeigen, dass T,j Grad n
hat. Dazu betrachten wir zundchst die Fourier-Entwicklung von j". Wie man in (10)

10
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sieht, ist der erste Term die Fourier-Entwicklung von j gegeben durch e~2"7. Poten-
ziert man diese Darstellung mit 7, so erhélt man, dass die Fourier-Entwicklung von
j" mit e~2""T beginnt, das heifit aber auch, dass j" einen Pol der Ordnung 7 in oo
hat. Da weitere Potenzen ;" mit m < n nicht zu diesem Faktor beitragen, bedeutet
dies, dass der Grad eines Polynoms in j mit der Polstellenordnung in oo {iberein-
stimmt. Um nun zu zeigen, dass T,j Grad n hat, geniigt es zu zeigen, dass die
Fourier-Entwicklung mit einem nichtverschwindenden Summanden a_,e 2T he-
ginnt. Nach [K] Lemma IV. 1.1 sind die Fourier-Koeffizienten von g = T,(lk) j gegeben

durch
Z d-1 (") fir alle m > —n

d\mn

und ag(m) = O fir alle m < —n. Es bleibt also zu zeigen, dass a¢(—n) nicht ver-
schwindet. Es gilt nun

=2 A7 =5 #0,

d|n a2
wobei wir verwendet haben, dass

j_p2=0 fallsd<n wundj_ ., =1 fallsd=mn
7 az

gilt. Demnach ist %e‘zmm der erste Term der Fourier-Entwicklung von T}/, das heifst,
T,.j hat einen Pol n-ter Ordnung in co und damit ist nach obigen Uberlegungen T,;
ein Polynom vom Grad 7 in j. O

Betrachten wir nun die Fourier-Entwicklung von T,j, so stellen wir fest, dass der
Hauptteil der Fourier-Reihe von T,j ist denkbar einfach ist:

(2.3) Proposition
Fir n > 1 gilt:

n(Tj) (T) = 2™ + 74407 (n) + njpe™ 4o o

Beweis
Nach [K] IV. 1.1(9) hat man fiir k = 0 die Gleichung

ari(m)= Y d°" 1]mn fiir alle m > —n,
d\(m n)

11
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da mp = —1, was man an der Fourier-Reihe der j-Funktion ablesen kann. Aus dieser
Fourier-Reihe und nach der Bemerkung hinter [K] Satz III. 2.4 erkennt man zudem,

dass
jm =0 furallem < —1,

j-1=1,
jo =744 und
jn > 0ftrallen >1

gilt. Damit erhdlt man einen von 0 verschiedenen Koeffizienten von j,, ;-2 fiir nega-
tives m, wobei n > 1 und d? > 0 gilt, nur dann, falls % = —1 < mn = —d?, wenn
alsom = —nund d = n gilt (da d | (m,n)). Damit gilt

1
OCT”]'(—H) = Z d ] 2 = =n ] 1=
d|(—n,n) d

tiir m = —n (wie bereits im Beweis von (2.2) gesehen) und fiir alle weiteren m < 0
mit m # —n gilt

Nun betrachten wir noch den Fall m = 0 sowie m = 1. Fiir m = 0 hat man

0— 1
ar,j(0) = ) d" jon
d|(0,n) d?

— Zd—l jo
dln —744

=744Y"d7!
dn

= 7440 _1(n)
und fiir m = 1 ergibt sich

ar,i(1) =} d 1y
d|( 1n) d?

:jn.

12
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Damit folgt, dass n(Ty,j)(t) gegeben ist durch
n(Tf) (7) = (%emf 740 () & )

— 6727'[1'71'1' + 744 Tl0'_1(rl) +n]'ne2”” 4
N——
=0 (n)

mit no_1(n) = oq(n) wie im Beweis von (1.5)(iv). Damit folgt also die Behauptung.'

— Anwendung der Hecke-Operatoren auf Potenzen von j —

Wir erhalten weiterhin folgendes

(2.4) Korollar
Zu jedem m € N gibt es 7y, und ¥y, aus Z mit

m
™=y + Z 1Y mnThj.
n=1 o
Beweis
Durch Potenzieren von (10) erhélt man eine Fourier-Reihe fiir j” mit Koeffizienten
aus Z, da bereits die Koeffizienten von j, also die j,, positive ganze Zahlen sind.
Damit ergibt sich

]m(T) — p—2mimt + Cm_leme'(mfl)T 4t cle*h” g

mit ¢1, ¢y, ..., Cpy—1 € Z.Betrachtet man weiterhin )" | 779, T,j(T), so erhédlt man mit
Proposition (2.3):

—27mimt 27i(m—1)T 4. —2mit 4.

m
Z n’)/mnT”j(T) = Ymme€ + ’)/m(mfl)e o+ Ymie
n=1
Fur ymn = ¢n € Z fir n = 1,...,m ist daher j — Y ny;u, Tyj eine in H und bei
oo holomorphe Modulfunktion, da sich die Terme ¢*™"7 fiir m < 0 wegheben und
=Y nymnTnj als Summe (beziehungsweise Differenz) von Modulfunktionen
wieder eine Modulfunktion ist. Damit ist j” — Y | nym,Tyj =: g aber schon eine
ganze Modulform vom Gewicht 0, also gilt ¢ € My = C nach [K] Proposition III.
4.1 B), das heiit v, 1= j" — Y"1 nymnTnj € C. Weil j” und alle nT,j ganzzahlige
Fourierkoeffizienten haben, da alle Fourierkoeffizienten gegeben sind durch

nari(m)= Y. % jm €Z,

d) (mn) " 2

N
€Z 7

ist auch y,, ganz. O

13
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Zum Abschluss dieses Paragraphen kommen wir noch zu einem letzten, aber fiir
den folgenden Abschnitt wichtigen

(2.5) Korollar
Firn > 1 gilt
T,Qlj] € Q[j]- o

Beweis

Sei f € QJj] beliebig. Dann gilt nach [K] Korollar III. 5.2 B), dass f in K liegt und
auf H holomorph ist und damit nach [K] Satz IV. 1.3, dass T,,f € Vy = K gilt. Mit
derselben Argumentation wie in Satz (2.1), dass j", sowie ¢ : H — H, 7 +— %jb ho-
lomorph auf H sind und damit auch die Verkettung, ist T),f als Sume holomorpher
Funktionen holomorph auf H und damit wieder nach [K] Korollar III. 5.2 B) ein
Polynom in j. Da die T, fiir n > 1 Endomorphismen sind, geniigt es zu zeigen, dass
T,j™ € Q[j] fir alle m > 1 und T,q € Q fiir alle g € Q. Fiir letzteres ist die Aussage
jedoch klar, wenn man sich die Darstellung in [K] IV. 1.1(6) genauer ansieht. Dann
gilt ndmlich

(Tag)(T) =n"" Y 1 ) gq=n" qE,d——m() Q.
ad=n b (mod d) dln >
a>0 €Q

Fir T,/™ mit m > 1 fithren wir einen Koeffizientenvergleich durch. Wir wissen
einerseits, dass Ty (j™) ein Polynom in j ist, das heifit wir haben eine Darstellung

=) apj’ mita,eC firalle0<p<I

gegeben. Da wir bereits im Beweis von (2.4) die Fourier-Entwicklung der j? betrach-
ten haben, konnen wir diese nun in obiges Polynom einsetzen und erhalten

Tu(j") = ao
+ale—2nir + aicon 4.
+age 2T 4 aye_1 e 2T apcgp 4 -
4.
_}_aleme'lT + alc—(l—l),leizm(lil)ﬁf 4ot alC—l,leimﬁr +ajcop + -

mitcy;, € Zfir0<p<lundq=—I,—(l-1),...—1,0,.... Nach [K] Lemma IV. 1.1
gilt fir die Fourierkoeffizienten von T, () aber auch folgende Gleichheit

&t (i = Y d-1 ajm (H91)  fiir alle mg > —nm,
d|(m0 n

14
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wobei die a;u ("7 ) aufgrund der bekannten Fourierentwicklung von j™ in Z liegen.
Damit gilt aber

DCTn(]'m)(mO) € Q fir alle mo Z —nm und D(Tn(]-m)(mo) = () sonst.

Daraus erhalten wir aber auch, dass der Grad ! des Polynoms hochstens | < nm
sein kann, da die Ordnung der Polstelle in co mit dem Grad des Polynoms iiber-
einstimmt (wie wir bereits gesehen haben). Wir konnen nun einen Koeffizientenver-
gleich durchfiihren und erhalten fiir a; = a,,; zunéchst

Anm = o, (jmy(—nm) € Q.

Weiter gilt
A1+ i, € +1,nm, = ar,(m(—nm+1) € Q,
€Q €0
also a,,—1 € Q. Allgemein gilt folgende Gleichheit

Ap + ap1C—ppi1 + o+ AumC—pum = &g,y (—p) € Q firalle 0 < p <mm — 1.

Rekursiv erhélt man also, dass a, € Q fiir alle 0 < p < nm gilt und damit ist
T.(j™) € Q[j] fir alle m > 1, was noch zu zeigen war. O

§3 Die Modulargleichung

Die Modulargleichung ist als Analogon der n-Teilungsgleichung der p-Funktion
(vergleiche [K] L. 7.3) fiir die j-Funktion anzusehen. Dabei wird die Hecke-Theorie
verwendet.

— Riickblick auf die lineare Algebra —

Um die Modulargleichung beweisen zu konnen, benotigen wir zundchst noch einen
Satz (vergleiche Koecher/Krieg Lineare Algebra und analytische Geometrie) aus der li-
nearen Algebra:

(3.1) Satz
Sind Ay, ..., A, beliebige Elemente aus einem Korper K, so gibt es eine Darstellung

n

@(€) = f[(g — 7)) =Y (—1)'e&" ! fiir alle & € K. (11)

i=1 I=0

15
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Die Koeffizienten ¢; = ¢;(Aq, ..., Ay) nennt man die elementarsymmetrischen Funk-
tionen von Ay, ..., A,;. Speziell hat man

n n
£ = 1, &1 = Z)\l‘, &y = Z )\k/\p und En = HAX . (12)
i=1 1<k<p<n x=1

Neben den elementarsymmetrischen Funktionen der Ay, ..., A; hat man manchmal
die Potenzsummen oy := 0y(Aq, ..., Ay) == Y14 /\i,c fir k > 0 zu betrachten. Speziell
gilt

op =nund 0q = €7. (13)

Eine einfache Verifikation ergibt weiter
2 _
07 = 09 + 2e;.
Setzt man ¢; = 0 fiir [ > n, so gilt

l
Z(—l)k—i—lUkSl,k = l€l ftir alle [ > 1.
k=1 <o

— Die Modulargleichung —

Als erstes wichtiges Ergebnis erhalten wir die folgende

(3.2) Proposition
Zu jedem n € N existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom F,(X,Y) € Q[X, Y] mit
der Eigenschaft

Fu(X,j(t)) = J] (X—j(M7)) fiir alle T € H. (14)
MEeT:T,
Als Polynom in X beziehungsweise Y hat F,(X,Y) jeweils den Grad oy (n). o
Beweis
Sei
R(X) = [T (X —j(Mr)) (15)
MEeT:T,
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mit T € H beliebig aber fest. Weil j bereits I'-invariant ist, hangt (15) nicht von der
Wahl des Vertretersystems ab. Sei also r = ¢q(n) und M, My, ..., M, das Standard-
Rechtsvertretersystem aus [K] IV. 1.2(2). Dann folgt

7

Fa(X) = [ T(X = j(MyT))

k=1
= Y (DB (MIT), o (M D)) X,
k=0

wobei Py das k-te elementarsymmetrische Polynom in r Unbestimmten (also e (X, ..., x¢))
ist. Fiir die Potenzsummen gilt dann

31) & .
o (T) e Y (Mt

m=1

)k [K]TV. 11(3)

(nTu (7)) (1) € Qlj(7)] (16)

nach Korollar (2.5). Nach Satz (3.1) wissen wir zudem, dass man die elementar-

symmetrischen Polynome rational durch die Potenzsummen ausdriicken kann, das
heifst
P(j(M17), ..., j(M,T)) € Q[j(T)] nach (16) . (17)

Da F,(X) € Qj(7), X] gilt, ist F,(X) eindeutig darstellbar als

F(X)= Y aj(0)*X,

nggml
0§l§m2

mit a;; € Q, fiir 0 < k < my sowie 0 < [ < mp und my, my € IN. Definiere nun

Fu(X,Y) := Z ak,ZYle € Q[X, Y] mit ay ;, my, my wie oben.
0§k§m1

0<I<my
Dann gilt
E(Xj0)= Y ai(0)X!

0§k§m1
OSISTHz

:Fn(X)
= [] X—j(m))
Mel':Tl'y

X - j(Me)).
k=1

17
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Weil j nach [K] III. 5.2 transzendent ist, folgt, dass F,(X,Y) € Q[X,Y] mit der
Eigenschaft (14) eindeutig ist, denn angenommen, es gdbe ein weiteres Polynom
Gu(X,Y) € Q[X, Y] mit der Darstellung G, (X, (7)) = [Ipmerr, (X — j(MT)), dann
wire aber F,(X, /(7)) — Gu(X,j(7)) = 0 fiir alle T € H im Widerspruch zur Tran-
szendenz von j. Offenbar hat F,(X,Y) damit den Grad r in X.

Bei den Funktionen Py(j(Mi7),...,j(M,7)) € Q[j(T)] hat die hochste auftretende
Polordnung in oo die Ordnung r = ¢4 (n) und diese tritt nur bei P, auf, wie man an
der genaueren Darstellung der P, nach Satz (3.1) sehen kann, denn einzig fiir k = r
werden hier  Funktionen mit einem Pol der Ordnung 1 bei co multipliziert. Fiir
0 < k < r werden hingegen hochstens r — 1 Funktionen mit einem Pol der Ordnung 1
bei co multiplizert, wodurch diese nicht die Ordnung r in co besitzen kénnen. Da die
Ordnung des Pols aber mit dem Grad des Polynoms in Q[j] tibereinstimmen muss
(das ergibt ein einfacher Koeffizientenvergleich, den wir auch schon in Paragraph
2 gesehen haben), sind alle P(j(M;7),...,j(M,7)) fiir 0 < k < r Polynome in j(7)
von einem Grad < r und fiir k = r ein Polynom in j(7) vom Grad r. Demnach hat
F,(X,Y) in Y ebenfalls den Grad r. O

In Anlehnung an [K] I. 7.3 nennt man F,(X,Y) = 0 die Modulargleichung vom Grad
n. Wir wollen diese an einem Beispiel noch etwas genauer betrachten.

(3.3) Beispiel
Es gilt F;(X,Y) = X — Y. Betrachte dazu

=X—j(7) fur alle T € H.

Wegen der Eindeutigkeitkeit von Fi(X,Y) nach Proposition (3.2) gilt damit bereits
(X, Y)=X-Y. o

— Eigenschaften von F,(X,Y) —

Fiir das weitere Vorgehen benotigen wir als Hilfsmittel das folgende

18



Anwendungen von Hecke-Operatoren §3 Die Modulargleichung

(3.4) Lemma
Ist n € IN quadratfrei, so gibt es zu jedem M € I', Matrizen K, L € T’ mit
KML = (1 0) .
0 n o
Beweis

Wegen [K] IV. 1.2 (2) kénnen wir von der Form

a b
M=(5 )
mitad = nund b (mod d) ausgehen. Weil n quadratfrei ist, sind 4 und d teilerfremd.

Nach [K] Lemma II. 3.2 existiert ein x € Z, so dass xa + b und d bereits teilerfremd
sind. Wiahle nun «, B € Z mit a(xa + b) + pd = 1. Dann folgt mit

[ B _(x =1\ (1 aa\ (x aax-—1
K_(—d xa+b) ‘mdL—(l 0)(0 1)_(1 wa )
(wobei K und L offensichtlich in I liegen, da sie beide Determinante 1 haben) die

Behauptung, denn es gilt dann

[« B a b\ (x waax—1
KML = (—d xa—l—b) (0 d) (1 aa )
ab + Bd x  aax —1
—bd 4 dxa + bd xa

wax +ab+pd  a’a’x — aa + «ab + waBd
—adx + adx —aa’xd + ad + adxa®

a(ax + b)+Bd  a’a(ax —b) + aaPfd — zw)
ad

0

(o) g

Dieses Lemma wollen wir nun noch mit einem Beispiel verdeutlichen und zudem
zeigen, dass die Darstellung keinesfalls eindeutig ist.

1 wa- 1—oca)
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(3.5) Beispiel

Sein =10und M = (3}). Da der Beweis des obigen Lemmas konstruktiv ist, wissen
wir, dass wir nun xa + b = 2x + 3 so wahlen miissen, dass 2x + 3 und 5 teilerfremd
sind. Es sind —1 und 2 zwei Moglichkeiten, diese Bedingung zu erfiillen. Nun sollen
a, B € Z so gewdhlt werden, dass

a(2x+3)+p-5=a(—2+3)+p-5=a+p-5=1furx= -1,
beziehungsweise so, dass
a(2x+3)+p-5=wa(4+3)+p-5=a-74+p-5=1furx =2.

Wihle also zum Beispiel « = 6 und p = —1 fiir x = —1 sowie « = —2 und f = 3 fiir
x = 2. Dann ergeben sich

6 —1 -1 -1\ /1 12 -1 —-13\ ..
K_(—S 1)undL—(1 0>(0 1)—<1 12)furx— 1,

sowie
-2 3 2 -1 1 —4 2 -9 .. o
K = (_5 7) und L = (1 0> (0 1 ) = <1 _4) fur x = 2,
und damit
23 1 —-13
o= (56D (G D)
_ 13 1 —13
o 10 —-10
10 . -
—(0 10) fiir x = —1,
sowie

KML = (:; §> ( ) G j)
N (—_140 290) G :Z)
= ((1) 100) ey =2

Sei nun K = V wieder der Kérper der Modulfunktionen. Dann kommen wir zu
dem zentralen
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(3.6) Satz
Sein € IN,n > 2, quadratfrei. Dann ist

F.(X,j) € K[X]
irreduzibel. Es gilt

F.(X,Y) = F,(Y,X) und F,(X, X)ecQ[X]\ {0} R

Beweis

Fir festes L € I' durchlduft nach dem Beweis von [K] IV. 1.3 mit M auch ML ein
Rechtsvertretersystem von I';, nach I'. Nach Proposition (3.2) ist F,(X,j) € Q[X,]],
also gilt F,(X,j) € K[X], da j € K. Betrachte nun die Abbildung

p: K - K, f— folL, mit K' =Kt +— j(MT),M € T].
Fiir alle M € T, gilt
@(T+— j(Mt)) = (1 — j(MLT)) € K' fiir alle T € H

da fiir L € T’ die Matrix ML offenbar wieder in I';, liegt. Damit ist ¢ wohldefiniert.
Es gilt sogar fiir f € Kund L €T, dass

f(Lt) = f(7) fur alle T € H, also ¢|x = Id |k.
Zudem ist
¢(f+8)=(f+goL=foLl+goL=g(f)+¢(g) firalle f,g € K
und

¢(f-8)=(f-8)oL=(foL)(goL)=o(f)e(g) furalle f,g € K,

das heifit ¢ ist ein Homomorphismus. Definiere nun ¢ : K’ — K/, f — fo L.
Dann gilt

(pop)(f)=¢(foL™)=foL loL=f

(o@)(f) =y(fol)=foLol™' =f

fiir alle f € K’,das heif8t ¢ ist bijektiv mit Umkehrabbildung . Insgesamt ist ¢ also
ein Automorphismus des Zerfallungskorpers K’ von F,(X, j) tiber K.

und

Zu M € T', wihle nun K, L € T nach Lemma (3.5), also so, dass KML = (} 9). Damit

erhilt man, dass
~1
KMt = <1 0) L't = L=

0 n n
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und damit

-1

jve) = jtkar) = (5.7
gilt. Folglich entstehen alle Nullstellen X = j(Mrt) fir M € T, des Polynoms
F.(X,j) aus der speziellen Nullstelle X = j(%) fir M = (}9) durch Anwendung
von Automorphismen von K’ iiber K. Angenommen, F,(X, j) wére nicht irreduzi-
bel iiber K, dann hétte F,(X, j) eine Darstellung F,(X,j) = pg mit p,q € K[X] und
p,q keine Einheiten. Sei nun x Nullstelle von F,(X,j). Dann ist ohne Einschréan-
kung x auch Nullstelle von p (sonst vertausche p und g), aber damit gilt auch
p(or(x)) = o(p(x)) = 01(0) = 0 fiir jeden beliebigen Automorphismus o7 von
K’ iiber K. Da alle Nullstellen von F,(X,j) aber durch Anwendung von Automor-
phismen von K’ iiber K entstehen, haben F,(X,j) und p bereits denselben Grad,
und somit muss g eine Einheit sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb ist
Fu. (X, j) irreduzibel tiber K.

Es bleibt also zu zeigen, dass
F.(X,Y)=F,(Y,X) und F,(X X)e€Q[X]\{0}
gilt. Aus (1 9) € T, folgt

Fu(j(nt),j(t)) = [ (j(nt)—j(Mt)) =0 fiiralle T € H,
MeTl:Ty,

wobei man ohne Einschrankung das Standard-Rechtsvertretersystem wihlen kann
(denn dann gilt (29) € T : T,). Ersetzt man nun 7 durch %, so folgt

F.(j(t),j(£)) =0 furalle T € H,

also ist F,(j(7),Y) € K[Y] durch Y — j(I) teilbar. Weil das Polynom

E(Y.j(r) = TI (¥—j(Mr))

Mel:I'y,

wie oben gezeigt irreduzibel ist und mit dem Standard-Rechtsvertretersystem der
Faktor Y — j(%) auftaucht (ndmlich fiir M = (}9)), also F,(Y,j(7)) durch Y —j(%)
teilbar ist, folgt, dass auch das Polynom F,(j(7),Y) € K[Y] durch F,(Y, (7)) teilbar
ist. Da beide Polynome nach Proposition (3.2) in Y den Grad c4(n) = r haben und
in Q[X, Y] liegen, gibt es ein ¢ € Q mit

Fo(X,Y) = cEu(Y, X).
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Setze nun X =Y, dann folgt
F.(X,X) = cF, (X, X),

also ¢ = 1 oder F,(X,X) = 0. Fir F,(X,X) = 0 hitte aber F,(X,j) die Funktion
j als Nullstelle, wére also durch X — j teilbar, was wegen r = ¢1(n) > 1 aber der
Irreduzibilitdt widerspricht. Demnach muss bereits F,(X, X) # 0 und damit ¢ = 1
gelten. O

— Folgerung aus Satz (3.6) —

Als Anwendung von Satz (3.6) zeigen wir den folgenden

(3.7) Satz

Gehort 7 € H zu einem imagindr-quadratischen Zahlkorper, so ist j(T) eine alge-
braische Zahl. o
Beweis

Gehort T € H zu einem imaginédr-quadratischen Zahlkorper, so besitzt T eine Dar-
stellung

T= %(b + ia\/ﬁ), beZ, adDeIN, D quadratfrei.

Zunichst gilt dann:

(2 0) B =P Lo (0 ) D) = D)

also

i JeT . . o .

jivD) =7 (VD)) = j(J5) = i(AR).
Fiir D = 1 hat man j(iv/1) = j(i) = 1728 € Q und fir D > 1 ist j(iv/D) nach
Proposition (3.2) und Satz (3.6) Nullstelle des Polynoms Fp(X,X) € Q[X]\ {0},

denn
(VD) VD) = TT (VD) = [(MivD)) =0
da fir M = (} 3) € I'p gilt j(MivD) = ](@) und F,(j(7),j(%)) =0 fiirallet € H

nach dem Beweis zu (3.6), also insbesondere fiir T = iv/D und n = D. Folglich ist
j(iv/D) algebraisch iiber Q.

Seinunad =nund b € Z, also

M = <g Z) ernmitM<i¢5>:””\/j++b:r
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Nach Proposition (3.2) ist j(7) Nullstelle des normierten Polynoms

F(X,j(ivD)) = ] (X— j(MivD) )€ Q(j(ivD))[X],
MeT:T, —~—

=j(t) fur M=M

also algebraisch iiber Q(j(iv/D)) und damit ebenfalls algebraisch iiber Q, da die

Erweiterungen Q(j(iv/D)) : Q und Q(j(7),j(iv'D)) : Q(j(iv/D)) endlich sind, und

damit nach Algebra I auch die Erweiterung Q(j(7), j(iv/D)) : Q endlich ist. O
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