Die algebraische Struktur der Hecke-Operatoren I
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Marc Ensenbach

Nachdem in den letzten beiden Vortragen Hecke-Operatoren definiert und ihre Ei-
genschaften und Anwendungen diskutiert wurden, soll nun die algebraische Struk-
tur hinter diesen Operatoren untersucht werden.

§1 Rechenregeln fiir Hecke-Operatoren

Als Vorbereitung fiir die algebraische Betrachtung der Hecke-Operatoren werden in
diesem Abschnitt zwei wichtige Rechenregeln hergeleitet.

— Multiplikativitat —

Die erste zu beweisende Rechenregel fiir Hecke-Operatoren trifft eine Aussage tiber
T T, fiir teilerfremde m, n € IN. Wesentliches Element des Beweises dieser Aussage
ist ein Zusammenhang zwischen Vertretersystemen von Restklassenringen ganzer
Zahlen.

(1.1) Lemma

Seien m,n € N teilerfremd und aq,a,,d1,dr» € Z mit a1dy = m und ad, = n. Ist
dann B; ein Vertretersystem von Z/diZ und B; ein Vertretersystem von Z/d,Z, so
ist {axby + bady | by € By und by € By} ein Vertretersystem von Z/dd>Z. o

Beweis

Da fiir jedes i € {1,2} Vertretersysteme von Z/d;,Z genau |d;| Elemente und Ver-
tretersysteme von Z/d1d,Z genau |d1d;| Elemente beinhalten, gentigt es zu zeigen,
dass die |d1dy| Zahlen der Form apby + byd; fiir by € By und by € By paarweise nicht
kongruent modulo d;d; sind.

Seien nun by, by € By und by, b € B, mit axby + bydy = apby + bpd; mod did,. Dann
gilt erst recht ayb] + bydy = apby + bpd; mod dj und somit a,b] = a,b; mod dq. Da
nach Voraussetzung m und n und damit erst recht a; und d; teilerfremd sind, gibt
es nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus x,y € Z mit a;x 4+ djy = 1, also
ax =1 mod dj, so dass aus apb] = ab; mod dq zunidchst a,xb] = a,xb; mod dq
und damit ] = b; mod d; folgt. Da B; nach Voraussetzung aber keine zwei ver-
schiedenen Zahlen, die zueinander kongruent modulo d; sind, enthélt, muss bereits
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b| = by gelten. Aus der Ausgangskongruenz ab] + bydy = aby + bpdy mod dyd
erhdlt man mit b} = by nun bjdy = bydy mod didy. Da di wegen aqdy = m € N
nicht gleich 0 sein darf, kann man durch d; dividieren und erhilt b, = by, mod dy,
und da B, ein Vertretersystem von Z/d,Z ist, erhdlt man daraus b, = by. Dies zeigt
die Behauptung. O

Mit dem gerade gezeigten Lemma stehen bereits alle notigen Hilfsmittel zum Beweis
der schon angekiindigten Multiplikativitdtsaussage zur Verfiigung.

(1.2) Satz
Sind m,n € N teilerfremde Zahlen und ist f € V(IH), so gilt

T f = Tonf = Tonf = TOT f

fir alle k € Z. o

Beweis
Fiir alle T € H gilt nach 1.1(6)

(T T £) (1) ,
_ _ k a7+
=Y ak Y T’S)(f)(ld 1)
aldlzm b1 mod dl 1
d1>0

a1T+b
llzld—ll + bz)

SIS oI o i

aldlzm b1 mod dl azdzzfl bz mod d2
d1>0 dr>0
_ k-1 d1do)k a1axT + azby + bpdy
SR D MECTIRED WD I C
amdi=m  aydr=n by modd; by mod dy 1642

d1>0 dr>0

(L1) ()1 Y Y (did)* Y f(%;jb)'

ﬂldlzm azdzzl’l b mod dldz
d1>0 dr>0

Da m und n teilerfremd sind, ist
{(a1,dy,az,d,) € 74 |ardy =m, dy >0, apdy =m, dp > 0}
— {(a,d) € Z*|ad = n, d > 0},

(a1,dq1,a2,dp) — (a1az,dqdy)
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eine Bijektion (denn fiir x,y € Z mit x | m und y | n kann man dann stets x und y
aus xy eindeutig bestimmen), also kann man weiter umformen

)1 YT byt Y (M)

mdi=m  ardr=n b mod dqd,
d1>0 dr>0

:(mn)k’l Z gk Z f(ﬂ;b)

aalli:;gn bmod d
= (Tl f) (7).

Somit ist die erste der behaupteten Gleichheiten bewiesen. Die zweite Gleichheit
erhdlt man wegen mn = nm, und die dritte Gleichheit ergibt sich dann wieder mit
dem bereits bewiesenen Teil. O

— Eine Rekursionsformel —

Nachdem im letzten Teilabschnitt gezeigt wurde, dass T}, T}, fiir m,n € IN teilerfremd
selbst wieder ein Hecke-Operator ist, stellt sich nun die Frage, ob dies auch im
Falle von nicht teilerfremden m,n € IN gilt. Es wird sich herausstellen, dass dies
im Allgemeinen falsch ist. Es gilt jedoch eine schwichere Aussage, die es gestattet,
T, T, als Linearkombination von Hecke-Operatoren zu schreiben.

Wie im letzten Teilabschnitt werden auch hier Beziehungen zwischen Vertretersys-
temen von Restklassenringen ganzer Zahlen benétigt.

(1.3) Lemma

Sei p eine Primzahl und v € INy. Ist dann B ein Vertretersystem von Z/p“Z und A
ein Vertretersystem von Z/ pZ, soist {b+ap”|b € Bund a € A} ein Vertretersystem
von Z/p*t17Z. o

Beweis

Wie im Beweis von (1.1) geniigt es zu zeigen, dass die Zahlen der Form b + ap®
fir b € B und a4 € A paarweise nicht kongruent modulo p°! sind. Seien nun
b, € Bund 4,4’ € A mit b+ap’ = b’ +a’p’ mod p’*!. Dann gilt erst recht
die Kongruenz b+ ap” = b’ + a’p’ mod p?, also b = b’ mod p”. Da b und V' zu
einem Vertretersystem von Z/p“Z gehoren, folgt somit b = b’. Eingesetzt in die
Ausgangskongruenz erhilt man damit b + ap’ = b+ a’p® mod p°™! und folglich
ap’ = a'p® mod p’*!, womit ein k € Z mit a'p® = ap® + kp’*! existiert. Dividiert
man nun beide Seiten durch p?, so erhdlt man a’ = a + kp, und da a und a’ zu einem
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Vertretersystem von Z/pZ gehoren, folgt somit a = a’. Damit ist die Behauptung
bewiesen. ]

Eine Art »Umkehrung« von (1.3) wird ebenfalls benétigt.

(1.4) Lemma

Sei p eine Primzahl und v € INy. Ist dann C ein Vertretersystem von Z/ pv“Z, SO
gibt es paarweise disjunkte Mengen By, ..., B, mit By U---U B, = C, so dass B; fiir
jedes 1 <i < p ein Vertretersystem von Z/p“Z ist. o

Beweis

Sei C = {cy,...,c}, wobei k = p gelte. Weiter sei B ein Vertretersystem von
Z/p°Z und A = {ay,...,a,} ein Vertretersystem von Z/pZ. Nach (1.3) ist dann
C':={b+a;p’|b € Bund1 < i < p} ein Vertretersystem von Z/p’+*1Z. Da auch
C ein Vertretersystem von Z/p“t!Z ist, gibt es eine Bijektion ¢ : C' — C, so dass
@(c') = ¢ mod p”*! fiir alle ¢’ € C’ gilt. Definiert man B; = {¢(b + a;p%) | b € B}
fir alle 1 <i < p, so liefert die Bijektivitdt von ¢, dass By, ..., B, paarweise disjunkt
sind und By U - - U B, = C gilt, und weiter hat man fiirjedesb € Bund 1 < i < p die
Kongruenz ¢(b + a;p°) = b+ a;p° mod p°"! und damit ¢(b + a;p°) = b mod p?,
womit folgt, dass jedes B; fiir 1 < i < p ein Vertretersystem von Z/p”Z umfasst. Da
B; dartiberhinaus nach Definition aufgrund der Bijektivitdt von ¢ genau p” Elemente
hat, folgt, dass B; fiir jedes 1 < i < p ein Vertretersystem von Z/p°Z ist. Damit ist
die Behauptung bewiesen. [

v+1

Als Hauptresultat dieses Teilabschnitts wird eine Rekursionsformel zur Berechnung
von Ty, f fiir den Fall, dass n eine Primzahlpotenz ist, bewiesen.

(1.5) Satz
Sei p eine Primzahl, r € IN und k € IN sowie f € V(H). Dann gilt

k k) - (k — k
Tr(JrJ)rlf = T;(JV)TF(J )f - pk 1Tr(,121f’

wobei man T(]g) = 1(k) als identische Abbildung auffasst. ©

p



Die algebraische Struktur der Hecke-Operatoren I §1 Rechenregeln

Beweis
Fiir alle T € H gilt

AT ) T at ol ()

ad=p" bmod d

a>0

_ pr(k—l) Zr:(pv)—k Z (Tr(»k)f) (W)
v=0 b mod p? pv

117 ph—1) v . —o Pt +b

:p(kl)zp k Z <k1f< )
v=0 b mod p? P

P T+b+a
2 (5)

(ke r o TU +b
:p(kl)zp k Z klf( T )

v=1 b mod pv
+p(r+1)(k—1)f(pr+1T)

. oo B =0T 4 b+ ap
p(k 1)vak Z pl Z f<P Tperl aP).

v=0 b mod p? amod p

Da f periodisch zur Periode 1 ist, gilt fiir b = b’ mod p°~! stets

pr—UT+b/ B pT—UT+b
f (T =f T )

Mit (1.4) erhdlt man daraus

3 klf(rvr+b>_p 3 klf(rvwb)

b mod p? b mod p?—1
7’ v
_ K T+b
=r ) f( )
b mod p?-1
Weiter hat man

_ Ut 4+ b+ ap? 13) prlt+c
ZPIZf(p po+ p) p Zf( o )

b mod p¥ amod p ¢ mod pU+1
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Mit diesen Gleichungen erhélt man nun

pr(k—l) ip—vk Z k— 1f( P ”r+b> _I_p(r-q-l)(k—l)f(pr—klr)

v=1 b mod p?

D) e B "= 4 b+ ap?®
+p(k 1)279 ¢ Z p! Z f<p Tpv+1 ap)

v=0 b mod p? amod p

F=1) V= . —(0—1)k P UT+b (r+1)(k=1) ¢ r+1
= p Yy Y. f +p fF(pto)

v=1 b mod pv—1

e 7 ok TUT—{—C
g g (e
V=

¢ mod p?+1

r—1 r—uv—
_ pr(k—l) Z p—vk Z f (P '+ b) + p(r+1)(k—1)f(pr+1T)

v
v=0 b mod p?¥ p

B r+1 B rfv+1T_{_C
_|_p(r+l)(k 1) ZP vk Z f<P )

v
v=1 ¢ mod p? p

L16)  p(1) (v 1) (ke
= pr e Dp= (T, £ (1)

mklzp y (u)

¢ mod p? p’
=0 (7, £ ()
+plr D= & (), £ (7)
= P + (T (),

also insgesamt

k) (k — k k
T;(Jr)Tig )f = pk 1Tr(,r21f+ T;ErJ)rlf’
was die Behauptung beweist. O]

Als Anwendung des gerade bewiesenen Satzes erhidlt man eine Formel, die T}, T},
als Linearkombination von Hecke-Operatoren darstellt, wenn m und n Potenzen
derselben Primzahl p € IN sind.
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§1 Rechenregeln

(1.6) Korollar
Sei p eine Primzahl und k € IN. Weiter seien r,s € INy. Dann gilt

min{r,s}
(k) (k) _ v(k—1) (k)
Ty Ty = Y, P | DTP’“*ZU'
v=0
Insbesondere gilt T;S’f) T;]:) = T;’sc) T;]f)

Beweis
Beweise die Behauptung durch Induktion nach s.

(IA) Die Behauptung fiir s = 0 ist trivial, fiir s = 1 ist sie dquivalent zu (1.5).

(IV) Sei nun s € IN, und es gelte die Behauptung mit s’ anstelle von s fiir alle s’ < s.

(IS) Es gilt

K) (k) (1L5) (k) (oK) ok 1K) Q) e (K) 1 () ()
r 7, O - ) = TP TO T — prri T,
min{r,s} min{r,s—1}
(V) 1)k k - 1)k
= Z pv(k 1)T’Sr3-s—2vT}g ) - pk ! Z pv(k 1)Tr(,r4)rsflev
v=0 v=0

= 2 pv(kil) TFEIV?-S—ZZ) Tr(Jk) + 2 pv(kil) TFEIV?-S—ZZ) Tr(lk)

0<ov<min{r,s} 0<v<min{r,s}
}’+S*2'U<1 7’+S*2'021
min{r,s—1} ®
_pk—l Z pv(k_l) TprJrsflev
v=0
=y pevrgn
0<v<min{r,s}
r+s—2v<1
o(k—1) (k) k—17(K)
i 0<v<§i:n{r s} ’ (TPHSQUH r Tl’r*s*z”*l)
Trs—20>1
min{r,s—1} ®
_pkil Z pv(kil) TprJrsflev

v=0

_ 5 pv(k,l)T(kl ) Trgk)+ y pv(kq)T(k)
pV §—20

0<v<min{r,s}
r+s—2v<1

0<v<min{r,s}
r+s—2v>1

min{r,s—1}
4 2 p(v+1)(k—1) T®)

pr+572071 -
0<v<min{r,s}
r+s—2v>1

v=0

Z p(erl)(kfl)T(k)

pr+572v+1

pr+572071 .
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Im Falle r > s+ 1 gilt fir 0 < v < min{r,s} = sstetsr+s—2v > r—ov > 1 und
min{r,s — 1} = s — 1, also vereinfacht sich obige Gleichung dann zu

k = “1) ek
V s+1 - Z p k 1 r+s 2v+1+2 p U+1 k 1) Tr(,r-)ks—Zv—l_ Z p(v+1)(k 1)Tr(7r-)ks—20—1

v=0 v=0
k
- Z p k 1 r+s 20+1 + p(5+1)(k 1)T1573572571
s+1 min{r,s+1}
— k — k
= Z pv(k 1)Tr(,rlsfzv+1 = Z pv(k 1)Tr(,rJ)rsf2v+1/
=0 v=0

was die Behauptung fiir s + 1 anstelle von s ist. Im Falle r = s gilt r +s5s —20v = 0
firv =sund r+s—2v > 1 fir alle 0 < v < s sowie min{r,s — 1} = s —1, also
vereinfacht sich obige Gleichung zu

IO, e Y o1

p p5+1 p . p25720+1
V=
s=1 D (k1) m(k 1) (k—1) (k)
_|_ Z p(v+ )( )szs 20—-1 Z p '0+ )TPZS 2v—1
v=0
s—1
— k k
= Ps(k 1)T1( )Tlg ) + Z pv(k 1 25 20+1 T Zp ok 1 25 201
v=0
min{r,s+1}
= - k
= Z pv(k 1>T;§r4)rsf2v+1’
v=0

was die Behauptung fiir s + 1 anstelle von s ist. Im Falle r < s schliefilich gilt fiir
0 <v <min{r,s} =rstetsr+s—2v >s—ov > 1 und min{r,s — 1} = r, also
vereinfacht sich obige Gleichung dann zu

k) (k v k S (041) (k—1) ok
T}S")T]gsll = Z p k 1 r+s 20+1+Zop +1 k 1)T]§r3-s—20—1_20p( +1)(k 1)T;5r-?-s—221—1
=
min{r,s+1}
v(k— k
= Z p k 1 r+s 2041 — Z P (k 1)T;§7“?’S*2U+1/
v=0

was ebenfalls die Behauptung fiir s + 1 anstelle von s ist. Somit ist der Induktions-
schluss vollstandig. O
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§2 Die Algebra der Hecke-Operatoren

In diesem Abschnitt wird aus den Hecke-Operatoren eine C-Algebra von Endo-
morphismen von M konstruiert. Zunédchst wird dazu eine Bezeichnung fiir den
zugrundeliegenden C-Vektorraum eingefiihrt.

(2.1) Bezeichnung
Fiir jedes k € IN fiihrt man die Bezeichnung

{ZM

neN

N C N endlichund &, € C fiirallen € N }
ein. o

Nun wird der C-Vektorraum Hj zusammen mit einer weiteren Verkniipfung zu einer
Algebra gemacht.

(2.2) Satz

Sei k € INy. Der C-Vektorraum H; wird zusammen mit der Hintereinanderausfiih-
rung von Operatoren zu einer kommutativen C-Algebra mit Eins, die Unteralgebra
von End My, ist, wobei End M die C- Algebra aller Endomorphismen auf Mj be-
zeichnet. Als C-Algebra wird Hy von den T( ) fitr Primzahlen p € IN erzeugt. Sind
m,n € N, so gilt

TOTE = Yy a1l

d|(m,n) @
a>0
Insbesondere glbt es zZu ]edem n € N eine endliche Menge {p1,...,p;} von Prim-
zahlen, so dass T\") € Q[ pl L T )] gilt. o
Beweis

(1) Das Einselement von ‘Hy ist die identische Abbildung T;, und dass H; € End M
gilt, folgt nach Definition von Hj bereits aus der Tatsache, dass T}, fiir jedes n € IN
nach Korollar 1.3 ein Endomorphismus von My ist.

(2) Fiir jedes r € INp und jede Primzahl p € IN ist T( ) ein Polynom in T( ) mit
Koeffizienten in Q: Fiir r € {0, 1} ist diese Aussage klar. Ist r > 1und ist T( ) fur alle
s < r ein Polynom in T(k) mit Koeffizienten in Q, so ist auch

k) (19 7®)

p}’

T T -y,

pr+1
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als Produkt von Polynomen selbst wieder ein Polynom in Trgk)

Q. Induktiv folgt nun die Behauptung.

mit Koeffizienten in

(3) Die Hecke-Algebra Hj ist kommutativ: Fiihre zunéchst die Bezeichnung v,(n)
tur alle n € IN und Primzahlen p € IN fiir die Vielfachheit von p in der Primfaktor-
zerlegung von 7 ein, so dass stets

n = H pvp ()
p Primzahl

gilt. Sind nun R, S € Hj mit

R=Y auTi¥) und S=Y B,T"

meM neN

tiir endliche Mengen M, N C IN, so folgt
RS = (Z T, ) (Z BuT} ) Y amBa T T
meM neN meM

1.2)
meM p Prlmzahl p Prlmzahl P

neN

= Y awps [ TO,,TY,
meM p Primzahl P P
neN

Zu jeder Primzahl p € N existiert nach (2) fiir jedes m € M ein Polynom Fy, , € Q[X]
und fiir jedes n € N ein Polynom G, , € Q[X] mit

k k k
T;vg<m) — Fup(TS) und T;UZ(H) — G p(TI).

10
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also folgt
(k) (k) _ (k) (k)
Z X P H Tpvp(m)Tpvp(n) = Z X P H Fm,p(Tp )Gn,p(Tp )
nrz EZ\N/I p Primzahl nn1 g%[ p Primzahl
k
— Y B [ Gup(T)Enp(TSO)
mgﬁ]/l p Primzahl
n
— Z,Bn‘xm H T() T())
mgﬁ]/l p Primzahl P?
n

- Eee T r0) (T )

PP PP
meM p Primzahl p Primzahl
neN

1.2) k) (k
= z ,Bn“mTé )Trg1)
meM
neN

_ (2 ﬁJ,S”) ( Y [me,Sj‘)> — SR.
neN meM

(4) Zeige nun die Formel fiir das Produkt zweier Hecke-Operatoren durch Induktion
nach der Anzahl w der verschiedenen Primteiler von mn. Ist w = 1, so existieren
1,5 € INg und eine Primzahl p € IN mit m = p” sowie n = p°. Dann hat man
min{r,s}
k) (k k) (k) (1.6) — k
T751)Tr(1 ) — T( )T(s) =0 g pv(k 1)Térls—2v — Z dk 1T

d|(p"p°)
4=0

Sei nun w > 2, und es sei die behauptete Produktformel bereits fiir m',n’ € N
anstelle von m beziehungsweise n bewiesen, wenn m'n’ genau w — 1 verschiedene
Primteiler hat. Betrachte zundchst den Fall, dass m und # teilerfremd sind. Dann gilt

T® k) (12) T( ) _ 1k—1T§17kn) -y dk—lT’(nLZ).
) az
d>0

Andernfalls wihle eine Primzahl p € IN mit p | (m, n). Dann gibt es m’,n’ € IN und

r,s € Nmitm = p"m’ und n = p*n’ sowie p f m’ und p } n’. Dann folgt auch p J m'n’

aber es gilt g | m'n’ fiir Primzahlen q # p genau dann, wenn ¢ | mn gilt. Somit hat

m'n’ genau w — 1 verschiedene Primteiler. Gemif Induktionsvoraussetzung gilt nun
T(k)T(k) — Z dkflT(lf)/'

m “nl T
d\(m’,n’) 42
a>0

11
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Damit erhilt man

T 6 _ gl

t(p"p°), t>0 2 &
d|(m,n), d>0
(Lf) Z (td)k_lT(k) L
t(p"p®), t>0 : fzjinzn
d|(mm), d>0
_ y uk—1T(ir<) o= ¥ =17k
ul(prm’,psn’), u>0 : puT - ul(m,n), u>0 2
(5) Fiir jedes n € IN gilt
_ k) _ (k)
TTZ - H Tpvp(n) - H Gn/p(Tp )
p Primzahl p Primzahl
mit den Bezeichnungen aus (3). Da v,(n) = 0 nur fiir endlich viele Primzahlen

p € N gilt, kann auch G, nur fiir endlich viele Primzahlen p € IN von 1 verschieden
sein. Bezeichnet man diese Primzahlen mit py, ..., p;, so gilt

l
k k k k
T Gup(T") = [T (Ty) € QT Tyl
p Primza 1=

O]
Die gerade bewiesenen Eigenschaften von H; geben Anlass zu der folgenden Defi-
nition.

(2.3) Definition (Hecke-Algebra)

Sei k € INy. Der C-Vektorraum Hj zusammen mit der Hintereinanderausfiihrung
von Operatoren heifst Hecke-Algebra vom Gewicht k. Kurz wird auch von der Hecke-
Algebra Hj gesprochen. o

§3 Die Eisenstein-Reihen als simultane Eigenformen

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts werden nun fiir die Untersuchung simultaner
Eigenformen verwendet.

12
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(3.1) Korollar
Sei k € N und f € M nicht konstant mit a¢(1) # 0. Dann sind dquivalent:

(i) Die Funktion f ist simultane Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren.
(ii) Zu jeder Primzahl p gibt es ein A¢(p) € C mit TF(,k)f = As(p)f-
(iii) Fiir jede Primzahl p und alle m € INj gilt

ap(plag(m) = ap(1)(af(mp) + Pk_lﬂéf(%))z

wobei im Fall p J/ m noch « f(%) = 0 gesetzt sei.
Ist eine der Bedingung (i), (ii), (iii) erfiillt, so gilt

(1) f fir alle n € IN.

(k)
Tn p—
f ar(1) o

Beweis
(i) = (ii): trivial

(ii) = (i): Sei n € IN. Gemaf3 (2.2) existieren Primzahlen py, ..., p; € N, eine endliche
Menge I C N’ und ¢; € Q fur alle i € I mit

T]/(lk) — | Z Ci(Trgllc))il . (Tr()ic))ll/

also

Tr(zk)f _ | Z Ci(T;glf))il . (T,g‘))i’f
N
= L cihg(pr) ! (Tpy)) - (T )i

== Y ars(p) - As(p)' S,

i:(il,...,il)EI

also ist f eine Eigenform von T;,. Da n € IN beliebig war, folgt (i).
(ii) < (iii): Nach Korollar 1.1 gilt

(m) = {txf(mp), falls p f m,
f ar(mp) + pk_locf(%), falls p | m,

13
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also mit der Konvention aus (iii) stets a._ f(m) = ag(mp) + pF1a f(%). Somit gilt
P

T, f = Ap(p)f &
Vm € Np : aT,Ek)f(m) = As(p)as(m) &

Vm € No: ap(mp) + p*ap(%) = Ap(pag(m).

Ist diese Bedingung erfiillt, so folgt fiir m = 1 insbesondere af(p) = Af(p)as(1),
also hat man

Vm € No : af(mp) + pk_ltxf(%) = As(p)ag(m) =
v € No: ay(1)(ap(mp) + p*lag (%)) = ap(DAs(plag(m) = ay(plag(m),

was die Bedingung aus (iii) ist. Damit ist (ii) = (iii) bewiesen. Nun sei umgekehrt die
Bedingung aus (iii) erfiillt. Wegen a¢(1) # Oist A¢(p) := a f(l)_ltx £(p) wohldefiniert.
Nun gilt

Vm € Ny : zxf(p)ocf(m) = ocf(l)(zxf(mp) + pkilocf(%)) “fg#o

¥m € No: ap(1) " ap(plag(m) = (ap(mp) +p*lap(B)) =
Vm € No: Ag(p)ag(m) = (af(mp) + Pk_ll"f(%)),

was nach obiger Aquivalenzumformung gleichbedeutend mit der Bedingung aus (ii)
ist. [

Mit diesem Korollar kann gezeigt werden, dass die Eisensteinreihen simultane Ei-
genformen sind. Das folgende Lemma dient als Vorbereitung des Beweises.

(3.2) Lemma
Sei k € N und a(m) = 0y_1(m) fiir alle m € IN. Fiir jede Primzahl p gilt dann

a(p)a(m) = a(mp) + p*la(%),
wenn man tx(%) = 0 fur im Falle p [ m setzt. o

Beweis
Sei p € N eine Primzahl. Fiir jedes r € IN gilt

r r k—1 : v\k—1 . k—1\v (pk—l)r—l—l -1
“(P):Uk—l(P)=Zd =Z(P) =Z(P ) - 11
d|p" v=0 0=0 Pt =
d>0
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also hat man

k—1)2 1 (pk—l)r—H -1

alp)ar) = L e = 4 )

(pk—l)rJrZ € (pk—l)rJrl _ Pk—l -1

(pk—l)r—H -1
pk—l -1

pk—l -1
(G I VR Al (VAR )
pk—l —1
k—=1\r+2 1 B k—=1\r __ 1 . B .
_ (r—) +pk () = a(p ) + pFla(pr )

pkfl -1 pk—l -1

fir alle r € IN.

Ist p kein Teiler von m, so gilt a(p)a(m) = a(mp) aufgrund der Multiplikativitdt von
0k—1, was die Behauptung in diesem Fall beweist. Sei nun p ein Teiler von m. Dann
gibtes ein 7 € IN und ein m’ € N mit p / m’ und m = p"m’. Mit der oben bewiesenen
Formel fiir a(p)a(p”) und der Multiplikativitat der o;_; erhdlt man

a(p)a(m) = a(p)a(p'm’) = a(p)a(p a(m') = (a(p"™") + p*la(p’1))a(m')
— “(pr+1)a(m/) + pkillx(prfl)[x(ml) _ “(pr+1m/) + pk—l“(prflm/)
= a(pp'm') + P a(p~p'm') = a(pm) + p*la(%),
was den Beweis der Behauptung abschliefst. O]

Mit diesem Hilfsresultat kann nun die schon angekiindigte Aussage, dass Eisenstein-
Reihen simultane Eigenformen sind, bewiesen werden.

(3.3) Korollar
Die Eisenstein-Reihe Gy ist fiir jedes gerade k € IN mit k > 4 eine simultane Eigen-
form, genauer gilt

T,gk) Gy = (Tk,l(n)Gk fiir alle n € IN. o
Beweis
Nach Satz 1.4.2 gilt
2mi)k & .
Gr(t) =20(k) +2 (5( ~ 1))' Y o1 (m)e™mT
"m=1

15
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fiir alle T € H, also hat man «¢, (0) = 27 (k) und

L (2mi)k
D‘Gk( ) Z(k )' ( )

(27ti)k

fur alle m € N, insbesondere ag (1) = 2 - wegen a(1) = o_1(1) = 1, also
ag, (1) #0.Istm € N und p € N eine Prlmzahf so gilt dann

DE\’ e\’
ag, (p)ag, (m) = (2 ((sz1))'> a(p)a(m) 3.2) (2 ((szl))') (a(mp) + Pk_lzx(%))

K ,
:2(5{27_111))! (2(227_112)! (mp) + P 12(5{27rzl)> a(%))
=ag, (1)(ag, (mp) + pk_lﬂéck(%))-

Fiir jede Primzahl p € IN gilt weiter

i)k i)k
06, ()G, (0) = 220 a(p) 2000 = 2 o1 (p) 240

(27}

=20 () 20() = a6, (D (14 P, 0)

= ag, (1) (aG, (0 p) + P lag, (9)).

Insgesamt ist somit die Bedingung (iii) aus (3.1) erfiillt, was beweist, dass Gi eine
simultane Eigenform ist. Weiter erhélt man aus diesem Korollar

o (27t
W, _ %6 o et an) _oea(n) _
T, Gy = G = = = 0j_1(n
e T 2y T e oo
tiir alle n € IN, was den Beweis der Behauptung vervollstandigt. [

Der folgende Satz beinhaltet eine Umkehrung von (3.3).

(3.4) Satz

Sei k € IN gerade mit k > 4 und f € M mit le(O) = 1.Gibteseinn € N mitn > 2,
so dass f eine Eigenform beziiglich T,gk) ist, so gilt bereits f = G/. o
Beweis

Ist T,(lk)f = As(n)f, so gilt

(0) Lemga 1.1

Ok-1(n) = o1 (n)ay arw (0) = Ap(n)ag(0) = As(n),
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also T(k)

n f = 0r_1(n). Setze g = f — G. Dann gilt ¢ € S, da f und G} jeweils den
nullten Fourierkoeffizienten 1 haben. Weiter gilt
k k k) ~x k) ~x (33) %
T =TV f_THG = 0 _1(n)f — TVG; 'Z o1 (n) f — 0_1(n) G}
— g1 (n)(f = Gf) = o1 (m)g.
Annahme: g # 0. Dann folgt mit Proposition 1.4

k
Or—1(n) = [Ag(n)| < nzo_1(n).
Andererseits hat man

1 iyl
d|n d|n d\nd d\nd
k=1 ko 1 kv 1
=Y dt+y n —nzy S -n2) 4
d|n d|n <d> d|n d dln %
_ k—1 k=L 1 d
;(d () - (d+n
_Zé d_k_|_n§71 1_d_2
d|n nlé dk-2 n
_yn (1)2(@)“_1_(1)2
P d N d n
_ £(1_<¢_ﬁ)k‘2> ((i)"_ )
<0, dﬁ n>2 <0, dj;i n>2
= n Y (

P — (Vo)) (V) k= 1)

008 ()

a>1
()7 ()
a>1

da fiir d < \/n sowohl 1 — (y/n/d)*=2 als auch (d/+/n)¥ — 1 negativ sind, fiirr d > /n
diese beiden Faktoren positiv sind und fiir d = \/n beide Faktoren den Wert 0 haben.
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Dies stellt einen Widerspruch zur Ungleichung oy 1(n) < nga_l(n) dar, die oben
gezeigt wurde. Deshalb muss die Annahme g # 0 falsch sein. Es gilt also g = 0, was
dquivalent zu f = Gy ist. Dies beweist die Behauptung. [
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