Die algebraische Struktur der Hecke-Operatoren II
Vortrag zum Seminar zur Hoheren Funktionentheorie, 18.06.2008

Till Dieckmann

§1 Ganzheitsbasen

(1.1) Definition (Ganze Modulformen mit ganzen Fourier-Koeffizienten)
Fir k € N definiert man

MZ .= {f € My; ap(m) € Z fur allem € Z}

sowie

SZ .= MZNS;.
Hierbei sei wie gewohnt My beziehungsweise S; der Raum der ganzen Modulfor-
men beziehungsweise der Spitzenformen vom Gewicht k. Fiir m € Z bezeichne
a¢(m) den m-ten Fourier-Koeffizienten von f. o

(1.2) Bemerkungen
a) Die Mengen MZ und SZ bilden zusammen mit der gewthnlichen Addition
eine abelsche Gruppe, also einen Modul iiber Z. Spdter werden wir sehen,
dass MZ sogar frei ist und eine Z-Basis besitzt, welche auch gleichzeitig eine
C-Basis von My ist. Indem man die Fourier-Entwicklungen formal ausmulti-
pliziert, erhdlt man noch

MZ-M# C MZ, fir alle k, I € N.

b) Fiir die normierten Eisenstein-Reihen G; und G; gelten gemafd [K] IIL 2.1
(10),(11) die Fourier-Entwicklungen

Gi(t) =1+240 ) o3 (m)e¥™ ™ fiir alle T € H

m=1

sowie -
Ge(t) =1—504 Y o5(m)e™™7 fir alle T € H,
m=1
wobei 0y (m) := Y4, d" fiir alle m € N. Insbesondere gehért G zu MZ und
G} zu MZ.
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¢) Nach [K] III. 2.2 (4) besitzt die normierte Diskriminante A* die Fourier-

Entwicklung

A (t) = Y t(m)e*™™T fiir alle T € H,
m=1

mit T(m) € Z fir alle m € N und 7(1) = 1. Da A* zu Sy, gehort, schlieSit man
auch A* € S%,. o

Wir berechnen die ersten Raume.

(1.3) Lemma
a) Es gilt
MZ =27,
M3 = {0},
MZ = 7G},
MZ = 7G;,
Mg = ZG}?,
M% = ZG}G¢.
b) Es gilt
M{ = Zg & My A"
tiir alle kK > 12 und beliebiges normiertes g € ]MkZ. o
Beweis

a)

b)

Nach [K] Proposition III. 4.1 hat man My = C sowie M, = {0} und somit
natiirlich auch IMOZ = Z und IMZZ = {0}.Seinunk € {4,6,8,10} und bezeichne
gx das entsprechende Produkt von Eisenstein-Reihen aus der Aussage in a).
Nach (1.2) ist g in ]MkZ enthalten. Sei nun umgekehrt f € ]MkZ. Da fiir diese
Wahl von k der Raum My eindimensional ist, hat man somit f = cgy fiir ein
c € C. Wegen ¢ = cag, (0) = af(0) € Z folgt also auch ¢ € Z.

Sei nun k > 12 und g € ]1\/IkZ normiert. Die rechte Seite der Gleichung aus
b) ist dann in M# enthalten. Ist nun f € MZ, so hat man wegen a4(0) = 1
sicherlich f — as(0)g € MZ NS, = SZ. Nach [K] Satz IIL. 4.1 gilt A*(1) # 0
fir alle T € H sowie A* € S£ gemidf (1.2) c). Somit ist (A*)~! holomorph
auf H, modular vom Gewicht —12. Wendet man [K] Proposition 1. 4.4 auf
T — e 2MTA* an, so folgt, dass (A*) ! ebenso eine Fourier-Entwicklung mit
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ganzzahligen Koeffizienten besitzt. Wegen (A*) ! (f —as(0)g) € MZ ,, erhalt
man schliefdlich

f=u ((A*)‘1 (f - txf(O)g)) +ap(0)g € Zg M A" O

Wir kommen nun zum angekiindigten Ergebnis:

(1.4) Satz
Der Z-Modul leZ ist frei vom Rang dim¢ M. Man erhélt Z-Basen rekursiv in der
Form

{gv(A*)”; 0<v< {%J } ,falls k #15 2,

k
{gv(A*)U; 0<ov< LEJ } ,falls k =1, 2,
fiir normierte g, € MZ |, . Die Z-Basen sind zugleich C-Basen von M. o

Beweis

Nach (1.3) a) hat man ]M? = Z, also ist ]Mg frei vom Rang 1 = dim¢ Mj. Ebenso
liefert MZ = {0}, dass MZ frei vom Rang 0 = dim¢ M ist. Fiir k € {4,6,8,10}
hat man nach der Dimensionsformel aus [K] III. 4.1 dim¢c My =1+ L%J =1, sowie
nach (1.3) a) auch MZ = Z.gx. Man schliefit, dass leZ frei vom Rang 1 = dim¢ M
ist. Gemaf (1.3) b) gilt M%, = Zg & ZA* fiir beliebiges normiertes ¢ € M%. Somit
ist ]Mlz2 frei vom Rang 2 = dim¢ Mjp. Wir fithren eine Induktion tiber k € Ny fiir
k gerade. Sei die Behauptung also fiir festes k > 12 bereits wahr. Ist k +2 %15 2,
so auch k — 10 #j» 2. Nach (1.3) hat man IM‘kZJrz = Zg ®MZ | A* fiir beliebige
normierte ¢ € Mkz+2. Nach Voraussetzung ist MZ ,, frei vom Rang dim¢ IM_19, mit

einer Z-Basis der Form
k—10
{gvA*v, 0<o< {—12 J }

tiir normierte g, € My _19_12,, Welche auch eine C-Basis von IM_ ¢ ist. Somit ist die
Menge

fosroses 5] - fuanwrases 52}

eine Z-Basis von MkZ+2. Nach [K] IIL. 4.2 (1) hat man M;,, = CG; © Mj_1pA*, und
deshalb bildet B auch eine C-Basis von My ;. Den Fall k 4+ 2 =1, 2 behandelt man
analog.
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(1.5) Bemerkung
Eine Basis wie in (1.4) nennt man auch Ganzheitsbasis von M. o

(1.6) Korollar
a) Skz ist einer freier Z-Modul.
b) Es gilt 5 = A*MZ |, fiir alle k > 12.
c¢) Man hat Rang, $Z = Rang, MZ .

Beweis
a) Als Untermodul des freien Moduls IM‘kZ ist auch Skz frei.

b) Offenbar ist die rechte Seite in SkZ enthalten. Hat man nun f € SZ 5o ist
f(a*)~t € MZ ,, denn (A*)~! ist holomorph auf H und besitzt eine Fourier-
Entwicklung tiber Z. Man vergleiche hierzu auch den Beweis von (1.3) b). So-
mit folgt

f=n8 (M) € MM g,

¢) Das folgt direkt mit b). [

(1.7) Bemerkung
Sei B eine Ganzheitsbasis von Mj_1, fiir k > 12. Nach (1.6) b) ist dann A* - B eine
Ganzheitsbasis von 5. o

§2 Ganzzahlige Darstellungen
Fiir k > 0 gerade bezeichne T, := T

(2.1) Lemma
Die Moduln MZ und SZ sind Ty-invariant. Es gilt also

den n-ten Hecke-Operator zum Gewicht k.

T,MZ C MZ und T,SZ C S

fir alle n € IN. o

Beweis
Fiir f € MZ sei g := T,,f. Nach [K] Lemma IV. 1.1 hat man

Z d“ o Z;l ) € Z fir alle m € Ny.

d|mn

Da T, Spitzenformen auf Spitzenformen abbildet, folgt die Behauptung. [
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Fiir eine Basis B von S; hat man bekanntlich einen C-Algebren-Isomorphismus
¢ : Endc S, — C™,
¢ — Mpz(o).

mit f = dim¢ Sg. Hierbei bezeichnet Mg(0) die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich
der Basis B.

Wir wollen die Bilder von T}, unter ¢ bestimmen, und erhalten folgenden

(2.2) Satz
Sei t = dim¢g Sg und B = {g1, ..., 4t} eine Ganzheitsbasis von Sy. Fiir n € IN definie-
re A(n) := ¢(T,). Dann gilt:

a) A(n) € Zt,

b) A(n)A(m) = Ly d T ALE),

c) HZ := ¢p(Hy) = (A(n); n € N)z = (A(p); p € P)z als unitdre Z-Algebra. o

Beweis
a) Seiv € {1,...,t}. Nach (2.1) ist T,gy € ]Mkz, das heifdt, es existieren eindeutig
bestimmte a,,(n) € Z fir 1 < p,v < t mit T,g, = Z;:l a,y(n)gy, da B eine
Z-Basis von MZ ist. Somit ist A(n) = ¢(Ty) = (auw(n))1<pp<r € ZH.

b) Da ¢ ein Homomorphismus zwischen Algebren ist, folgt die Behauptung aus
[K] Satz IV. 2.3 (2).

c) Da Isomorphismen insbesondere Erzeugendensysteme auf Erzeugendensyste-
me abbilden, folgt die Behauptung wieder aus [K] Satz IV. 2.3. [

Aus (2.2) konnen wir nun Schliisse fiir die Figenwerte der Hecke-Operatoren T,
ziehen:

(2.3) Korollar
Die Eigenwerte der Hecke-Operatoren T, auf Mj sind ganz-algebraische Zahlen
vom Grad kleiner gleich t. o

Beweis

Wegen M, = {0} ist die Behauptung in diesem Fall bereits klar. Sei also k > 4 gera-
de. Nach linearer Algebra sind die Eigenwerte von T, auf S; gerade die Eigenwerte
der korrespondierenden Darstellungsmatrix A(n) aus (2.2). Diese sind aber gerade
die Nullstellen des normierten Polynoms x 4(,)(X) = det(XE — A(n)) € Z[X] vom
Grad t. Sei nun f € IM; mit af(0) # 0 eine Eigenfunktion von T, zum Eigenwert A.
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Wegen T = Idyy, ist 1 der einzige Eigenwert von Tj. Ist n > 1, so existiert nach [K]
Satz IV. 2.4 ein ¢ € C* mit f = c- G}. Man erhélt A = 03_1(n) € Z aus [K] Korollar

IV. 24. U
(2.4) Korollar
Sei f € My eine simultane Eigenform mit af(1) = 1. Dann sind die Fourier-

Koeffizienten a ¢ (n) fiir alle n € IN ganz-algebraische Zahlen vom Grad kleiner gleich
t.

Beweis
Wegen af(1) = 1 hat man nach [K] Lemma IV. 1.4 A¢(n) = af(n) fiir alle n € IN.
Dann folgt die Behauptung aus (2.3). O

§3 Anwendungen: Sy4

Im Folgenden betrachten wir die Hecke-Operatoren T;, als Elemente von End¢ So4
und untersuchen die Eigenschaften der entsprechenden Darstellungsmatrizen A(p)
aus (2.2) fir p € IP.

Aus der Dimensionsformel [K] III. 4.1 schliest man dim¢ Sp4 = 2. Nach Satz (1.4) ist
B = {(G})?A*, (A*)?} eine Ganzheitsbasis von Sy4. Es sei g1 := (G )2A*, gp 1= (A*)?
und a;(m) := ag;(m) fiir alle m € N und j = 1,2. Setzt man g = ¢*™" fiir T € H, so
erhdlt man nach [K] IV. 2.6 die Fourier-Entwicklungen

g1(t) =q—2%-3.43.4>+22.32.72.139 - ¢° +2°.31-5527 - g* + ...,
o(t)=¢>—-2+3.44+2%.33 5.4+ ...,

Wir berechnen die Wirkung von T}, auf B fiir alle p € IP und erhalten folgendes

(3.1) Lemma
Es ist
A2)=-2%-3-43-E4+ Amit A = 0 !
- T \2°.36.7223.3.131 )’
sowie

- 0 a(p)
Alp) = aa(p)E+ (C(P) n(p) — “1(P)>
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tiar p > 3. Hierbei ist

&(p) :==a1(2p) - +2°-3-43- w1 (p),
n(p) == a2 (2p) +2°-3-43 - ar(p). N

Beweis
Sei hy = T>g1. Nach [K] Lemma IV. 1.1 gilt fiir alle m € IN und p € P die allgemeine
Formel
ar(pm) 4+ p2 - ar(2), fallsp|m,
wr, () = fpm) +p= - ap () pl
ar(pm), falls p [ m.

Somit hat man

ap, (1) = a1(2) = —23-3-43,
ap, (2) = a1(4) +2% - ay(1) = 2°- 315527 + 2%,
Es ergibt sich
Tog1(T) +23-3-43-¢1(1) = (2°-31-5527 + 2% —20.32.43%)4% + ...
=22.30.72. 42 ...
Somit hat man eine Fourier-Entwicklung der Form
ht):=Togi(t) +2%-3-43-¢1(1) —2°-3°- 72 . go(7) =c-¢° +....

Das bedeutet orde i > 3 = dim¢ M4 und somit & = 0 nach [K] Korollar C III. 4.1.
Es ergibt sich also

Tog1(t) = —2%-3-43 - ¢1(1) +2°-3%. 72 ¢o(7).

Sei nun hy := T>g>. Dann gilt

ap, (1) = a2(2) =1,
ap,(2) = ap(4) +2% -ap(1) =23 3% 5,

da g» eine Spitzenform ist. Man hat also die Entwicklung

hy(1) —g1(t) = (2%-32.542%.3.43) - g° +---=20.3-11-4° + ...
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Analog zu oben gilt also Trg» = g1 +2%-3 11 - ¢, und man erhalt

-23.3.43 1
A(2)2<z9-36-72 26-3-11)

- — 3 . . . 0 1
=23k (29-36-72 23.3.131
= —23.3.43-.E+ A.
Um A(p) fiir p € P>3 zu bestimmen, setzen wir &(p) := a1(2p) +23-3-43 - a1(p)
und 77(p) := az(2p) +2%-3-43 - ay(p). Mit hy := Tpg; erhdlt man ay, (1) = aq(p) und
ap, = a1(2p), also
i (7) — a1(p)g1(T) = (a1 (2p) +ar(p) - 2°-3-43) - %,

analog wie fiir A(2) auch

Tyg1 = a1(p)g1 + (a1 (2p) + ax(p) -2° - 3-43) g,

und 3
Tpga = a2(p)81 + (a2(2p) + az(p) - 27 - 3 - 43) 8.
Es folgt
a1(p) “2(19)) ( 0 az(p) )
A = = E+ .

0= (30 T0) TP (e i .
Wir kommen nun zum Hauptresultat.
(3.2) Satz
Fiir jede Primzahl p € P gilt A(p) = a1(p)E + a2(p) A mit A wie in (3.1). o
Beweis
Nach (2.2) a) kommutieren A(2) und A(p) fir p > 3, inbesondere vertauschen somit
A und

( 0 wz(p) ) _
¢(p) n(p) —a(p)

Es gilt

(232 22m) (e i) = (7772

(e o) (2307 2000 =
(29.36,72.“2(p) 23.3.131.“2(;,)).

* *
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt schliellich &(p) = 2°-3°.72. ay(p) und 5(p) =
a1(p) +23-3-131 - ap(p). Setzt man die Werte fiir &(p) und 7(p) ein, so ergibt sich
die Behauptung. O

(3.3) Korollar
Die Eigenwerte der Hecke-Operatoren T, auf Sy, liegen im Korper Q(v/'144169). ¢

Beweis

Ist ap(p) = 0 hat man A(p) = a1(p)E. Somit liegen trivialerweise alle Eigenwerte

von T, in Q. Ist a5(p) # 0 und A ein Eigenwert von A(p), dann ist %(A —a1(p))

ein Eigenwert von A. Das charakteristische Polynom x 4 berechnet sich zu
xa(X) = X? —Spur AX + det A,
dessen Diskriminante

Disc(x4) = (Spur A)? —4det A = 2° - 3% . 144169 0

ist. Folglich liegt A im Korper Q(v/D) = Q(+/144169).

§4 Das Petersson-Skalarprodukt

Wir beginnen mit der fundamentalen Definition.

(4.1) Definition (Hyperbolisches Maf§ auf H)
Es bezeichne B(H) die Borel-o-Algebra auf H, wobei wir C via

x+iy = (x,y)"
mit R? identifizieren. Wir definieren das hyberbolische Mafl v auf H durch

v B(H) — ﬁ+,

Q+— /y‘z dA(T).
0
Fur ) € B(H) nennt man v(Q)) auch die H-Flache von Q. o

Das Maf$ v auf H ist gerade das in [K] [Siegelsche Modulformen] I. 3.18 eingefiihrte
symplektische Maf3 y.

Wir erkldren zundchst die Integration komplexwertiger Funktionen auf IH, wobei
der Begriff ,mesbar” fiir ,Lebesgue-messbar” stehe.
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(4.2) Definition (Messbarkeit komplexwertiger Funktionen)
Eine Funktion f : H — C heisst messbar, wenn die reellwertigen Funktionen Re f
und Im f messbar sind. o

(4.3) Definition (Integrierbarkeit komplexwertiger Funktionen)
Eine messbare Funktion f : H — C heifit integrierbar, wenn die reellwertigen Funk-
tionen Re f und Im f integrierbar sind. In diesem Fall setzt man

/fdA::/Refd/\Jri/ImfdA.
H H H

Wir wollen nun Funktionen auf H beziiglich des hyperbolischen Mafles v integrie-
ren.

(4.4) Definition (Integrierbarkeit beziiglich v)
Eine Funktion f : H — C heifst hyperbolisch integrierbar oder kurz v-integrierbar,
wenn die Funktion

H — C,
Ty 2 f(T)

im Sinne von Definition 4.3 integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/f dv = /yzf(r) dA(T).
H H

Fir Q) € B(H) nennt man f : H — C hyperbolisch integrierbar tiber (), wenn f - x
hyperbolisch integrierbar ist. Wie tiblich setzt man in diesem Fall

/fdv::/f-)mdv.
(@) H

Die Gruppe GL; (R) = {A € GL,(R) : detA > 0} operiert bekanntlich auf H via

at+b a b
(M, T) — Mt := cr—i—d’M_ (c d)'

Im Folgenden notieren wir eine Invarianzeigenschaft von hyperbolischen Integralen
unter diesen Transformationen.

10
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(4.5) Lemma
Sei ¢ : H — C messbar, und Q) € B(H). Fiir M € GLJ (R) hat man dann

/ pdv = /(p(MT) dv(T),
MO o)

falls eines der Integrale existiert. o

Beweis

Sei M € GL; (R). Die Mobius-Transformation ®p; : H — H, T — M7 ist bijektiv
und stetig differenzierbar, mit ebenso stetig differenzierbarer Umkehrfunktion ®,;-1.
Somit ist @) ein Diffeomorphismus, und folglich auch M() messbar. Die Funktion

H— Ry, Ty

ist als stetige Funktion messbar. Nach [K] II. 2.1 (7), 2.3 (1) hat man die Identitdten

d det M
EqDM(T) - _(CT+d)2’
Im Mt = M

sImT
lcT +d|

Betrachtet man @, als Abbildung von R> — R?, so ist der Betrag der Funktional-
determinante nach [K] [Analysis IV] XVL. 3.6 gegeben durch

4 2
|det DD ys| = ‘ECDM(T)

Wendet man schliesslich die Transformationsformel [K] [Analysis III] XIV. 5.7 an, so

11
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ergibt sich folgende Gleichungskette:
[oav= [ oy arm)

_ / ¢(M7) Tm(Mt) 2| det DDy (7)| dA(7)
Q

2

a dA(T)

EqDM(T)

- / o(M7) Im(M7) 2

_
et 4 d|*

I
O D~ D~ D

@(MT)(det M) "2 Im (1) 2|cT + d|* (det M)? dA(T)

¢(MT)y~* dA(T)

@(MT) dv(T).
0

Fiir ¢ = 1 erhédlt man noch die Invarianz des hyperbolischen Mafses unter Mobius-
Transformationen.

(4.6) Korollar
Fiir alle QO € B(H) und M € GL; (R) gilt v(MQ) = v(Q).
Wir wollen konkrete Werte fiir H-Flachen berechnen. o

(4.7) Lemma
Der Fundamentalbereich IF der Modulgruppe hat endliche H-Flache mit v(IF) = 7.o

Beweis

Der Rand OF von [ ist bereits eine Lebesgue-Nullmenge, daher ist auch v(JFF) = 0.
Es geniigt somit v(IF) zu berechnen. F ist als abgeschlossene Menge sicher messbar.
Man hat zunédchst

F— {T €H: Ret e [—%, %],Im(r) > /1 (Rer)2}.

Mit T = x + iy erhdlt man aus dem Satz von Fubini [K] [Analysis III] XIV. 4.9

12
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F =
= ——} dA(x)
Ly T
1
=] e
[=3/3]
i w7
— 1 2 —= 2 —_ = —
[arcsmx]_% 5 =3 o

(4.8) Korollar
Sei f : H — C messbar und auf F beschrankt. Dann ist f hyperbolisch integrierbar
tiber F. o

Beweis

Fiir eine geeignete Konstante M > 0 hat man auch y2|f(7)| < y~2M fur alle T € F.
Nach (4.7) hat IF endliche H-Flache, das heifit T — y~2 ist integrierbar iiber IF. Nach
dem Satz von der majorisierten Konvergenz [K] [Analysis III] XIV. 3.3 ist somit f
hyperbolisch integrierbar tiber IF. O

§5 Das Petersson-Skalarprodukt
(5.1) Definition
Seien f,¢ : H — C Funktionen. Dann definiert man ¢, : H — C durch

QDf,g(T) = f(T)g(—T)(Im T)k fur alle T € H.

Man berechnet direkt
gof,f(r) = f(T)m(Im T)k = |f(T)\2(Im T)k = f(T)Z fiir alle T € H,

wobei f wie in [K] III. 1.5 (1) definiert ist. Definition (5.1) stellt also eine Verallge-
meinerung dar.

13
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(5.2) Lemma
Fiir alle M € GL; (R) und alle T € H gilt

(det M) @ in g m(T) = @1 g(MT). o

Beweis

¢54(M7) = f(M7)g(M7)(Im M7)*

= (T + )" (F|M)(7) (T + ) (g]M)(7) (Im M1)*

(det M)¥
et 4 d|*
= (det M)*(f|M)(7)(g|M)(7) (Im 7)"

= (fIM)(7)(gIM)(T)|eT +d|* (Im7)*

= (det M)k(Pf\M,g|M(T)- O]

(5.3) Proposition
Seien f,g € My mit k > 0.

a) Man hat ¢ ,(MT) = @f,(7) fir alle M € T’ und alle T € H.

b) ¢r ist genau dann auf H beschridnkt, wenn f oder g eine Spitzenform ist. ¢

Beweis
a) Wegen detM = 1,f|M = f und ¢|M = g fiir alle M € T folgt die Behauptung
aus (5.2).

b) Man hat fiir alle T € IH die Identitat

975(0)] = f(1)g(D)|(Im )" = | fg(7)|(Im T)* = (fg) (7).

Hierbei ist f wie nach der Bemerkung zu Definition 5.1 definiert. Sei ¢ . also
nach obiger Identitit auch fg, auf H beschrankt. Somit ist fg nach [K] Satz III.
1.6 eine Spitzenform vom Gewicht 2k. Wegen

0=ar(0) = ar(0)ag(0)

ist folglich f oder g eine Spitzenform. Ist umgekehrt f oder g eine Spitzenform,
so auch fg. Dann ist aber ¢y | = fg beschréankt auf H. O

14
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Wir kommen nun zu der entscheidenden Definition dieses Vortrages.

Seien f € S und ¢ € M. Nach (5.3) b) ist ¢y, stetig und beschrénkt auf H, und
somit nach (4.7) hyperbolisch integrierbar tiber [F. Dies rechtfertigt folgende

(5.4) Definition
Fir f € S, g € My definiert man

(f,8) = /(Pf,g dv = /f(T)g(—T)(ImT)k dv(t) € C.
F F

Man nennt (f, g) das Petersson-Skalarprodukt von f und g. o

(5.5) Satz
Das Petersson-Skalarprodukt (-,-) : S x M — C definiert eine Sesquilinearform
der C-Vektorrdaume My und Sy. Fiir f, f1, f2 € Sk, 8,81,82 € My und A € C gilt also

* (it f8) =8+ (28,
(Af.8) =Af,8)
* (fe1+8) =18+ {28,
(f,Ag) = A(f.8)-

Beweis
Die Aussagen folgen direkt aus der Definition von (-,-) und der C-Linearitit des
Lebesgue-Integrals. O

Schranken wir das Skalarprodukt auf S; x S ein, so erhalten wir folgenden

(5.6) Satz
Die Abbildung (-,-) : S x Sy — C definiert eine positiv definite hermitesche Form
auf Si, das heisst (-, -) ist sesquilinear, und fiir alle f, g € S gilt zusétzlich

* (f.8)={8f)
e (f,f)>0,falls f #0.
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Beweis
Die Sesquilinearitit folgt bereits aus Satz (5.5). Weiter hat man

(8. 1) = [ (OF @) ImD) dv(x)
F

= /Ref(T)g(_T)(Im )k dv(t) —i—i/Immg(T) (Im 7)* dv(T)
F

- / Re f(7)g(7) (Im ) dv(t) — i / Im £(7)g(0) (Im 7)* dv(7)
F

F

= /Ref(r)g(r)(lm )k dv(T) +i/Imf(T)g(_T)(Im )k dv(T)
F

F

folgt wegen der Stetigkeit von f sofort fip = 0. Da H von den Bildern von FF unter I
tiberdeckt wird, folgt aus der Modularitit von f somit auch f = 0 auf H. O

Anders ausgedriickt besagt Satz (5.6) somit, dass (S, (-,-)) ein unitdrer Raum ist.
Mit dieser Kenntnis werden wir die Eigenwerte der Hecke-Operatoren auf S; in
Abschnitt 9 genauer untersuchen.

§6 Integration invarianter Funktionen

Im Folgenden sei ¢ : H — C eine stetige Funktion.

(6.1) Definition
Man definiert die Invarianzgruppe von ¢ durch

I'(p) ={MeT,¢(Mt) = ¢(7) fir alle T € H}. o

16
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(6.2) Proposition
Sei ) € B(H) und M € I'(¢). Dann gilt

/(pdv: / @ dv,
Q MQ

falls eines der beiden Integrale existiert. o

Beweis
Mit () ist auch MQ) messbar. Nach (4.5) und wegen M € I'(¢) hat man dann

[ o) av(x) = [ oMr) dv(x) = [ o) dv(x).
(@] Q

MO [

(6.3) Lemma
Sei A < T'(¢) mit —E € A. Sind F; und F, zwei Fundamentalbereiche von A, so
gilt

/ pdv = / @ dv,

F Fa
falls eines der beiden Integrale existiert. o
Beweis

Als abgeschlossene Mengen sind F; und JF;, messbar. Sei )V ein Rechtsvertretersys-
tem von A\{£E}. Nach Definition eines Fundamentalbereichs gilt

H= | MF = |J MF,
MeVy Mey

und somit auch
Fi=HnNnF = U MF>, N F,
MeA
Fr=HnNF = U MFi N Fy.
MeA
Fir M,M' € V mit M # M’ gilt nach [K] [Hohere Funktionentheorie I] XXVIII. 3
(FB.2*)
/\(M]'_l N M,]:l) = A(M}_Z N lez) =0.

17
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Man erhélt nach Proposition (6.2) und [K] XIV. 3.5 somit

/qodv: / @ dv

Fq Umey MF2NFy

Z / @ dv

MevaQﬁfl

2y [ ea

MevfzﬁM71f1

Y[ ew

Mev]'—zﬂMj:l

denn mit M durchlauft auch M~! ein Vertretersystem von A\{+E}. O

Fir eine Untergruppe A < T bezeichne A\IH den Quotientenraum von A modulo
H, also
A\H := {At;T € H}.

Lemma (6.3) rechtfertigt nun die folgende formale

(6.4) Definition
Seien A < T'(¢) mit —E € A und F ein Fundamentalbereich von A. Man definiert

dann
/ @ dv = /(pdv,
f

A\H
talls das Integral existiert. Nach (6.3) ist die Definition unabhédngig von dem jeweili-
gen gewdhlten Fundamentalbereich. o
(6.5) Satz

Sei A <T(¢) mit —E € A und [['(¢) : A] < o0. Dann gilt die Identitét

1
el o [ e
A\H (9)\H

falls eines der Integrale existiert. o
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Hecke-Theorie §7 Orthogonales Komplement der Spitzenformen

Beweis

Sei F ein Fundamentalbereich von I'(¢) < T. Sei {My,..., My} mitd = [['(¢) : A]
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A in I'(¢). Analog zum Beweis von
[K] [HOohere Funktionentheorie I] XXVIII. 3.1 sieht man, dass

d
G=J MoF
v=1

ein Fundamentalbereich von A ist. Es ergibt sich also

/ q)dv:/(pdv

§7 Orthogonales Komplement der Spitzenformen

Fiir gerades k > 4 hat man nach [K] Satz III. 2.1 b) bekanntlich
My = CG; @Sy,

wobei G,f die normierte Eisensteinreihe zum Gewicht k bezeichnet.

Im Folgenden zeigen wir, dass die obige direkte Summenzerlegung sogar orthogonal
beziiglich des Petersson-Skalarproduktes ist. Dazu benétigen wir noch ein

(7.1) Lemma
Die Menge Fo, = {7 € H; Re(7) € [0,1]} ist ein Fundamentalbereich von I's. o
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Beweis
Offensichtlich ist F relativ abgeschlossen in H. Fiir T € H sei nun n := |ReT].

Dann ist
Re+T "7 = £(ReT —n)

Man wihlt nun das Vorzeichen so, dass Re T~ " € [0,1]. Gehoren T und £T"7 fiir
ein n € Z beide zum offenen Kern von F,, gilt also

Ret € (0,1) und
+(Ret—n) €(0,1),

so folgt offensichtlich n = 0, also T = =£E. Ebenso ist der Rand von F., eine

Lebesgue-Nullmenge, da er die Vereinigung dreier Geradenstiicke in C ist. O
(7.2) Satz

Fiir k > 4 gerade und f € Sy ist (Gy, f) = (G{, f) = 0. o
Beweis

Sei V ein Vertretersystem der Nebenklassen von I's, in I'. Fiir alle T € H hat man
nach [K] III. 2.1 (6) die Reihendarstellung

Gi(t)= Y (ct+d) =Y 11M(7),

MeVy MeV

welche auf jedem Vertikalstreifen, insbesondere also auch auf IF, absolut gleichméfig
konvergiert. Man darf somit Integration und Summation vertauschen und erhilt
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wegen f|M = f fir alle M € T somit

(G fi= (X 1Mf)

Mey

= ) (UM, f)

MeVy

- Y /1|M F(0) (Im 7)* dv(7)

MY 1M FIME) (tm ) dv ()

Y [ oupa () dv(o)
MeV g
Y. /golf (MT) dv(7)

MGV]F

L/ nio

(Pl,f(T) dv (7).
Umey MF

6]
N

[k

Nach [K] XXVIIL 3.1 ist G = Up1ey MF ein Fundamentalbereich von I',. Wegen

¢1,¢(T7) = f(TT)(Im7)* = f(T+1)(Im7)* = f(7)(Im7)* = ¢y (1)

hat man I'es C T'(¢1,¢). Nach (7.1) ist auch FFs ein Fundamentalbereich von I'eo, und
nach Lemma (6.3) gilt folglich

[ o) v = / o1,4(7) dv(7)

UMEV MFF

= [ F@y (o)
Fe

—/ /fx+1y ) dx | v* 72 dy,

R \[0,1]

wenn man den Satz von Fubini anwendet. Nach dem Satz {iber die Fourier-Entwicklung
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[K] [Analysis IV] XX. 4.1 hat man fiir jedes y € R’ die Identitat
0 = a;(0) = / Flx+ iy)dx.
0]

Es folgt (G}, f) = 0. O

§8 Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

In (5.6) wurde S fiir k > 0, versehen mit dem Petersson-Skalarprodukt (-, -), als uni-
tarer Raum erkannt. Nach [K] Korollar IV. 1.3 sind die Hecke-Operatoren T,, Endo-
morphismen von Si. In diesem Paragraphen zeigen wir, dass die Hecke-Operatoren
sogar selbstadjungiert beziiglich (-,-) sind. Bekanntlich operiert die volle Modul-
gruppe I' in natiirlicher Weise von Links als auch von Rechts auf

I, ={Me Z*? detM = p}.

Wir benotigen die Existenz eines gemeinsamen Vertretersystems fiir die Bahnen auf
I'y bei Links- beziehungsweise Rechtsoperation.

(8.1) Lemma
Fiir p € P existiert ein gemeinsames Vertretersystem von I', modulo I o

Beweis
Nach [K] Satz IV. 1.2 bildet

;o p O 1 k B B
y _{(0 1),(0 p),k_O,...,p 1}

ein Rechtsvertretersystem von I'y modulo I'. Durch Multiplikation von Matrizen

<1 0) €I,k =0...n —1 erhdlt das Rechtsvertretersystem

k1
V_{<O 1)’(]( 1)<0P “\k p+i2 k=0,...,p—1¢.

In Folge, dass V aus symmetrischen Matrizen besteht, gilt

tr
[p=Ty = ( | | Mrp> = || TyM" = | | T,M.

MeVy MeV MeV

Somit ist V auch ein Linksvertretersystem. U

22



Hecke-Theorie §8 Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

a b

Fiir Matrizen M = (c d) € Z?*? definiert man bekanntlich die adjunkte Matrix

it (4 b
~\—c a )’

Weiter hat man MM* = M*M = (det M)E.

(8.2) Definition (Hauptkongruenzgruppen)
Fiir p € P definiert man

I'(p):={McTI M=, +E}.

I'(p) heifSt erweiterte Hauptkongruenzgruppe der Stufe p. o

Wir beschiftigen uns ndher mit dem Zusammenhang von Kongruenzgruppen und
Invarianzgruppen:

(8.3) Lemma

Seien f, g : H — C Funktionen.

a) Es gilt ¢fp1,o(M™'7) = ¢ o (7) fiir alle T € H, M € GL; (R).
b) Fiir f,¢ € My, M € I'y gelten folgende Aussagen:

i) T(p), M~ T'(p)M C I'(¢f|m,)- Der Index ist jeweils endlich.

ii) ['(p), MT(p)M~! C I'(¢f gm#)- Der Index ist jeweils endlich.

o) [[:T(p)] = [ : M~T(p)M] .

d) Ist F ein Fundamentalbereich von I'(p), so gilt

/%‘M,g dv = / Primg dv-
F M-1F o

Beweis

a)
q’f\M,g(MflT) = (det Mﬁl)k(Pf|M|M*1,g|M*1(T)
= (det M) %@ o/ (detry-1a# (1) = (det M) ™01 o ryig et (T) = @000 (T)

b)
i) Sei L € I'(p) mit L = +E + pA fiir ein A € Z?*2. Dann hat man

Ly:= MLM ' = M(£E)YM ' + pMAM ! = +E + MAM" € 7**?
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wegen det M = p. Da Determinante invariant unter Konjugation ist, hat man somit
Ly € ' und ML = LyM. Es folgt

fIMIL = fI(ML) = f|(LoM) = (f|Lo)|M = fIM,

und daher )
Primg(LT) = (det L) @ f v el (T) = @5 (T),

da g|L = g. Insgesamt ergibt sich I'(p) C T'(@fjp14)-
Man hat die Untergruppenkette

I'(p) <T(pfmg) <T,

in der bereits der Index [I' : T'(p)] endlich ist. Somit ist auch [F((p FiMg) - F(p)} end-
lich. Sei L € T'(p) mit L = +E + pA fiir ein A € Z?*?. Dann hat man

Lo:= M"'LM = +E + pM'AM = £E + M*AM € 7>*2.

Analog zu oben ist somit Ly € I' und somit

Primg(MTLMT) = p™ @111 g 1 (LMT)
= P7k§0f|L,g\M71L(MT)
= P_k(Pf,g|M*1L(MT)
= (Pf\M,g|M—1LM(T)
= (Pf\M,g(T)/

das heiflt M~'T(p)M C T(fme)- Mit W € T(p?) mit W = +E + p*A fiir ein
A € Z**? hat man

MWM™ = £E+ pP?MAM ™' = £E + pMApM ™! = £E + pMAM* € T(p),

und somit I'(p?) C M~!T(p)M. Mit [ : T(p?)] ist dann aber auch [I“(gof,g‘M) : M_lf(p)M}
endlich.

ii) Vertauscht man die Rollen von f und g, dann folgt die Behauptung direkt aus a),
indem man M durch M* ersetzt.

c) Sei F ein Fundamentalbereich von I'(p). Dann hat man

H=MH=M"' |J cF= |J M'cMM'F)= |J DM 'L
Cer(p) CeT(p) DeM- 1T (p)M
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Also ist M~ F ein Fundamentalbereich von M~!T'(p) M. Es ergibt sich

/ dvg[F:F(p)]/ du:%[F:F(p)],

I'(p)\H MNH
sowie
/ dv = / dv
M-1F M-1T(p)M\H
6é[r:z\/f—lr(p)z\/l} / dv
r\H

_n
3

Satz (6.5) ist hier wegen I'(p?) < M~ 'T(p)M < T anwendbar. Aus der Invarianz des
hyperbolischen Mafles erhdlt man nach Proposition (6.2) aber auch

/dv: / dv,
F M-1F

was dann mit obigen Gleichungen die Behauptung liefert.

d) Nach ) ist [[ : I'(p)] = [T : M~'T'(p)M], also hat man nach Teil b) i) auch

[r : M—lr(p)M} .

T(omg) : T(p)| = [T(pmg) - MT'T(p)M] .

Es ergibt sich

6.5
T(ofmg) :F(p)} /qvf|M,g dv = / Pfim,g AV
F I(@fime)\H

= [F(qof‘M,g) : Mﬁll"(p)M] / Pfim,g AV
M-1F

Daraus folgt die Behauptung. [

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt den zentralen Satz von der Selbstad-
jungiertheit der Hecke-Operatoren beziiglich des Petersson-Skalarprodukts bewei-
sen:

(8.4) Satz

Fir alle f,g € Sy und alle n € N gilt (T,,f, g) = (g, Twf)- o

25



Hecke-Theorie §8 Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

Beweis

Nach [K] Satz IV. 2.3 ist jedes T, ein Polynom iiber Q in gewissen T fiir p € IP. We-
gen der Linearitdt von T +— T* und (T™)* = (T*)™ fiir alle m € IN gentigt es somit
die Behauptung fiir T}, mit p € IP zu zeigen. Sei nun also V ein gemeinsames Rechts-
und Linksvertretersystem von I', modulo I' geméf$ Lemma (8.1) und F ein Funda-
mentalbereich von I'(p). Nach [K] Satz IV. 1.3 hat man fiir die Hecke-Operatoren die
Darstellung

T,f=p""' Y fIM,

MeVy

woraus sich dann fiir alle T € H auch

MeVy

=t Y (fIM)(1) - g(7) (Im 7)*

Mey

=y Primg(T)
MeV

o1, 7,4(T) = P ( )3 (fIM)(T)) -g(1)(Im 7)*
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ergibt. Unter Beachtung von I'(¢r,f,) = I erhélt man

(Tofo8) = [ orpe v

rim
- [F'll“( | onpedv
r(p)\H

T pkr<1p>]r(p< o

B [rpkr(lp)] M%J[q)mgdv

= [T pl;_(lp)] MXE;VM_/lf Primg AV

) [Ti'?kf_(lp)] MZ ! Primg (M T) du(T)
832) [rf’kr(lp)] ZV J[ 9 gl dv(T)

- [rpkr_(lp)] P ;[ @ gim dv(7)

Betrachtet man nun umgekehrt (f, T,,g), so ergibt sich schliesslich

(f, Tpg) = (Tpg, f)

! -
B WM%}! Peimy dv(T)

_ !
[T T(p)] MZE:V]_[ Prsim 4V

Da V auch ein Linksvertretersystem ist, bildet somit V¥ ein Rechtsvertretersystem
von I' modulo T',. Es folgt (T, f, &) = (f, Tpg)- O
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§9 Eine ausgezeichnete Basis von S

Aus dem Resultat von (8.4) konnen wir nun die Existenz einer ausgezeichneten Ba-
sis von 5 beweisen. Zuvor bendtigen wir allerdings ein Ergebnis aus der Linearen
Algebra.

(9.1) Lemma
Sei M C Ct*! eine Menge von hermiteschen und paarweise kommutierenden Ma-
trizen, das heifst es gelte

H=TH und HK = KH

fur alle H,K € M. Dann lasst sich M simultan unitdr diagonalisieren. Es existiert
also ein W € U(t), so dass W'HW fiir alle H € M eine Diagonalmatrix ist. o

Beweis

Wir beweisen die Behauptung per vollstindiger Induktion nach t. Da im Fall t = 1
bereits jede Matrix Diagonalgestalt hat, ist die Behauptung mit W = (1) offensicht-
lich. Sei nun n > 1. Besteht M bereits aus Diagonalmatrizen, so ist die Behauptung
mit W = E bereits bewiesen. Sei also S € M eine Matrix, welche nicht Diagonal-
form hat. Nach dem Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen existiert ein W € U(t),

so dass
AE O

W — — (N 1<
W SW (O T), E=EY,1<r<t,

wobei T eine Diagonalmatrix vom Format (t —r) x (t —r) ist mit A ¢ o(T). Fur
M € M schreibe nun

A B

ot _ rXT
WMW—(C D), AeC™,

Da M hermitesch war, folgt somit B = c.

(v ) (E0)=(c )
(é g) (AOE 2) - (A*c D'

Da mit M und S natiirlich auch W MW und W'SW kommutieren, ergibt sich dann
TC = AC. Dann ist aber C = 0, dann sonst gidbe es eine Spalte von C, welche
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Eigenvektor von T zum Eigenwert A wire, was einen Widerspruch zu A ¢ o(T)
liefere. B = C' impliziert dann auch B = 0. Man erhilt also

Ay O

W MW = fiir alle M € M.

0 Dy
Wegen der Blockgestalt sind nattirlich alle Ay, M € M hermitesch und vertausch-
bar. Selbiges gilt fiir die Dj;, M € M. Man kann die Induktionsvoraussetzung also

auf die Mengen
My = {Apy,M € M} CC”" und My := {Dpy, M € M} C Clr=7)x(n=7)

anwenden und erhilt Matrizen Wy € U(r), W, € U(n —r) , so dass WltA MW be-

ziehungsweise WZtDMWZ tir alle M € M Diagonalform haben. Mit W; und W, ist
dann aber auch

W 0
L:=
(" )
unitar, und L' ML hat Diagonalgestalt fiir alle M € M. O

Fiir den Rest dies Abschnitts sei t := dim¢ S und k > 0.

(9.2) Satz

Es gibt eine Basis B = {fi, ..., fi} von Sy mit den folgenden Eigenschaften:

a) Es gilt <fl,f]> =¢jjfuralle1 <i,j<t,

b) Jedes f € B ist eine simultane Eigenform beziiglich der Hecke-Operatoren T,

c) Fiir jedes f € Bist ay(m) € R fiir alle m € Np. o

Beweis
Sei C = {g1,...4t} eine beliebige Orthonormalbasis von S; beziiglich (-, -). Wir ge-
hen von dem C-Algebren-Isomorphismus

¢ : Endc S, — C™,
0 — Mc(o)

aus. Fir n € N setzen wir H, = ¢(T,). Da alle T, paarweise kommutieren, gilt
selbiges auch fiir die H;,. Wegen der Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren sind
somit auch alle H, hermitesch. Wir wenden jetzt Lemma (9.1) auf die Folge (Hy)neN
an, und erhalten ein W € U(t) und Folgen (A;(n))nen fiir 1 <i <t mit

H, = W'L,W
L, = diag (A1(n), -+, Ai(n))
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fiir alle n € IN. Wir setzen (f1,---, fi)! = Wt(gl, < ,¢)tund B = {f1,... ft}. Seien
Gp und G¢ die Gram-Matrizen beziiglich der Basen B beziehungsweise C, wobei
man wegen der Orthonormalitdt von C natiirlich G¢ = E hat. Fiir die Basiswechsel-

matrix von BB nach C hat man dann nach Definition M8 = W'. Nach Linearer Algebra
ergibt sich somit

i
Gg=W EW =ELE.
Folglich ist auch B eine Orthonormalbasis. Bezeichnet x die Koordinatenabbildung
beziiglich der Basis C, so erhdlt man fiir alle n € N und i € {1...t} schliesslich

Tufi = ¢ ' (Huke(f3))

¢ (Ha(@i1, -+ wir)?)

Ke

I
=
x|

K 1WLne)

-1

(
(
YW LW (w1, . .., wip))
(
¢ (W

Ai(n)e;)
= Ai(n)xg! (W' et)
Ai(m)ig (@i, -+, Wig)")
= Ai(n) fi.
Also besteht B aus simultanen Eigenformen beziiglich aller Hecke-Operatoren. Fiir

i € {l...t} und n € N definiere a;(n) := af(n). Ersetzt man f; gegebenenfalls
durch e=728%i(1) f; 5o kann man #;(1) € R annehmen. Da hermitesche Matrizen ein
reelles Spektrum besitzen, ist A;(n) € R fiir alle n € IN. Nach [K] IV. 1.4 (3) gilt
a;j(n) = Aj(n)a;(1) fur alle n € IN, und somit sind alle Fourier-Koeffizienten von f;
reell. 0

Eine algebraische Zahl z € Q heisst total-reell iiber Q, wenn alle Nullstellen des
Minimalpolynoms von z reell sind.

(9.3) Korollar
Die Eigenwerte der Hecke-Operatoren T, auf My sind ganz-algebraisch und total-
reell tiber Q von einem Grad kleiner gleich t. o

Beweis
Sei f € My mit T,,f = As(n)f. Ist f keine Spitzenform, also a((0) # 0, so folgt
Af(n) = 0r_1(n) € Z aus [K] IV. 1.3 (4). Ist f dagegen eine Spitzenform, dann sind
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die Fourier-Koeffizienten von f ganz-algebraische Zahlen von einem Grad kleiner
gleich t nach (2.3). Aus Satz (9.2) erhédlt man ay,...,a; € C mit

t
f = Z uifi-
i=1
Es ergibt sich

Ap(n)f = ; air¢(n)fi,

Tnf = ;aiTnfi = gai)ti(n)fi.

Ein Koeffizientenvergleich liefert a;A¢(n) = a;A;(n) fiir alle i € {1,...,t}. Wegen
f # 0 existiert ein ip € {1,...,t}, so dass a;, # 0, also A(n) = A; (n) € R. O

(9.4) Korollar
Sei 0 # f € My eine simultane Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren. Dann

ganz-algebraisch und total-reell iiber Q von einem Grad kleiner gleich t. o
Beweis

Nach [K] Lemma IV. 1.4 gilt A¢(n) = z; ((gl)) fiir alle n € IN. Dann folgt die Behauptung
aus (9.4). 0]

Satz (9.2) kann somit verscharft werden zu folgendem

(9.5) Satz

Es gibt eine Basis B = {fi, ..., fi} von Sy mit den folgenden Eigenschaften:

a) Es gilt <ﬂ,f]> =¢jfurallel <i,j<t,

b) Jedes f € B ist eine simultane Eigenform beziiglich der Hecke-Operatoren T,
c) Fiir alle f € B sind die Quotienten

)
af(l) nelN

ganz-algebraisch und total-reell iiber Q von einem Grad kleiner gleich ¢. o
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