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Alle Differentialkörper auf diesem Übungsblatt haben Charakteristik Null und algebraisch abge-
schlossenen Konstantenkörper K.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es seien (F, ∂) ein Differentialkörper, A ∈ Fn×n und R/F ein Picard-Vessiot-Ring für A. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung Gal(E/F) → GLn(K), γ 7→ Cγ = Y−1γ(Y) ist ein Gruppenhomomorphismus,
wobei Y ∈ GLn(E) eine Fundamentalmatrix zu A bezeichne.

(b) Falls E/F eine endliche Körpererweiterung ist, so ist jeder Körperautomorphismus ein Diffe-
rentialautomorphismus, d.h. es gilt AutD(E/F) = Aut(E/F).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (F, ∂) ein Differentialkörper. Bestimmen Sie die Differential-Galoisgruppen zu folgenden Dif-
ferentialoperatoren:

(a) ` = ∂2 − ∂(a)
a ∂1 mit a ∈ F×.

(b) ` = ∂− a∂0 mit a ∈ F×.

(c) ` = ∂2 − c2∂0 mit c ∈ K×.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien (F, ∂) ein Differentialkörper, A ∈ Fn×n und E der Picard-Vessiot-Körper zu A mit Galois-
gruppe G. Sei weiter Y eine Fundamentalmatrix für A mit Einträgen in E. Zeigen Sie:

(a) G ⊆ SLn(K) ⇔ det(Y) ∈ F.

(b) Zeigen Sie: Es gilt ∂(det(Y)) = tr(A) det(Y), wobei tr(A) die Spur von A bezeichne. Folgern
Sie, dass G ⊆ SLn(K) genau dann gilt, wenn ∂(u) = tr(A)u eine nicht triviale Lösung in F hat.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper und n ∈ N. Weiter sei X ⊆ An(K) abgeschlossen,
U sei eine nichtleere offene Teilmenge von X und Y ⊆ X sei eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie:

(a) Ist X irreduzibel, so ist U dicht in X und U ist irreduzibel.

(b) Ist Y irreduzibel, so ist auch der Abschluss Y ⊆ X von Y irreduzibel.

Anmerkung: Diese Aussagen gelten allgemein für toplogische Räume X .


