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Auf den niichsten Ubungsbliittern gibt es jeweils nur 3 Aufgaben.

Alle Differentialkdrper auf diesem Ubungsblatt haben Charakteristik Null und algebraisch abge-
schlossenen Konstantenkorper K.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Essei (F,0) ein Differentialkorper und L/F der Zerfallungskorper eines irreduziblen Polynoms
f, d.h. L wird von den Nullstellen von f erzeugt. Zeigen Sie: Aus f 1af8t sich ein Differential-
operator ¢ € F[d] mit Picard-Vessiot-Erweiterung L konstruieren, ohne die Nullstellen von f
zu kennen. (Hinweis: Fiir eine Nullstelle x von f 148t sich d(x) als Polynom in x ausdriicken).

(b) Essei F = K(t) mit der tiblichen Derivation %. Bestimmen Sie mit dem gefundenen Verfahren
einen Differentialoperator, der dieselbe Erweiterung von F definiert wie das Polynom
f=X+tX>+1.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (F,d) ein Differentialkdrper und a € F. Bestimmen Sie die Galoisgruppe des Differentialope-
rators
(=0 +ad+9(a)d’.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei F = K(t) mit der tiblichen Derivation. Ferner sei r € F. Wir betrachten den Differential-
operator ¢/ = 9% — rd%. Zu dieser Gleichung gehort eine nichtlineare Gleichung, die sogenannte
Riccati-Gleichung 9(u) + u®> = r. Es sei E/F eine Picard-Vessiot-Erweiterung fiir £ mit Galoisgruppe
G und Losungsraum V = Solg(¥).

(a) Zeigen Sie: Ein Element x € E ist genau dann Losung der obigen Riccati-Gleichung, wenn

X = @ fiir eine Losung v € E von / gilt.
(b) Zeigen Sie: Die Operation von G auf V ist genau dann reduzibel (d.h. es existiert ein Unterraum
0 < W <V mit GIW C W), wenn die Riccati-Gleichung eine Losung in F besitzt.

(c) Zeigen Sie: Wenn die Operation von G auf V irreduzibel und imprimitiv (d.h. V. = V; @ V;
fiir zwei echte Unterrdume V; und V,, sodass G auf {V;, V,} operiert) ist, so hat die Riccati-
Gleichung eine Losung in E, die algebraisch tiber F vom Grad zwei ist.



