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Aufgabe 1 (2+2+4 Punkte)

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe dürfen Sie verwenden, dass jeder Hilbertraum eine
Orthonormalbasis hat (Folgerung aus dem Zornschen Lemma).

a) Sei H ein Hilbertraum, K ⊆ H ein abgeschlossener Teilraum. Zeigen Sie, dass dann
jedes x ∈ H eine eindeutige Zerlegung

x = xK + x⊥K

hat mit xK ∈ K und x⊥K ⊥ y für alle y ∈ K. Hinweis: K ist ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt von H auf K einschränkt.

b) Sei H ein Hilbertraum und {xi | i ∈ I} ⊆ H sowie K = span{xi | i ∈ I}. Zeigen Sie, dass
K = H genau dann gilt, wenn für f ∈ H mit 〈 f , xi〉 = 0 für alle i ∈ I stets f = 0 gelten
muss.

c) Sei g ∈ L2
2π(R). Geben Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für ĝ dafür

an, dass span{Ttg | t ∈ R} dicht in L2
2π(R) liegt.

Aufgabe 2 (2+3 Punkte)

Lösen Sie mit Hilfe der Fouriertransformation die folgenden linearen Differentialgleichun-
gen:

a) y′(x) + 2y(x) = cos(2x)

b) y′′(x) + y′(x) + y(x) = sin(3x) + cos x

Aufgabe 3 (6+3 Punkte)

Sei φ : [−π, π] → R2 die Parametrisierung einer glatten überschneidungsfreien geschlos-
senen Kurve der Länge 2π, die über die Bogenlänge parametrisiert ist, das heißt, für
φ : t 7→ (x(t), y(t))T gelte

(i) x, y ∈ C1([−π, π]),

(ii) φ(−π) = φ(π) und φ′(−π) = φ′(π),

(iii) |x′(t)|2 + |y′(t)|2 = 1 für alle t ∈ [−π, π]. Bitte wenden →



Für den Flächeninhalt A der eingeschlossenen Fläche gilt dann (bei Durchlaufen gegen
den Uhrzeigersinn)

A = −
π∫

−π

y(t)x′(t) dt.

a) Zeigen Sie

2− 2A
π

= ∑
n∈Z\{0}

(|nx̂(n)− iŷ(n)|2 + |nŷ(n) + ix̂(n)|2 + (n2 − 1)(|x̂(n)|2 + |ŷ(n)|2)).

b) Folgern Sie A 6 π, und zeigen Sie, dass A = π nur dann gilt, wenn φ einen Kreis mit
Radius 1 parametrisiert.

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Sind f , g ∈ L2
2π, so ist h := f · g ∈ L1

2π. Zeigen Sie

ĥ(k) =
∞

∑
n=−∞

f̂ (n)ĝ(k− n)

für alle k ∈ Z.


