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Aufgabe 1 (3+4+3 Punkte)
a) Zeigen Sie die Leibniz-Regel: Fiir alle f,g € C*(R") und y € INj gilt

(fg)= Y L (a%f)(Pg).

w By w!pB!

Dabei sei a! := aq! - - - ay,! fiir o = (ay,...,0,) € Nj.

b) Sei f € C*(R") mit der Eigenschaft, daf fiir jedes a € INj} ein ¢ € R und ein m € Ny
existiert mit [0* f(x)| < ¢(1 + |x|)™. Zeigen Sie, daf S(R") — S(R"), ¢ +— f - ¢ stetig ist,
also daBl gy — g in S(R") auch f - g — f - g in S(R") impliziert.

c) Zeigen Sie, fir fest gewdhltes f € S(R"), dass die Abbildung ¢ — f % g auf S(R")
wohldefiniert und stetig ist.

Aufgabe 2 (3+3+4+3+1+2 Punkte)

Zu n € Ny definiert man die n-te Hermite-Funktion h, : R — IR durch
ha(x) = (=1)"e" /%" (x),  wobei q(x) =,
jeweils fiir alle x € R.

a) Zeigen Sie

/P(x)e_xz/zhn(x) dx = /P(”)(x)e_"2 dx

tiir alle Polynome P : R — R und n € IN.
b) Folgern Sie, daB (/) e, mit

I R >R, x— (2"n/7) 2hy(x)

fiir alle n € Ny ein Orthonormalsystem in L?(IR) ist.

Bitte wenden —



c) Zeigen Sie: Ist f : R — C eine Funktion, die
J1F)le e da(x) € [o,0)
R

fiir alle t € R und

[ F2P@e dax) = 0
R

fur alle Polynome P erfiillt, so gilt f = 0 (f. {i.). Hinweis: Beweisen Sie zundchst

/eit"f(x)e_"2 dA(x) = i (Z?n /f(x)x”e_x2 dA(x)
n=0 : R

R
tir alle t € R.
d) Beweisen Sie, da88 (/1,),eN, eine Orthonormalbasis von L?(R) ist.
e) Zeigen Sie fiir alle n € Ny und x € R die Gleichung xh,(x) — hj,(x) = hy11(x).
f) Bestimmen Sie /1, fiir alle n € Ny (in Abhangigkeit von hy,).



