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1 10Thesen zur Weiterentwicklung der Bruchredinung
(als Zusammenfasaung)

1. Die Bruchrechnung (in dezimalem und gewdhnlichem Gewand) ist und Heibt ein
anspruchsvoller Lernstoff, der nicht beliebig durch ,methodsche Aufbereitung'
vereinfacht und richt durch didaktische Fehlerverhitungsdrategien sowie tiichtige-
res Uben des formalen Rechnens erfolgreicher gelehrt und gelernt werden kann. Der
hohe Anspruch legitimiert auch de immer wieder erhobene Forderung, die Bruch-
rechnung nicht alein as Block (oder Zweierblock) auf die 6. Jahrgangsdufe zu
konzentrieren, sondern eine spiralige Stoffanordnung anzustreben, einschliefdlich ei-
ner Propadeutik in der Grundschule.

2. Der Erwerb und Gebrauch von Kompetenzen in der Bruchrechnung (Erfassen und
Darstellen von Bruchzahlen, Grofenvergleich und Forméanderung, Additior/Sub-
traktion, Multiplikatior/Division) darf nicht einseitig syntaktisch orientiert sein
(Einpréagen und Exekution von Regeln, de sich auf die Symbade beziehen, wie
Komma verschieben, Zahler belassen, Nenner vervielfachen, ..), sondern muf3 weit
stérker als bisher die semantische Seite (Sinn undBedeutung der Zeichen) betonen.
Die Lésung von Aufgaben sollte nicht nur im Rekurs auf gelernte Verfahrensregeln
erfolgen, sondern stérker ein Rekurs auf erworbenes Wissen tber Bruchzahlen er-
folgen.

1 304 3004 120 _

Regelwissen: 30:==—0-=——="-=120
4 1 1 11 1

Inhaltswissen: % paldt 4-mal in 1,also 120mal in 30(0.4)

3. Nicht nur aus motivationalen Grinden, sondern vor alem im Hinblick auf Uberge-
ordnete padagogische Ziele der allgemeinbildenden Schule (Aufklérung Uber Welt
und Mensch) mul3 de Bruchrechnung ernsthaft verschiedenartige Anwendungen
einbeziehen und so de kalkildominierte Weltabgewandtheit und kanale Veran-
schaulichungspraxis bredhen. Insbesondere das Auseinandersetzen mit Fragestel-
lungen aus Geometrie und aus Bereichen des Birgerlichen Rechnens sollen Erfah-
rungsmoglichkeiten zu Bruchzahlen erschlief3en und so mehr Motivation, mehr
Sinnstiftung und mehr Versténdnisgewinn ermdglichen. Ernsthafte Anwendungen
(vs. wohlfeil e Veranschauli chungen) bestehen immer in Modell bildungen, die ihrer-
seits auch das zu diskutierende Spannungsverhaltnis zwischen innermathematischer
Reinheit und auRermathematischen Zwangen, Beschrankungen, Unordnungen be-
treffen.

4. Der Ubergang von den vertrauten natiirlichen zu den neuen Bruchzahlen ist unver-
meidbar durch Spiinge beziglich Darstellung, Ordnung und Verknipfungen ge-
kennzeichnet, die tiefliegende intuitive Uberzeugungen beriihren (z.B. die, dai3 das
Tellungsergebnis nie grél3er sein kann as die zu teilende Zahl). Diese Diskontinui-
téten sind auch bewu(® undin ihrer Bedeutung und Reichweite erlebbar zu maden.

5. Die Zahlbegriffserweiterung von den retirlichen zu den Bruchzahlen besitzt eine
doppelte Natur; sie besteht ndmlich einerseits in Prozessen der Assmilation (Neues
als Altes im anderen Gewand sehen) und andererseits in Prozesen der Akkommo-
dation (Altes als etwas Neues shen, seine e@genen Vorstellungen angesichts von
Problemsituationen andern, rneue Begriffe bil den). Einerseits kann z.B. die Addition
/ Subtraktion von gleichnamigen Briichen quasi - kardinal betrieben werden (als



Weiter- oder Zurtickzéhlen), nur eben jetzt nicht mit Ganzen sondern z.B. mit Sedh-
steln. Tatsadhlichist ja (N, + ) isomorph zu jeder Bruchfamilie (N E—l% +). Anderer-
q

seits erfordert aber schon de Addition / Subtraktion urgleichnamiger Briiche die
ganzlich neue Vorstellung, di3 Zahlen erst in eine bestimmte Form gebracht werden
missen, un die alditive Operation beschreibbar zu maden. Es darf nicht der Ein-
druck entstehen, Bruchzahlen seien nur abgewandelte (, kompliziertere*) naturliche
Zahlen; vielmehr mufd dass Umgekehrte deutlich werden; natirliche Zahlen sind be-
zlglich des Redhnens geziell e Bruchzahlen.

. In jeder Phase der Bruchrechnung kann undsoll experimentell gearbeitet werden
und zwar nicht as Konzesson an angebliche oder wirkliche Desinteresserte bzw.
Langsam- oder Schwerlerner, sondern als wichtiger Bestandteil von Erfahrungsge-
winn fur alle. Experimentell es Arbeiten reicht vom praktischen Messen geeignet re-
prasentierter Grol3en (Lange, Fladheninhalte, ..) Falten von Papierflachen, Hantie-
ren an Hebeln undWaagen, Zeichnen (mittels Gummiband, Streifenmuster, Zirkel
und Lineal) Uber den ausgiebigen Gebrauch des Taschenrechners (evt. weiterer
elektronischer Medien) bis hin zu rechnerischen, symbalischen ader rein gedankli-
chen Versuchen (Gedankenexperimente).

. Die im MU immer gegebene Spannungzwischen konkret — arschadich hier und
abstrakt — symbalisch dort sollte enerseits bewul® herausgearbeitet aber anderer-
seits auch in beiden Richtungen zu brechen versucht werden. Die sogenannten all-
taglichen Briiche, zu denen neben Halben, Vierteln, Dritteln ... va allem Prozente
gehoren, sollten auch in Formen erscheinen, dein der Lebenspraxis vollig untldich

sind (z.B. 0,3 Milch = é—zl Milch, was als Gedankenexperiment auszugestalten

ist), und sperrige Briiche wie %;3 konren umgekehrt durch vergrobernde Sicht

mit allt&gli chen Bruchgrdlien in den Mesokosmos allt &glicher Wahrnehmungen be-
fordert werden.
. Im Sinne der Asgmilation undin Respektierung des heute vorherrschenden maschi-
nellen Redchnens st e die Dezimal bruchrechnungdurchgehend mit der ,, gemeinen”
Bruchrechnungauch zur wechsel seitigen Erhellung parall elisiert werden.
_ 5 N 25 50+25 75 3
/10 100 100 100 4

1 1
4+ =

2 4 \
=0,5+0,25=0.50+ 0,25=0,75
_10 _ 5[25 _ 125
/ 24 100100 1000

17
2 4 \

=0.50,25 (625=125) =0,125 O
Dabel darf nicht die Tatsache bagatelli siert werden, dal? endli che Dezimalbriiche nur
eine winzige Auswahl aler Briiche ausmaden.
. Eine zentrale Rolle kommt problemhaltigen Aufgaben unterschiedlichen An-
spruchsgrades zu, richt (nur) als Zusatzangebat (, Knacknisse*) fur besonders Inter-




esgerte und Leistungstiichtige, sondern prinzipiell fur ale. Nur Problemaufgaben
(vs. Routineaufgaben) konren zur Wedkung und Forderung heuristischen Denkens
beitragen, zwingen zu inhaltlichen Auseinandersetzungen und leginstigen durch
das besténdige Hin- und Herwalzen einer Sache vernetztes und kumulatives Lernen
und Denken (vgl. dazu de Bedeutung von Einstiegsproblemen in der Unterrichts-
konzeption vonDawydow , Hasemann / Mangel 1999, S. 14(f.). Dartber hinaus
konren wegen der Verbindung von Zahl und Gestalt als heuristischer Leitlinie &-
thetische Aspekte @ngebracht werden. Das Bild von dr Bruchrechnung als Exer-
zierplatz fur — womoglich nu hab verstandene Rechenregeln fragli cher Bedeutung
- kann undsoll durch Problemorientierung ganz entscheidend veréndert werden.

10. Eine weitere winschenswerte Veranderung des kalktldominierten Bruchrechnens
wird erzielt, wenn es gelingt, frihzeitig und kehutsam algebraisch — symbalische
Darstellungsweisen einzuiiben. Es geht natrlich nicht darum, allgemein kidren zu
wollen, was Variable, Terme, Gleichungen, Formeln sind, sondern ein Stiick der
(durchaus fremden!) Sprache der Algebra in Gebrauch zu nehmen lernen, um die

allgemeinen Formen, de Strukturen deutlicher werden zu lassen. So ist % (mit b

aus N) nicht nur ein stenografisches Symbal fir ,, Stammbruch®, sondern erlaubt und
beguinstigt operatives Durcharbeiten des Begriffs Stammbruch. (z.B.: wenn b< 10,

dann ist 1 >il > 1.1 1 ). Die dgebraische Sprache in Ver-

b 100b b+1l'b b+l b(b+1)
bindurg mit geometrischen wirde nicht nur den Theoriegehalt (ein Theorem ist ja
etwas algemein ,, Geschautes'), der Bruchrechnung cutlicher machen und wére
nicht nur ein madtiges Instrument beim Problemldsen, sondern wirde ene win-
schenswerte Basis fUr die weitere mathematische Bil dung darstell en.




2 Ertragsarmut

,und merk dir ein fur allemal den wichtigsten von allen Sprichen:
Esliegt dir kein Geheimnisin der Zahl, allein ein grof¥esin den Brichen® (Goethe)

Nicht erst TIMSSII hat offenbart, dal3 de Bruchredhnung kein besonders ertragreiches
Unternehmen ist.

,Das Rechnen mit Brichen galt immer as ein Kreuz fir Lehrer und Schiler gleicher-
mal3en; auch heute ist es vielen peinlich, wenn sie in de Briche geraten (Lietzmann
1912,S. 77).

Ob es Erwadhsenen wirklich so peinlich ist, mag fraglich sein. Jedenfalls erntete an
sehr bekannter Fernseh-Quizmaster brausenden Beifall, als er bekannte, dald er auch

nicht wisse, warum 30 %: 60sein soll.

»,Das Redchnen mit Brichen ist fir viele Schiler eine Plage, undauch de Lehrer sind
nicht zufrieden, wenn sie an den trotz aler Mhe oft nur geringen Erfolg auf diesem
Gebiet denken. Fast ale Erwachsenen begeben sich auf Glattels, wenn sie mit Briichen
rechnen sollen; ob sie dabe die gewdhnliche oder die dezimae Schreibweise benutzen, it
enerleé” (Schonwad 1955, S. 37).

Die Ertragsarmut zeigt sich natirlich in der Haufigkeit von Fehlern. Padberg hat in
mehreren Untersuchungen eine Reihe von typischen Fehlern identifiziert. Ein verbrei-
teter typischer Fehler ist die Bewdltigung von Additionsaufgaben nach dem Muster

%+§ :STJFZ, der besonders von den Schilern haufiger begangen wird, de vorher die

Multiplikation kennengelernt haben (Padberg 1989,S. 91). Rund 900Redschiiler 16sten
nur knapp 70 von Additi onsaufgaben mit ungleichnamigen Brichen richtig (Padberg

aa0., S. 15. Divisionsaufgaben von der Form%: ¢ (Bruch duch ganze Zahl) wurden

von etwa 10% der 900 Schiler nach dem Muster %C gelost, vermutlich deshab, well

die Kehrwertbildung von ¢ ds unmdglich angesehen wird (Padberg aa.O., S. 135.).

Auch de Erfolge in der scheinbar , leichteren” Dezimalbruchrechnung sind richt zu-

friedenstellend. So hielten in einer Untersuchung von 900Gymnasiasten 8% der Schii-

ler die Zahl 0,287 und 1% der Schiler die Zahl 0,3f0r die grofde unter den 5Zahlen
0,3 0,13 0,42 0,135 0,287 (PadbergaaO.,S. 172

Die Ertragsarmut ist deshalb besonders schmerzlich und emerkenswert, well es gerade
zur Bruchrechnung eine lange didaktische Tradition gibt, in der immer wieder neue Zu-
gange, neue Stofforganisationen, neue Veranschaulichungsweisen und reue Ubungs-
formen entwickelt underprobt worden sind.

Auch die Versuche zur stérkeren Verwissenschaftlichung im Sinne der Strukturmathe-
matik (Bruchzahlen als Abbildungen oder als Klassen aquivalenter Zahlenpaare) haben
offensichtlich die Ertragslage nicht signifikant verbessert, wenngleich auch Uberzeu-
gende Ansétze der Strukturwelle bis heute nichts von ihrer Bedeutung verloren haben
(Winter 1976).



Insgesamt gilt die Bruchrechnung nach wie vor as leidiges Kapitel der Schul-
mathematik fur all e Betroffenen: fir Schiler, wenn sie sich mangels Verstandnis an de
zahlreichen undleicht verwechselbaren Regeln klammern und eénnach scheitern; for
Lehrer, wenn sie trotz hohem Ubungsaufwand herbe Enttauschungen erleben; fir El-
tern, wenn sie ihren Kindern nicht helfen komen, weil sie selbst in ihrer Schulzeit auch
schon richt viel verstanden haben; fir Vertreter fortflhrender Bil dungsinstanzen, wenn
sie sich gendtigt sehen, Nachhil feunterricht im Bruchrechnen zu erteilen.

Dabe betrifft der unbefriedigende Erfolg im Rechnen nu die Oberflache des Problems
Bruchrechnung. Viel wichtiger ist die Frage, in wie weit die Bruchrechnung tibergeord-
nete padagogische Zielvorstellungen, de den Sinn des ganzen Unternehmens ausma:
chen, erreicht.

3 Redtfertigungsfragen — Warum und wozu heute noch Bruchred-
nung?

Bisher ist die Bruchrechnung obligat in allen Schulformen, wenn es auch schulformspe-

zifische Ausformungen undAnspriiche gibt. Kein Schiler kann ihr entkommen. Sie ist

der zentrale Unterrichtsdoff der Klassenstufen 5 und 6fullt in der Regel weitgehend

die ganze 6. Klasenstufe aus. Damit ist sie @n nicht unbedeutender Faktor in der ge-

samten Schulkarriere und somit in der Lebenskonzeption der Schiller.

Es gibt unter Fachleuten undLaien einen breiten, wenn auch nicht voll standigen Kon-

sens Uber die Unersetzbarkeit auch der ,,gewohrichen® Bruchrechnung. Als wichtigste

Redtfertigungsgriinde werden genannt (Freudenthal 1986, Th. Jahnke 1995, Padberg

1999, Profke 1991,Bayreuther 1999

(i) Bruchrechnung ist die Grundage des Birgerlichen Rechnens, das sinerseits wegen
seiner Bedeutung fur das private, berufliche und dfentliche Leben a's Pfli chtbereich
ganzlich urstrittig ist.

(i) Bruchrecdhnung ist eine notwendige Eintbung in entwickeltere algebraisch-
arithmetische und geometrische Begriff sbildungen undDenkweisen.

Beide Begriindungen bedurfen der kriti schen Erlauterung.

3.1 Zur Anwendbakeit der Bruchrednung:

Daim tradierten Burgerlichen Rechnen Dezimalbriiche Gberwiegen, konrte geschlossen
werden, man mége die Bruchrechnung Uberwiegend oder gar ausschliefdlich auf die De-
zimalbruchredhnung beschrénken. Die Allgegenwart von Taschenrechnern verstarkt
diese Einschatzung.

Tatsadlich wirken Aufgaben der Art ,W as kosten 2% kg Fleisch, wenn der Preis pro

kg 18% DM betragt?* (aus einem fruher sehr verbreiteten Schulbuch) bizarr. Es handelt

sich hier eher um eine notdirftig eingekleidete Rechenlibungsaufgabe zur Multi pli kati-
on gemischter Zahlen, bei der eine Auseinandersetzung mit dem Sachverhalt weder er-
winscht noch nawendig zu sein scheint.

Der springende Punkt des Burgerlichen Redhnens ist es aber gerade, Sachsituationen
ernst zu nehmen, um Aufkldrung Uber sie zu erlangen. Im Falle des Fleischeinkaufs



handelt es sch um das Verstehen der tGiblichen Konvention, wonach der Preis einer Wa-
re propartiond zu ihrer ,Menge“ oder , Quantitét®, hier zu ihrem Gewicht, sein soll.
Dasist eéin namatives Modell, keineswegs logisch zwingend, aber plausibel, praxisbe-
wahrt undim Prinzip allgemein akzeptiert (mit al erlel interessanten Ausnahmen, de zu
diskutieren sind).
Propationen finden nuneine angemessene Beschrelbung in Brichen, her etwa: Fir
jede Art von Gewicht und den zugehdrigen Kosten gilt

KostenderWare _ Kostenvonlkg derWare

Gewichtder Ware 1kg derWare
Diese Grundgleichung charakterisiert das propationale Einkaufsmodell und generiert
die prinzipiell unendiche Fulle von méglichen Kéaufen vonFleisch mit diesem Preis pro
Gewichtseinheit. Im Beispiel:

18,75DM _ 37,50DM _ 56,25DM _ 9,375DM _ 1,875DM _ K

1kg 2kg 3kg 0,1kg

= Preis pro 1kg (,Kilopreis*).

1
~k
5 g
Es handelt sich forma um nichts anderes als um Kirzen undErweitern (evtl. in einem

erweiterten Sinn, well ,Zahler* und, Nenner* nicht ganzzahlig zu sein brauchen), und
die obige Aufgabe eweist sich als Aufgabe, den ,, paseenden” Zahler zu suchen:

18,75DM 22, [ 2 |

lkg @2 2,2kg’

Und de Aufgabe ,Wieviel Fleisch bekommt man fir 20DM, wenn man fir 18,79DM
1kg Fleisch bekommt?* |&uft auf die Bestimmung eines Nenners hinaus:

0 10
18,75DM ~~a. 10DM
kg %7

18,75

Die Bruchschreibweise 183 Ubrigens auch (vor jeder Rechnung) das Ergebnis abschét-
zen (hier: etwas mehr as %kg); und Abschétzungen solcher Art sind kekanntlich eine

wichtige Rechenkortroll e.

Der Preis pro Gewichtseinheit erfiillt neben seiner Rolle ds Ausdruck der Proportiona
litét der Kosten-Ware-Relation eine Rolle ds Ausdruck der Preiswirdigkeit oder Billi g-
keit, worliber der potentielle Kéufer rasche Aufklarung wiinscht. Da dies nicht einfach
eine Geldangabe ist, sondern de Information tber Redht und Billi gkeit ausdriicken soll,

schreibt man auch 18,'5?(—M. Das Zeichen I:l)<—'v|verweist darauf, dal® wir eine neue
g g
GroRe haben mit der Dimension 2™, die die Billi gkeit als das Kosten-Leistungs-

kg
Verhdltnis widergibt (Winter 1986.
Man vergleicht normalerweise zwel Kaufangebate Uber ihre Preise pro Einheit. Bezahlt
man z.B. hier fr 0,9kg Fleisch 15,75DM und dat fur 1,05kg vergleichbarer Qualit &t
19,11DM, so erhdlt man de Preise pro kg:



15,75DM:17,50DM:17’50DM 19,11DM:18,20DM:18’20m und lenn —
0,9kg 1kg kg 1,05kg 1kg kg

wegen der gleichen Nenner 1 kg — entscheiden, was preiswerter ist.

Dal3 bei unsin der Regel die Bill igkeit durch den Preis pro Einheit ausgedruckt wird, ist

mathematisch nicht zwingend. Man konrte genau so gut umgekehrt zum Ausdruck

bringen, wie viel Ware a@ner bestimmten Art man fur eine Preiseinheit (z.B. 1 DM)

17,50DM 2% 1DM
1kg 37 0,057kg’

erhdt. Mit der Bruchrechnung ergibt sich z.B. aus d.h.man

erhélt fur 1DM 57g Fleisch.
Was hier fur Kosten undWaren angedeutet wurde, gilt analog fur viele weitere Bereiche
des Burgerlichen Rechnens (vgl. auch das Beispiel ,Druck® im Anhang):

LohnderArbeit(nDM)_ | oo Zeiteinheit (M stundentohr), durchschrittli-
DauerderArbeit (in h) h

cher Verdienst
KraftstoffverbraucHiir eineWegstreckéin | )

LangederStrecke(in km)

= Kraftstoffverbrauch pro Langeneinheit

kl_ , durchschnittli cher Verbrauch
m

LangedeszuriickgelgtenWeges(in km)
Dauerder Bewegundin h)

= Weglange pro Zeiteinheit, kTm Geschwin-

digkeit, durchschnittliche Schnellig-
keit
GewichteinesKérpers(in g)
VqumeneinesKt')rpers(in cm3)
Zinsbetragdir ein Kapitalin 1 Jahr(in DM)
HoéhedesKapitals(in DM)

g

= Gewicht pro Volumeneinheit, —, Dichte
cm

= Jahreszinsbetrag pro Wahrungseinheit,

durchschnittli cher Zinssatz, Rendite
JahrlichetSteuerbetag in DM)

_ : = Steuerbetrag pro Wahrungseinheit, durchschnittli cher
Jahreseingmmen(in DM)

Steuersatz
In jedem Fall driicken die Briche links Durchschnittswerte aus. Sind sie konstant oder
werden als konstant festgelegt, liegt ein proportionaler Zusammenhang vor. Wichtig ist,
da’ duch de Verhdtnishildung neue Grofen (wie z.B. Geschwindigkeit oder Dichte)
kreiert werden. In den beiden letzten Beispielen, in denen gleichartige Grofen ins Ver-
haltnis gesetzt werden, ist die neue Grole eénereine Zahl (ein -,Satz*, ein Antelil).

Ganzlich unwrzichtbar sind gewohrliche Briche, wenn stochastische Situationen be-
trachtet werden. Die relativen Haufigkeiten, mit der die Auspragungen eines Merkmals
einer Stichprobe auftreten und de Wahrscheinli chkeiten, mit der zuféli ge Ereignisein
einem Versuch auftreten, sind fast von Natur aus (jedenfallsin den in der S | vorkom-
menden Fallen) Bruchzahlen. Der Sinn friuher stochastischer Schulung (sogar schonin
der Grundschule) ist weithin anerkannt.

Kurzum: Die Redhtfertigung der (gewdhnlichen) Bruchrechnung aus der Sicht der An-
wendungen ist nach wie vor stichhaltig.



Das Problem aber ist, da3 de Bruchrecdhnung in viel zu geringem Ausmal3 anwen-
dungsorientiert gelehrt und ¢elernt wird. Es kann ncht erfolgreich sein, wenn de
Bruchrechnung lbkerwiegend selbstgentigsam als Mathematik auf Vorrat gelernt wird,
damit sie spater (etwaim Burgerlichen Rechnen undin der Geometrie) angewandt wer-
de. Die Anwendungen sind vieilmehr untrennbar mit den Begriffen verknipt. In locke-
rer Anlehnung an den Wissenschaftstheoretiker Sneed (Jahnke, H.N. 197) kann man
einen Begriff als ein System, bestehend aus einem strukturellen Kern (in lingual-
algebraischer Sprache) und einem offenen Kranz von Anwendungen ansehen. Der
strukturelle Kern modelli ert die Anwendungsstuationen undinterpretiert sie im Sinne
des fraglichen Begriffs, wahrend umgekehrt die Situationen den Begriff ausdriicken,
verkorpern, dem Begriff Sinn undBedeutung verleihen undtheoretisches Welterarbei -
ten anregen.

Die Anwendungsorientierung ist keineswegs shon gegeben, wenn Aufgaben von der

Art ,Voneiner 20m langen Schnur sind g abgeschnitten. Wievidl m waren das?* (Frik-

ke S. 19) gerechnet werden, dein ihrer Isoliertheit undinhaltli chen Armseligkeit weder
motivieren nach aufklaren.

Abb. 1soll am Beispiel von % visuell andeuten, welche nicht erschopfbare Fille von

Situationen aus Alltag, Natur, Wirtschaft, Gesell schaft und va allem Geometrie durch
den Bruchbegriff in bestimmter Weise strukturiert werden kann. Dal3 im sogenannten
wirklichen Leben (angeblich oder tatsachlich?) kaum mit gewdhrlichen Brichen ge-
rechnet wird, schrankt die Bedeutung der Bruchrechnung im Hinblick auf Anwendun-
gen in keiner Weise @n. Denn de Aufgabe des MU besteht nicht darin, Lebenspraxis
imitieren zu wollen, sondern Lebenspraxis besser verstehen zu lehren, und lesser ver-
stehen heildt: begrifflich ordnen kénren, Prinzipien duchschauen kémen, Vorausst-
zungen undFolgen beurteilen kdmen. Wahrscheinlich wird es in der Lebenspraxis nie
vorkommen, dal3 13Personen 9 vdlig geichwertige Pizzen vdlkommen gerecht unter
sich teilen (und nah urwahrscheinlicher ist es, dal’ ein Ful3kall spieler den Spielausgang

3:4mit, % der Tore hat die Helmmannschaft erzielt kommentiert). Die Pizzenteil ung,

bei der jeder %Pizza ghdlt, ist dennach reditdtsbezogen, wenn sie ds Beispid fir das

Modell grundsétzlich aler denkbaren (!) Félle von ,gerechten“ Teilungen gleicher
Ganzheiten verstanden wird. Es kommt zunachst auf die Recdhtfertigung des Anspruchs

auf % Pizza pro Person an (ebenso wie der Anspruch einer Partei auf %517 Sitze im

015
Parlament, wenn das ihr Stimmanteil ist). Wie der Anspruch effektiv eingel 6st werden
kann, ist ein neues und duchaus bedeutsames Problem; im Pizza-Beispiel z.B. die Fra
ge: Wie kann man einen Kreis exakt oder ndherungsweise in eine vorgegebene Anzahl
von Sektoren urterteil en?)
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VoLKsabstimmung

Blge Redspreibung] 2| Nein
AarahlSEimmen [33%0206 |4 A1504%)

Abbildung 1: Situationen, in denen die Bruchzahl % eine Rolle spielt
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Soll der Anwendungsaspekt in der Bruchrecdhnung as wesentliches Element der Be-
griffsbildung starker wirksam werden, so mul3 richt nur die bisherige stoffliche Organi-
sation cer Bruchredhnungerneut Giberdadht werden (sie sollte dazu eher spiralig entwik-
kelt und Uker mehrere Schuljahre verteilt werden), sondern auch undvor alem in der
Organisation cer Lernprozesse verandert werden. Wichtige Kontexte unseres Lebens im
MU zu erschlief3en muf3 auch ein Leitmotiv fir die Weiterentwicklung der Aufgaben-
kultur in der Bruchrechnung sein.

3.2 Eindbung in theoretisches Argumentieren

Die Bruchrechnung kann in der Tat eine Einfihrung in entwickeltere mathematische
Begriffshildungen und Denkweisen darstellen. Das ist dann der Fall, wenn sie mehr
darstelt, as eine Einlbung in den Gebrauch von Rechenregeln, wenn sie vielmehr das
Rednen auf Wissen undEinsichten griindet und Wissen und Fertigkeiten miteinander
verbindet.

Das betrifft nicht nur die Erweiterung des Zahlbegriffs (von N bzw. No nach B bzw. By)
samt den damit verbundenen Ordnungs- und Verknipfungsbegriffen, sondern auch den
verdnderten Umgang mit den mathematischen Objekten.

Letzteres besagt vor alem, die Argumentationsweisen stérker zu algebraisieren, den

Segen symbali scher Ausdr licke kennenzulernen. So kann der symbali sche Ausdruck %

wobel m und nirgendwelche natirlichen Zahlen sein sollen, dskutiert werden: Ist

m = n (Zahler = Nenner), dannist m_ 1, istm>n, dannist ms 1 (,unediter* Bruch);
n n
istm<n, dnnist Meq (,edter Bruch). Ist nein Teller vonm, dannist M eine gan-
n n

ze (natdrliche) Zahl; istn=1, soist m_ m; haben m und n @én gemeinsamen Teiler K,
n

SO ist mk_m usw.
n:k n

Der Segen der Formel wird erst so recht greifbar beim Redhnen. Die umgangsspradli-
che Formulierung der Addition vonBrichen (,Man addiert zwel Briiche, indem man
sie, fals ndtig, gleichnamig macht, dann de Zahler addiert und den Hauptnenner beibe-
halt und schliefdlich, wenn mdglich, kirzt und einrichtet.”), betont das algorithmische
Element, Algorithmus a's all gemeines Redhenrezept, das immer ausfihrbar ist undsich
(unter Ausblendung inhaltli cher Bedeutungen) i.W. auf die Manipulation vonZahlzei-
chen bezieht. Ein Algorithmus ist also auf die Syntax ausgerichtet und wird als Vor-
wartsprozefd (von der Aufgabe zum Ergebnis) nach festen Regeln exekutiert. Die For-
mel (gewonren als zusammenfassender Ausdruck vielfaltiger Erfahrungen mit konkre-
ten Briichen)

a c[] ad bc[] ad+bc

—+—F—+—[F—

b d% bd bd@z bd
dagegen zielt auf den strukturellen Aspekt, d.h. auf einsichtiges allgemeines und eher
deklaratives Wisen, auch tber Rechenprozesse. Welche naturlichen Zahlen auch im-
mer fUr a, b, ¢, d eingesetzt werden, de Gleichung stimmt immer und man kann sie von
links nach rechts oder umgekehrt lesen.
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Formelgleichungen konren diskutiert werden, Wissen wird in gedrangter Form darge-
stellt undgewonren, etwa:
e Ista =c =1, dann haben wir Samnbriche, gewisermalden de Elemente der Welt
der Bruchzahlen undesist
1 N 1 b+d _Summezweiernatirliche Zahlen

b d bd ProduktdieserZahlen
Es kann ua das hochinteressante Problem entstehen, wann de Summe zweier

Stammbriiche wieder &in Stammbruch ist (wie%+%:%) (Walther 1999. Uber-

haupt lohrt sich de Beschéftigung mit Stammbrichen (Winter 1984, S. 49), auch
aus geschichtlichen Griinden (Menninger 1955), wobei geometrische Darstellungen
deshalb urersetzbar sind (Abb. 2, weil sie, bei rechter Betrachtung, Formeln im

Bild reprasentieren. So ist % der symbali sche Ausdruck fur den b-ten Teil des Ein-

heitsquadrates und % durchlauft die Stammbruchfolge, wenn b de natirlichen

Zahlen duchlauft. Zu sehen ist, wie die streng fall ende Folge immer langsamer féllt.

r 1 11
6

2 3 4 5

~N| e

Abbildung 2: Die Folge der Stammbr tiche

e st b = d, haben wir ,einfache Verhdtnise* (gleichnamige Briiche) und formel-
mafdig ergibt sich auch %+§:%:%. Ist gar b=d =1, so haben wir , na-
turliche Zahlen.

e lIst bein Teler von d, d= kb, dann spiegelt sich das natirlich auch in der Formel

....a ¢ _ak c _ak+c_ak+c
wider: —+—=—+—=— "= :
b kb bk kb kb d

Kurzum: Der formelméaldige Umgang mit Bruchen gbt der Bruchrechnung nicht nur

Einheitli chkeit, sondern erlaubt vor allem, lGber das Rechnen und iber Briiche zu spre-

chen, Wissen darzustellen undzu diskutieren. Und richt zuletzt konrien auch de An-

wendungen Uberzeugender gestaltet werden, da das Prinzipiell e deutlich hervortritt.

Allerdings, und her liegt das grol’e und hsher i.W. nicht bewaltigte Problem, ist die
algebraische Sprache durchaus artifizieller Natur. Bisher sind de Erfolge jedenfals in
aller Regel recht mager. Die beriihmt gewordene Professoren-Studenten-Aufgabe (, An
einer Universitét gibt es P Rrofessoren undS Sudenten. Die Zahl der Studenten ist das
6-fache der Zahl der Professoren. Driicken Sie diesen Zusammenhang as Gleichung
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aus’) wird auch von velen Abiturienten und akademisch gebildeten Leuten nicht ge-
meistert. Malle (1986, S. 3) hat Grinde fur die Einschétzung, dal? etwa die Halfte der
Schulabganger — nach mehrjahriger Ubung! — nicht , einfachste Formeln aufstellen, in-
terpretieren und umformen® kann.

Hochstwahrscheinlich kénren zwei Grinde fur die Ertragsarmut verantwortlich ge-
madt werden: Die dgebraische Sprache wird zu spéa und dann zu engherzig (Glei-
churgslehre) eingefuhrt, und zweitens dominiert dann der Kalkllaspekt derart, daf3
Schiler glauben, es handele sich um das Umgehen mit inhaltsleeren Symbaden nacd
bestimmten (zu lernenden) Regeln. Die Symbole symbdlisieren da nichts, sie stehen nur
im Symbolkontext, so wie die Spielsteine des Schachspiels, die nach bestimmten, ak-
zeptierten, aber nicht begriindeten Regeln bewegt werden dirfen.

Fur die Bruchrechnung waére zu folgern, dal3 vonAnfang an Variable in Gebrauch ge-
nommen werden, un durch sie mehr Klarheit in gesetzméldige Zusammenhange zu
bringen. Dabei missen geometrische Darstellungen eine Art Vermittlerrolle spielen,
denn in geometrischen Figuren kdmen sich de dlgemeinen, also strukturellen Sach-
verhalte spiegeln. Jedoch sprechen sie nicht wie von selbst aus sch heraus, vielmehr
mul3 de geometrische Sprache gelernt werden, unddazu gehort es auch, Figuren als
Variable, as bildhafte Symbole aifzufassen (Jahnke, HN 1978.

Es bedarf auch in deser Hinsicht einer Weiterentwicklung der Aufgabenkultur.

3.3 Training im heuristischen Denken

Die Redhtfertigungsproblematik darf mit dem Verwe's auf die Bedeutung der Bruch-
rechnung fir Anwendungen undfir eine entwickeltere mathematische Bil dung nicht al's
abgeschlossen betradhtet werden.

Ein weterer Grund, de Bruchrechnung zu urterrichten liegt (iii ) in ihrer Bedeutung als
Erfahrungsfeld fur die Schulung des heuristischen Denkens

Dieser Aspekt wird bisher zu stark vernadlasggt. In der Schule Gberwiegt bei weitem
das Erlernen der Verfahren, und dle didaktischen Bemiihungen sind darauf gerichtet,
das Lernen der Verfahren so zu gestalten, dald ihrem systematischen Aufbau Schritt fur
Schritt entsprochen wird und Fehlerquellen minimalisiert werden. Insofern ist die
Bruchrechendidaktik zu stark , negativ® motiviert: die zu befirchtenden , Mil%erfolge”
sollen duch de, richtigen* Unterrichtsmethoden begrenzt werden.

Es kann aber nur begrenzt Erfolge geben, wenn der Schwerpunkt der didaktischen
Bemihungen auf dem ,,Beibringen” und Eindben vonVerfahren liegt und richt minde-
stens ebenso entschieden auf der Beglnstigung von Verstandrisgewinn. Verstandns
aber 183t sich nicht von aufen will kirlich herbeifihren, es kann rur und mufl3 deshalb
durch Erfahrungsangebote angeregt werden. Diese Angebate sollen das Stauren, Fra-
gen, Vermuten, Darstellen, Formulieren, Umformulieren, Ausprobieren, Uberpriifen,
Ubertragen, Anwenden, Fortspinnen stimulieren, im Schlagwort: aktiv-entdeckendes
Lernen ist anzustreben. Um dafUr V oraussetzungen zu schaffen, ist es zunadst notwen-
dig, die Vorstellung von der Bruchredhnung als einer Sammlung von Redhenverfahren
und also einer eher langweili gen Durststrecke deutlich zu karigieren, indem man de
vielen Mdgli chkeiten wahrnimmt, interessante Problemstell ungen zu finden undzu ver-
folgen. Ohne die stark selbsténdige Auseinandersetzung mit Problemen kann es keine
Verbesserung der heuristischen Struktur geben, weil die Losung von Routineaufgaben
definitionsgemald gar keiner heuristischen Aktivitdten bedarf, sondern eben nur des Re-
kurses auf erlernte Verfahren.
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Eine inzwischen bewdahrte Lernumgebung, Erfahrungen der angestrebten Art schon auf
fruher Stufe zu ermdglichen, ist die Pizza-Welt (Strefland 1986,Kurth 1995. Es geht
dabel eben nicht darum, Briiche zu veranschaulichen undBruchrechenregeln abzuleiten
und de hausbadkene Torte durch de moderne Pizza zu ersetzen (Bayreuther 1999,
S. 15), sondern darum, Schiler mit Teilungsproblemen zu befassen, de aif verschiede-
ne Arten gelost und keschrieben werden kdnren, ome auf eine enzige syntaktische
Regel (wie gleichnamig machen) zu rekurrieren, dese jedoch anzubahnen. Die Initial-
aufgabe, 3 Pizzen an 4 Kinder ,geredt” zu verteilen, betrifft eéinma ein Grundmotiv
der Bruchrechnung, ndmlich Aufgaben wie 3 : 4 Sinn zu geben, zum anderen enthélt die
Aufgabenstellung Freirdume, deren Nutzung neue Erkenntnisse awirft und Bruch-
schreibweisen ohrne endguiltige Begriff sbestimmung schoneinmal in Gebrauch nmmit.
So kann de Initialaufgabe auf mindestens 5 Arten geldst werden, was mit zueinander
kongruenten Kreisscheiben aus Papier simulierbar ist (Abbildung 3):

(1) Nacheinander jede der 3 Pizzen duch 4tellen, da ehdlt jeder %+i+% -SG} j

von einer ganzen Pizza.
(2) Gleichzeitig (aufeinander legen!) ale 3 Pizzen vierteln, da ehélt jeder 3: 4 Pizzen,

also?,:4:§

(3) Zuerst 2 Pizzen an 4Kinder vertellen, da ehdlt jeder % Pizza, dann nah 1Pizza an

4 Kinder verteil en, da bekommt jeder noch Z Pizzadazu, also %+% —§

4
(4) Das 1. Kind bekommtvon cer 1. Pizza% , das zweite Kind von a 2. Pizza % das

dritte Kind von ar dritten Pizza % und dbs 4. Kind de restlichen 3 D%, also

2ol 2-ag s
4 4

(5) Telenin Gedanken. Waéren es 4 Pizzen und 4Kinder, dann erhielte jedes 1 ganze
Pizza. Nunsind es aber nur 3, damiif¥e jeder % von seiner ganzen Pizza wieder zu-

rUckgeben,aIso3:4=4:4—1:4:1—% = %

3 Pizzen an 4 Personen gleich verteilen
3:4
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3:423[«!17':1von3:§
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3.
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3:4:§
4
§+§+§+§:4B§:3
4 4 4 4 4
5.

o
5

inder zu verteilen

3:4=4:4-1:4=1-

Nl
x +Hlw

Abbildung 3: 5 verschiedene Arten, 3Pizzen an 4
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Eine Problemaufgabe auf entwickelterer Stufe gehdrt zum Kontext Tellungen eines
Quadrats: Die Schier sollen alein duch Faten undZeichnen eine quadratische Papier-

fladhe so zerlegen, dBl3 dabei eine quadratische Teilflache entsteht, die % der quadrati-

schen Gesamtflache ausmadit. Kurz: Made ais einem grofRen Quadrat ein kleines
Quadrat, das 5mal in das grole passen wirde. (Oder auch umgekehrt: Man gibt die Fi-
gur vor undfordert die Schiiler auf, den Anteil des kleinen Quadrats am grofen Quadrat
zu finden.)

'ﬁ
/
1 f N 1 -
=92 s
5 P 5 <A
‘ N
a) Faltachsen b) C)

Abbildung 4: Kleines Quadrat aus grof3em Quadrat herstellen

Vollig unangemessen wére es, eine Losung vorzufihren oder fragend-entwickelind zu
»erarbeiten”. Zunadst sollen de Schiler sich ganz alein bastelnd undzeichnend selbst
versuchen. Bald wird man feststell en, dal? systematisches Falten parallel zu den Seiten
nicht zum Zid fuhren kann; man erhdt nur Halbe, Viertel, Achtel usw. (Nenner ist
Zweierpotenz). Man mul3 auf etwas Neues kommen, im wahrsten Sinne des Wortes
guerdenken. Und da kann entdedkt werden, dal3 es durch planméfdiges , Querfaten®
moglich ist, ein kleineres Quadrat zu erhaten (Abb. 4a). Dessen Grof¥e héangt davon ab,
,wie quer* gefaltet wird. Was snd dabei die Extremféll e?

Im Sonderfal, wenn de Faltachsen von einer Ecke zur Mitte @ner nicht anliegenden
Seite verlaufen, scheint sich de Losung zu ergeben. Diesist die entscheidende Entdek-
kung (Abb. 48. Dal3 es wirklich die Ldsung ist — der zweite Teil des Problems —, kann
eingesehen werden, wenn man de 4 rechtwinkligen, zueinander kongruenten Dreiecke
sieht (Umstrukturieren!), die sich zu einem Quadrat zusammensetzen lasen, in das
4mal das mittlere gesuchte Quadrat palét. Jedes der vier genannten Dreiecke ist fl&
chengleich dem Quadrat. Oder eswird de tolle Umgestaltung in Abb. 4 gefunden.

Dann kann Weiteres entdedkt werden, z.B. dal? jedes der 4 kleinen Teildreiecke in den

Ecken de Fladhengrole 11 iobeﬂtzt, wenn das Ausgangsquadrat den Flachenin-

4 5 2
halt 1 besitzt usw.
Die Pflege des heuristischen Denkens darf sich nicht in der Bearbeitung isolierter Pro-
blemstell ungen (Sternaufgaben, Knadkniissen, moglichst as ,, Futter” fir die Leistungs-
stérksten) erschopfen, sondern muf3 den Unterricht insgesamt durchdringen. Vorschlége
dazu bringen de folgenden Kapitel.
Auf einen speziellen, aber wichtigen Punkt sei hier noch kurz hingewiesen. Zum heuri-
stischen Denken gehort nicht nur das Finden, sondern auch das Uberpriifen einer Lo-
sung. Es miif¥e zur Angewohrheit erzogen werden, nichts aus der Hand zu geben, dbs
nicht — moglichst auf einem anderen Wege — kortrolli ert worden ist. Wenn ein Schiiler
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bei 1+l unsicher ist und dann auf 1+}:ﬂ:3 setzt, so sollte & gewohnleits-
2 3 2 3 2+3 5
maldig etwa den Test an bekanntem Material machen, eswéredannja%+% :%.

4 Alte Zahlen — neue Zahlen, allgemeine Probleme der Zahlbereich-
serweiterung

Die Schuler sind duch Erfahrungen in der Vorschul- und Grundschulzeit mit den na-
turlichen Zahlen vertraut. Sie sind sogar damit gepragt in dem Sinne, dal3 ihre aithmeti-
schen Kompetenzen auf ungefragten, quasi archetypischen, intuitiv tief verankerten
Uberzeugungen beruhen.
Dazu gehdren:
Kardination: Eine Zahl und eine Rechenaufgabe beantworten immer eine Frage nach
,wievide?.
Eineindeutigkeit zwischen Zahl und Zahlzeichen: Jede Zahl hat genau eine Zahlbe-
zeichnurg (Zahlnamen), der visuell aus einer Folge von Ziffern undauditiv aus ei-
ner bestimmten Folge von Grundzahlwortern (mit Stell enwertangabe) besteht.
Diskrete Ordnung: Jede Zahl hat einen Nachfolger und —aufr der kleinsten Zahl —
einen Vorganger. Die Menge der Zahlen ist wie @ne Kette mit Anfang aber ohne
Ende.
Rednen: Jede Elementaroperationa +b,a— b (wenna=b), alb unda: b (wenn b
Teiler von a) ist bel in der Ziffernsprache gegebenem a, b ummittelbar durchfihrbar
undliefert wieder eine Zahl in der Giblichen Ziff ernsprache.
Einschrankung der Division: Die Division a : b ist nicht immer restlos mdglich.
Wenn sie moglich (und der Teller grofer als 1) ist, dann ist das Ergebnis immer
kleiner als die geteilte Zahl.
Multi plikation undOrdnurg: Multipliziert man zwel Zahlen, de grof¥er als 1 sind, so ist
das Ergebnis grofer as jede der beiden Zahlen (Multiplizieren as , starkes* Vermeh-
ren).
Diese Uberzeugungen werden in der Bruchrechnung samtlich in Frage gestellt. Darin
liegt die unhntergehbare und richt einfadh hinwegmethodsierbare Schwierigkeit der
Bruchrechnung, und dles madt nicht nur Schilerfehler verstéandlicher, sondern auch
das mihselige Z6gern (auch in der Geschichte der Mathematik), Bruchzahlen tberhaupt
als Zahlen zu akzeptieren.
Eine Definition dar Bruchzahlen undihrer Verknipfungen oder eine mengentheoreti-
sche Konstruktion der Bruchzahlen as Klasen aquivaenter Paae natirlicher Zahlen
kann fiir Schiller keinerlei Gewinn darstellen, da ja so de 0.g. Uberzeugungen (iber-
haupt nicht in ihrer intuitiven Verankerung betroffen werden. Man muf3 sich als Lehrer
schon um intuitive Aufklarung bemihen, was vorausstzt, sich der Problematik der
Zahlbereichserweiterung bewuld zu sein.
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5 Zahlen und Zahler — Fihrung und Verfiuhrung durch Kardination

Nichts heint so unwerriickbar festzustehen, dald Zahlen zum Zahlen da sind undzéhl-
resultate fixieren. Das gilt fur das ,reine* Zahlen als Sprachspiel (eins, zwel, drei,...)
wie fur das Abzahlen vonGegenstanden in reden Situationen: Wie viele Kiihe sind jetzt
auf dieser Weide, wie viele M&dchen in urserer Klasse, wie viele Kunden sind jetzt im
Geschéft, wie viele Einwohner (am Stichtag) in urserer Stadt? usw.
Wohlbegriindeterweise spielen Anzahlsituationen im Sadwredinen in der Grundschule
eine hervorragende Rolle, die Kardination ist die aste grof3e mathematische Leistung
zur Erhellung reder Situationen. Nebenbel bemerkt: Die Operationen mit nattrlichen
Zahlen haben dasselbe Doppel gesicht wie die mit Bruchzahlen, némlich Iebensweltli che
Bedeutsamkeit undinnermathematische Strukturiertheit.

Vernirftig ist im Prinzip auch de Verbindurg des Rechnens mit dem Zahlen: Addieren
als Weiterzdhlen, Subtrahieren a's rickwérts z&hlen, Multiplizieren als Zahlzdhlen, Di-
vidieren as rickwarts Zahlzéhlen (Abbildung 5), wobel aber schonin den Rechenarten
zweiter Stufe (Multiplikatior/Division) die beiden Operanden begrifflich urterschied-
lich sind; in 3[4 Perlen bezieht sich 3 richt auf Perlen, sondern auf Gruppen von Per-
len.

5+3 8-3

_— S —

1 2 3 321
Q0000|009 OO0 00 0|00 J
1234567 8 1234567 8
34 12: 4 (ds Enthaltensein)

32 143 2143 21
oNeXol[cXoXeNo)[cXoXeXe]

8888168348884 |8

1234567 89 101112 234 567 89 101112

Abbildung 5: Kardinales Redhnen als Zahlen in der Grundschule

Diese Unterscheidung kann undsollte ds Vorerfahrung zum Bruchzahlbegriff ausge-
baut werden, etwa: 4 ist dreimal in 12enthalten, 4ist ein Drittel von 12, 8sind 2Drittel
von 12.Aber dies grengt grundsétzlich nicht den kardinalen Rahmen; in 12: 4 = 3 ist
ja 3 dach auch als Anzahl zu verstehen, entweder als Anzahl von Perlen je Gruppe
(Vertellen) oder als Anzahl von Gruppen (Aufteilen).

Auch de ,gebrochenen” Grofen, dein der Grundschule vorkommen wie 3,25m oder
2,125lg usw. werden in der Regel der Kardination assmili ert, indem 3,25n as 3m +
25cm = 3,25m verstanden wird und gerechnet wird in der ,kleineren® Einheit, was
spater in der Bruchrechnung wieder aufgegriffen werden sollte. Eine niitzliche Vorer-

fahrung wére es auch, wenn 3,25n as 3% m und 2,125k als Zékg bedadht und ge-

schrieben wirde.

Dartiber hinaus und va alem sollte die Mafahldeutung der natirlichen Zahlen schon
in der Grundschule mehr zu ihrem Redht kommen und richt unter dem Ubergewicht der
kardinalen Deutung verkimmern. Das heif3 dann auch, dal3 reben dem Zahlen das Mes-
sen mehr zu kutivieren ist. Ein ausgezeichnetes Mittel dazu sind Zahlstébe, insbesonde-
re die farbigen und ncht unterteilten Cuisenaire-Stabe (Besuden 199§. Im Messen von
Staben aneinander haben wir eine enaktive Verkorperung der Division mit Rest, die
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spater zu einfadhen Félen der Wedselwegnahme mit Bruchzahldeutung fihren kann
(Abbildung 6).

10=106+4 2=3von10
6=104+2 2=1von6
4=202 2=1von4

Abbildung 6: Messn mit Cuisenaire-Staben

Diese Prozedur des aufeinander folgenden Aneinandermessens ist noch weitaus gan-
nender, wenn de Lange der Stabe, die aneinander zu messen sind, numerisch nicht be-
kannt ist und man dach zu einem numerischen Ergebnis gelangen kann, wenigstens zu
einem angendherten (Abb. 7). Das |18} sich z.B. mit 2 Strohhalmen enaktiv ausfihren,
und man muf3 dese Prozedur praktisch ausflihren und zeichnen lassen. Es ist bereits
eine fundamentale Erfahrung zu Bruchzahlen, wenn das Ergebnis von Abbildung 7 in

= lW oder W = ﬁs 0.4 ausgedrickt wird.
24 7
| W
| S
W
S |
W |
S=2R;+R;
|
Rl = 3R2
S= 7R2 W= 24R2

Abbildung 7: Aneinandermessen bis zu einer gemeinsamen Mal3einheit (hier Ry)
Es gibt eine grof3e Verfuhrung, die kardinale Sicht durch Analogisierungin der Bruch-

rechnung fortzusetzen, nicht nur bei Addition undSubtraktion. ;+§ wird als , prak-

tisch dasslbe” angesehen wie 4m + 2m oder wie 4 Nisse + 2 Nuss usw. Siebtel er-
scheint dann als eine Benennung desen, auf was die zdhlende Addition (oder Subtrak-
tion) angewandt werden soll, was durch de Bezeichnung ,Nenner* ja auch noch be-
stérkt wird; und ke gleichnamigen Brichen funktioniert das ja aich préchtig. Eine
langjahrig gelibte und auch erfolgreiche Analogie sitzt tief, und Schiler greifen beson-
ders in Stref3- oder Unsicherheitsstuationen fast unweigerlich darauf zuriick. Deshab

braucht man sich nicht zu wundern, wenn Schiler auch in ;+§ fast wie sdbstverstandich
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»<Zusammenzédhlen® wollen und etwa auf j—é verfdlen, wenn des auch gerade nicht von

der Anaogie getragen wird, es wére jaso etwas wie 4 Apfd + 2 Nus®. Die Bedeutung der
Nenner wird ausgebl endet.

Grof¥ Unsicherheit besteht, und das zeigen auch Fehleranalysen (Padberg, S. 93 f1.),
wenn natirliche Zahlen und Briche in Recdhnungn gemeinsam auftreten, wie in

3+ E 2 +3, 3—% Jetzt scheint die kardinale Sicht (Weiterzéhlen) eine besondere Ver-

55
fahrung (Strefland 1986 zu sein, indem nach dem Muster a+E _a_b , a _E:a;b

c c cC c
“gerechnet* wird, wobel auch de ,Anaogie” zur Multiplikation (da ,geht es jal

a% = a_Cb) eine Roll e spielen mag. Den geringsten Anteil richtiger Losungen fand man

bei Subtraktionsaufgaben der Art 1—% (Padberg, S. 100f.), dieja,eigentlich* fast gar

kein Rechnen erfordern, sondern ,, nur* Basisvorstellungen vonBrichen.
Die , syntaktische” Analogiebildung, Nenner a's Namen fir etwas anzusehen, de ja bei
der Additior/Subtraktion gleichnamiger Briche afolgreich ist, fihrt im Falle der Mul-

tiplikation fast konsequenterweise auf das Muster %5& :%C, tnd tatsichlich treten Fehler
dieser Art, dlerdings nur bei wenigen Schilern systematisch, auf (Padberg, S. 116 f.). Die
Divison vam Typ % : % mUf&e dann e gentli ch wieder erfolgreich sein, vor dlem dann, wenn
c ein Teler von aig und die Aufgabe ds Mal3aufgabe (enthalten sein) gedeutet wird, aso
richtig %:% —a:c. Tasidlich gibt es aber gehauft den Fehler vom Typ

Im
Io
©
w

(Padberg, S. 134), dso —:—=—, dos hief3e auch 9 NiUsse : 3 Nusse
b b 10 10 10

=3 Nusse, und da stimmen die Zahlen auch noch, wenn auch Unsinn desteht.

Insgesamt gibt es durchgehend grofRe Schwierigkeiten in Bruchrechenaufgaben, wenn
natlrliche Zahlen und Bruchzahlen gemeinsam auftreten. Halten de Schiler (unbe-
wul¥) am Kardina zahlkonzept, wonach Nenner Namen vonetwas snd, fest, konren sie
zwar in den Redhenarten erster Stufe bedingt erfolgreich sein; ungleichnamige Briiche
werden ja gleichnamig (!) gemacht, und ann geht es weiter mit Weiter- oder Zuriick-
zahlen der Zahler. Aber dieser analoge Prozeld verdedkt eher ein inhaltli ches Bruchver-
sténdnis, was sch eben bei ,gemischten®* Aufgaben der o0.49. Art

%+3 4—— 5& =16, E 3 u.& niederschlagen kann.

7 7 16 16

6 Gesichter der Bruchzahlen

Der entscheidende Punkt ist, dal3 Schiler natirliche Zahlen als gezielle Bruchzahlen
verstehen lernen sollen, und mcht umgekehrt Bruchzahlen als eziell e nattirliche Zah-
len, nAmlich as benannte natirliche Zahlen, wie das die 0.g. syntaktische Anaogie
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Operator (Zuordnung) {Bruch)grditen .
) 1 3 herstellen
1.Grore O - = der 1.Grofe (TP — = der L.Groce Grofe (Fiacheninhalt, Lange, Volumen,
4 3 3 4 Gewicht, Zeitspanne, Anzahl,...)
& (= von) & (Bruc)gotn | 3 23 3 3 3
4 4 Entstehurgshand- | — M .~ dm,—kg,—h,— von 240,...
lung finden 4 4 444
oder
) das 3-fache : 3 )
1Grote O0F - der 1. GrofRe ot - " der 1.GroRe
3,3
& (= von)
4 4
Eingangsgrofe Ausgangsgrolie
Struktureler Kern

3 Bruchgréfeds
zum GréRenverhdtnis o " Verhdtnis zweier
—igtdiezahl r, fur die
Entstehungshandlung 4 s urd Grofen ausdriicken

finden

41 =3dglt
Ausgangsgrofie mit zum GroRenverhdtnis)
Eingangsgrofe p | Verhatnis (zwischen geeigneten Grofien) Bruchgrofe finden
vergleichen '
3 : 4 Torverhdtnis

E Mischungsverhdtnis
1. GroRe2 GroRe  Seitenverhdtnis

Abbildung 8: Drei wichtige Deutungen von Bruchzahlen am Beispidl %

suggeriert. Zwar ist es didaktisch unbkedingt richtig, das Neue so weit wie moglich dem
Altbekannten anzupasen (Assmilation i.S. Piagets), aber genau so richtig ist es, die
Grenzen deser Anpasaung wahrzunehmen und de Notwendigkeit zur Kredion reuer

Ideen undVorstellungen zu erkennen (Akkommodation i.S. Piagets). %ist eben nicht
als Anzahl im Sinne der Madtigkeit einer Menge von wohlunterschiedenen Elementen
deutbar. Aber %ist als Quantitivum deutbar, und zwar 1. var alem as wohldefinierte

Grol%e nach Festlegung einer Ganzheit (Einheit), 2. as doppelte Handlungs- oder Ope-
ratoranweisung (nimm das 3-fache des 4. Teil s einer (Einheits)Grof3e, teile das 3-fache
einer (Einheits)Grofe durch 4), die sich auf Grofen bezieht und 3.als Verhdtnis zweier
(geordneter) Grolen zueinander (das 4-fache der ersten Grof3e ist gleich dem dreifachen
der zweiten Grof3e). Abb. 7soll diese 3 Deutungen undihren Zusammenhang ill ustrie-
ren.

Diese Deutungen werden einerseits mit Hilfe der natirlichen Zahlen gefunden, anderer-
seits lassen sich natdrliche Zahlen nun reu deuten als geziell e Bruchzahlen: n as Ope-

)
rator (OO - ), ads Grole ( n-faches einer Einheitsgrofde), as Verhdtnisn: 1.
Die neue Deutung der , alten* Zahlen ist keine bare Selbstversténdichkeit, wenn es um
Anwendungen geht. Von 5Kihen zu reden, ist klar, nicht aber, in % oder gar in %’
Kuhen einen Sinn zu sehen. Es mul3 gelernt werden, dal3 auch eine gebrochene Zahl von
Kuhen eine sinnvdle Gedankenkorstruktion ist, etwa ds durchschnittli cher Viehbe-



23

stand vonBauernhden, wobei es zu desem Modell gehdrt, sich de Kiihe ds unterein-
ander gleiche Idedkihe (sog. GVE = Grof3vieheinheiten) zu denken.

Es kommt nicht darauf an, de 0.g. Deutungen in der Schule systematisch zu thematisie-
ren, unwerzichtbar aber sind vielféltige Erfahrungen zum Begriff der Bruchzahlen ein-
schliefdich der Einbettung der nattrlichen Zahlen in de Bruchzahlen.

Was die aninent wichtige Verhaltnisdeutung angeht, so ist zu beadten, dal3 eine Ver-
héltnisangabe immer kontextgeburden ist; es druckt , Gestalthaftes® numerisch aus
(FUhrer 1999. Man kann richt einfach mit Verhadltnissen rechnen. Spielt eine Mann-
schaft A gegen eine Mannschaft B einmal mit dem Ergebnis 3: 4 und k®im nadsten

Ma mit dem Ergebnis 1 : 2, dann haben weder §+£:§ noch sn_1 so ohre weite-
4 2 4 42 2

res einen Sinn, cer sich auf FuRRball spiele bezieht.

7 BruiuchealsZechen fur Zahlen

Einer der grofden Briiche zwischen natlrlichen und Bruchzahlen wird durch de Be-
zeichnurg markiert. Wahrend jeder natirlichen Zahl (nach Wahl der Basis, Gildi cherwei-
se bei uns 10) eineindeutig ein ,W ert* aus dem Alphabet der 10 Ziffern 0 ks 9 zuge-
ordnet wird, besteht ,der* Name ener Bruchzahl aus einem Komplex von 3 Zeichen:
Zahler, Bruchstrich, Nenner, wobel Zahler und Nenner je Namen von ratirlichen Zah-
len sind. Die Nennung einer nattrlichen Zahl geschieht in einem Wort (und sei es auch
ein Ungetim: ,zweihundertdreiundzwanzigtausendvierhurdertvierundfanfzig*), die
Nennung einer Bruchzahl jedoch in zwel oder gar in drei Wortern (,zwei Drittel, ,zwel
durch drei). Dies ist an sich schon ein Sachverhalt, der umso beunruhigender wirken
muf3, je weniger die Differenz z2wischen Zeichen und Bezeichnetem erkannt ist bzw. je
mehr Zeichen undBezeichnetes als ,, dassl be" angesehen wird.

Es wird hier keineswegs dafur plédiert, die Unterscheidung von Zeichen undBezeich-
netem in der Primar- oder Erprobungsgufe dlgemein zu themaiseren. Zwar lernen de
Kinder in der Grundschule verschiedene geometrische und agebraische Darstelungen der-
selben Zahl kennen (Abbildung 9), aber esigt fragwiirdig, ihnen weilsmaden zu wollen, 5+
3,10 -2 2[4, 16 : 2, usw. seien nur verschiedene Namen derselben Zahl, deren Stan-
dardname 8 sei. TatsAdlich ist es wichtig und richtig, wenn de Kinder auch den
Gleichheitscharakter des Gleichheitszeichens kennenlernen, de dgebraische Sicht und
nicht nur den , ergibt“-Charakter, die funktionale Sicht (links Aufgabe, rechts Ergebnis
der Rechnung). Dann haben wir in 5+ 3 =16: 2 weniger ein Phanomen der Namens-
verschiedenheit bei Objektgleichheit als vielmehr eine Aussage: Die Aufgabe 5 + 3
fahrt zum selben Ergebniswie die Aufgabe 16 : 2, de beiden Seiten sind ergebnisgleich
und koénren ausgetauscht werden (Winter 1970, 1982 In der funktionalen Sicht einer
Zahlgleichung dominiert die Handlung, das Verfahren, de Herstellung, die Prozedur,
sieist sicher die urspriingliche, wahrend de dgebraische Sicht stérker begriff sorientiert
ist, hier dominiert das urteil ende, deklarierende, informierende Moment.
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HEEE

33-1=9-1=8 1+6+1=38 444=214=8 2+242+2=42=8 -
m gRRRRE, 0 g
5+3=3+5=8 2+4+2=8 4+2+1+1=8 1+1+4+1+1 =8

Abbildung 9: Verschiedene Zahldar stellungen in der Grundschule am Beispiel 8

In der Kommunikation wird zwedkmal3igerweise zwischen dem Namen einer Zahl und
ihren mogli chen Darstellungen urterschieden. Wie heifdt die Zahl? Ist eine andere Frage
als die Frage: Was weifdt du tber die Zahl? ,89 ist der (bel uns Ubliche) Name ener
bestimmten Zahl, ,, 24. Primzahl“, oder ,8% + 5, ,100 — 1% usw. sind Darstellungen
der Zahl 89, de Uber sie—alerdings eindeutig — informieren.

Die Zahlnamen fir fast ale natrlichen Zahlen sind keine vereinbarten will kiirli chen
Setzungen, wie es Kindstaufen sind, sondern systematisch aus Grundzeichen aufgebaut,
nachdem man sich auf diese Grundzeichen, bei unsdie Ziffern 0 bs 9, geanigt hat. In-
sofern informieren ursere Zahlnamen dach (ber die durch sie benannten Zahlen: Sie
stellen eine Vielfachsumme aus Zehnerpotenzen dar.

40142=4ZT + 0T + 1H +4Z + 2E=4 10"+ 0 (L0’ + 1 (1L0° + 4 (10" + 2 (1.0

Esist eine sehr wichtige Aufgabe des MU in der Primarstufe, diese Zahlnamen verste-
hen zu lehren (natlrlich zunéchst ohre Potenzschreibweise), wobei u.a. der Gebrauch
des Abakus als enaktive Form der Stell enwertdarstell ung unersetzbar ist.

Genau eine solche Entschlisslung als Summe von ,leicht” zu fassenden Basiszahlen
(wiel, 10,100,..), die durch de Stellen alerdings gill schweigend gegeben sind, ist bel
gewohnlichen Brichen nicht ohne weiteres mdoglich. Der (agyptische) Ausweg, die
Bruchzahlen durch Stammbruchzahlen als Bausteinen moglichst kurz summativ darzu-
stellen, ist zwar mathematisch interessant, aber héchst unpraktisch. So ist z.B.

12_1 + 1 + 1 +%3(was herauszufinden (lrigens eine schore Ubung zum additi ven

13 2 3 12

Bruchredhnen ist), undman konrte 2312156 as , kanonischen* Namen deser Bruch-
zahlen vereinbaren. Aber solche Namen fur sehr viele Bruchzahlen Ukerfordern schnell
das Gedachtnis (die Agypter benutzten Tafeln) und sind rechenurfreundich, z.B. wére
11019 4534746 =2742u schreiben.

3 4 6 12

Wesentlich effektiver ist da die dezimale Bezeichnung der Bruchzahlen, aso de Be-
nennurg der Zahlen in Form von Dezimalbrtichen. Das ist ein hervorragendes Beispiel
von Assmilation des Neuen in das Alte. Jedenfall s kann dbs Prinzip der Vielfachsum-
menbildung — von Basiszahlen — undzwar wie in N von links nach rechts — fortgesetzt
werden, undman kann im Prinzip auch das gewohrte Ordnen und Verknipfen von
Zahlen ukertragen. Die Entschliisslung eines Dezimalbruchs ist genau so leicht und
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genau so schwierig wie die der Bezeichnung einer natirlichen Zahl
12,2034=1Z+2E+ 2z +0h+ 3t + 4zt =12 + i+ 0 + 3 + 4

10 100 1000 10000
Aus diesem Gruncke ist es im Sinne des Lernens als Weiterlernen dringend gebaten,
wahrend der gesamten Bruchrechnung Dezimalbriiche — gewissrmalien als Vertraute
im fremden Land —zu gebrauchen.

Allerdings missen auch de Grenzen deutlich werden, de o.g. Fortsetzung ist nicht oh-

ne neue Ideen moglich. Schon der |, altégliche” gewdhnliche Bruch lalt sich nicht

restlos dezimal darstellen. 0,333... oar 0,3 as Zahlbezeichnung zu akzeptieren, Setzt
die Ungeheuerlichkeit voraus, eine unendi che Summe

3. 3 3 3

=+ + + +

10 100 1000 10000
als Darstellung fur etwas Bestimmtes, Endli ches anzusehen. Das erfordert eine das all-
tégliche Denken Ubkersteigende und fundamentale Einsicht in den Sachverhalt, dal3 et-
was unaufhorlich wachst und dcennach nicht grenzenlos grofd wird, weil man es ein-
schadhteln kann. Diesist auch geometrisch mdogli chst weit zu verfolgen (Abbildung 10).

0,0003

2

- @@

7 7 //////////// [
. .

y/VW///////////VV/////////////////VV/////////////////VV//M

v >=..6. o I

. @ ] |

i

| ) "/////’////////////////////////

-
/,/,.,, ////”//// 70 './////////w ]
I e ’/,,///, ]

T

. . ,/ // .

////////// . . . //////////

_ ///5/////’/ . //// _ . ///// . 4/// . 6///7//’/
_

_
- _ - . -
////////// r/)/ // /// r////////////////

- -
- _ ZZ]_ ______
_ 0 /////////////////////////////////2// 5
- _ Z2Z . __ -

- _ _ ___ - - -

.

. - o

| - - ___
_ - - - -
. _________________________________
. _ _.___..... . .B.B......9»95_ .B9__

. _ .

_ . g,/,,,,,,,,,,,,,,,/,,,,,,,,, o - _

.

_ 0s
-

- -

-
. _____ o0
L _Z |
L ______

_ - - _ -

_ , | -

. /f,,,,,';m%m
. . . . /}//,//;/;

. //?///////// . /?///////// //’///////////;

Abbildung 10: % als Dezmalbruch auf mm-Papier
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0,3<1<0,4
3

0,33< é< 0,34

0,333< :—]3' <0,334

N N
03=1-03
3

Insoweit dieses dezimale Nahern auf beli ebige Genauigkeit verstanden wird, lassen sich
— auch in Verbindurg mit dem Taschenredhner — beliebige Ungetime von gewdhrli-
chen Briichen z&hmen und @mit auch wenigstens dem Naherungsrechnen gefiigig ma-
chen.

O< 4_36< 1
3971

0,1< ﬁ< 0,2
3971

0,10< 430 <0,11
3971

0,109< 430 <0,110
3971

0,1097< 436 <0,1098
3971

\ \\
Solche Ungetiime kommen in der Lebenspraxis vor, z.B. bei Wahlen als Stimmanteil e.

Auf jeden Fall kann so de Uberzeugung wadhsen, dal3 Ausdriicke der Form % tat-

sadlich Zahlen im fast gewohrten Sinn sind, de fast wie gehabt eineindeutig dezimal
getauft werden konren. ,Nur“ kommt ein Zeichen fur ,unendich periodisch hinzu.
Ferner brauchen Endnulen so wenig geschrieben zu werden wie Anfangsnulen bei
natUrlichen Zahlen, was aber begriindet werden muf3 (Erweitern!). Schliefdich werden
Neunerperioden nicht zugelasen, um Eineindeutigkeit zu erhaten (3,34 und

0,33 wéren zwei verschiedene Namen derselben Zahl).

So wichtig die Kodierungin Dezimalbriiche ist, so sehr bedarf es doch auch der Erfah-
rungen zu einem unmittel baren Verstandn s von geschriebenen gewdhnlichen Briichen.

Die verinnerli chte Uberzeugung mit den Bezeichnungen fir natiirliche Zahlen, da? sich
die Grofe ener Zahl zunadhst einmal in der Anzahl der Stellen, d.h.in der Lange des
Zahlwortes niederschlagt, hat hier keine Entsprechung. Es mul3 z.B. verstanden werden,

daf3 21—576viel kleiner ist als % . Die Begrindung dafiir sollte aber nicht nur formal erfol-

(17)
gen (% = g>%3 weil 34 < 256), sondern inhaltli ch bis hin zu anschauli chen Episo-
dierungen (1 Pizza an 2 Personen vertellen vs. 17 Pizzen an 256 Personen verteil en).
Eine hoch zu schéatzende Aktivitét, well sie aich Angste vor Ungetiimen abbauen kann,

ist das Vergleichen mit sog. dlt&glichen Briichen wie Halben und Vierteln und, was
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bisher viel zu wenig beaditet wurde, Hundertsteln (Prozente). Eine genaue anschauli che
Vorstellung von z.B. %kann und baucht man nicht zu haben. Aber dal3 de Grofe

(der Wert, das Quantum) des Bruches auf jeden Fall groler als % und Keiner as 1ist,
sollte sofort gesehen werden kémen (Uberschlagsrechnen), aber auch de Nahe zu
%sollte (ohre Formali smus, etwa durch Runden (1% )) begriindet werden kénnen.

Von entscheidender Bedeutung fir das Entschlisseln (d.h. dbs Erfassen des Wertes) ist
die Kenntnis des Zusammenspiels von Zahler und Nenner. Neu gegeniber den natuirli-
chen Zahlen ist die unendiche Synoromie, d.h.ein und deselbe Zahl 143t sich auf un-
endich verschiedene Arten undimmer nur durch den Gebrauch urserer 10 Ziffern und
des Bruchstrichs benennen und dese Synonymie ist sogar aufferst nitzlich. Das findet
seinen Ausdruck in der eingeschrankten Moglichkeit des Kirzens und cer stets gegebe-
nen Moglichkeit des Erweiterns. Wieder ist es wichtig, dald Schiler nicht nur lernen,
wie man kirzt und erweitert, sondern mehr noch, was dies eigentlich besagt und wozu
das benutzt wird, etwa: Wird der Zahler verdoppelt, verdreifacht,... und @ Nenner be-
lassen, so kommt man zu Brichen mit doppeltem, dreifachem,... Wert. Wird der Zéhler
belasen und a@r Nenner verdoppelt, verdreifacht,..., so kaommt man zu Briichen, deren
Wert nur noch die Halfte, ein Drittel,... des Wertes betragt. Werden Zahler und Nenner
zugleich verdoppelt, verdreifacht, so bleibt der Wert erhalten, esist dieselbe Zahl. In der
Pizza-Weélt: Bei Vervielfachung oder (falls moglich) Teilung der Zahl der Pizzen und
zugleich der Personen Heibt das, was bei Gleichverteilung jeder bekommt, dasslbe.

Hier muR man dramatische Zuspitzungen ausieben; dad %:% ist, bedeutet ja, daR

esfur die an den Teil ungsaktionen beteili gten Personen gleichgultig ist, ob 1Pizza an 2
oder 7500 Pizzen an 15000Personen verteilt werden. Man kann sich dazu vorstellen,
dal3 de 15000Personen an 7500Tischen mit je 2 Stihlen sitzen (Kurth 1999.

Die grole Bedeutung der ,Formanderung fur das Birgerliche Sadredinen wurde

schon angedeutet. So beschreiben 10X™ Sfr:” 52‘;”‘,... deselbe (durchschrittli che)

2h

3l Wasser 30l Wassel
21 Sirup ' 201Sirup
keitsmengen mit demselben Siif3egrad. ,, Formanderung” ist eben auch ein Abstraktions-
vorgang: Alle denkbaren Paare von Wasservolumen und Sirupvdumen z.B., de zur
Mischung anstehen konren, werden als ein und deselbe Mischung angesehen, wenn
sich dieselbe Suigkeit ergibt. Dasist abstrahierendes Modelldenken, dennin der Praxis
kann es £honen Unterschied sein, obich % oder ;—gg Schokdade vor mir habe, oder
ob jemand bei 40000DM Einkommen 4000DM Steuern oder bei 400000DM Ein-
kommen 40000DM Steuern zahlt. In der statistischen Bewertung ist es ein gewaltiger
Unterschied, ob von Zrkrankten 1 stirbt, oder ob von 100Erkrankten 500sterben.

Schrelligkeit einer Fortbewegung, und beschreiben Fllsdg-
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Nadh wie vor sind reben Birgerlichen Sachverhalten geometrische Kontexte bei der
Entschlisselung von Briichen unwerzichtbar, wie umgekehrt geometrische Sachverhalte
in Bruchen ihren Ausdruck finden. Geometrische Figurationen sollen nicht nur die Ver-
fahren Kirzen undErweitern veranschauli chen, sondern auch den erwahrten Abstrakti-
onsvorgangmit Snnfillen.

[ 1T sehr schlank] g
1 _/
9 X
I/ R /// /8;
Hohe b |18
/E 17 7,-//
/// 4"‘// 7 "’//.f
/ // 4 //,/‘
/9/// ) /,’é %hr ~
/’4 9, -’/// dIClS _é_
J I A I PR e Y
- - —
AR ki
/ Breite

Abbildung 11: Schlankheitsgrad (z.B. von Pflanzen) im Quadratgitter

Ein Beispiel kann de Schlankheit von stehenden Gegenstanden (TUren, Hauser, Baume,
MObel,...) sein, dein vereinfachter Form als,, stehende” Rechtedke im Quadratgitter des
Redhenpapiers untersucht werden konren (Abbildung 11). Daran gibt es, bei qualitati-
ver Einschdtzung, eine Variation von bohenstangendiinn lbs behébig breit. Um das zu
prazisieren, werden Ho6he und Breite der Reditecke in ihrer Bedeutung fir den
Schlankheitsgrad aufeinander bezogen, etwa: Je héher das Redhteck (als Querschnitt
des reden Gegenstandes) im Vergleich zur Breite ist, um so schlanker ist es. Sehr hoch
und chbel sehr schmal bedeutet sehr schlank, sehr niedrig und zugleich sehr breit be-
deutet sehr gedrungen, dck, behabig. Eine exaktifizierende Quantifizierung die zu ent-
wickeln ist, lautet: Ein Hohenrechtedk ist schlanker als ein anderes, wenn sein Verhdlt-
Hohe

Breite
das=lbe H6hen-Breiten-Verhéltnis haben, d.h.auch, dai sie dieselbe Form haben, zu-
einander ahrlich sind (Vollrath 197§. Esist dann zu entdeden, dal3 zueinander &hnli-
che (formgleiche) Redhtecke durch maflistabliche VergroRerungen oder Verkleinerun-
gen auseinander hervorgehen. Wenn de Redtecke Gitterrechtedke sind, also ganzzah-
lige Hohe und Breite haben, dann entspricht dem mal3stéblichen Verdndern Erweitern

und Kirzen des Verhatnisses Hohe’ was a's Bruch geschrieben werden kann. Ist die

Breite
Hohe =3 Einheiten, de Breite =2 Einheiten, dann stehen sieim Verhdtnis 3 : 2 zuein-

ander, und das bedeutet: Hohe = gvon ckr Breite, Breite = %von cer Hohe. Die Zahl

nis groler ist a's das des anderen. Zwei Redhtedke sind gleich schlank, wennsie

gkann als Schlankheitsgrad einer unendichen Schar von zueinander gleich schlanken
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Redtedken erkléart werden. Und des kann, wie in Abbildung 11, durch de Diagonalge-
raden sehr schén zum Ausdruck gebracht werden. Je schlanker die Rechtede (einer
Klasse zueinander gleich schlanker Redhtecke) sind, um so stell er ist diese Diagonalge-
rade.

Dieser Kontext kann auf vielerlel Weisen ausgebaut werden, ua. zu zahlentheoreti-
schen, geometrischen und koadinaten-al gebrai schen Fragestellungen hin. Hier sollte in
erster Linie eine Erfahrungsmoglichkeit zum inhaltlichen Erfassen der Grofe von
Bruchzahlen undihrer Beschreibung in Briichen angedeutet werden. Dieses inhaltli che
Erfasen der Grofe kann richt in einer separierten einmaligen Lernsequenz efolgen,
Bemihungen darum miissen de gesamte Bruchrechnung durchziehen.

8 Ordnungder Bruchzahlen auf der Zahlengeraden

Die Ordnung der natlrlichen Zahlen ist gepragt vom Bild einer Kette. Die Zahlen fol-
gen, mit der kleinsten Zahl (0O oder 1) beginnend, der Gréfe nach Stiick fur Stick auf-
einander, undes gibt kein Ende, keine grofe Zahl. Die Zahlen sind wie Perlen auf einer
Schnur aufgereiht, wobei es eine Anfangsperle @er keine letzte gibt, vielmehr gibt es
immer weitere Perlen, wie weit man auch schreitet. Die GroRenordnung der Bruchzah-
len besitzt zwar auch immer die fundamentale Eigenschaft der Linearitét: fir zwel

Bruchzahlen %undg gibt es dets genau ene der drei  Mdoglichkeiten:

% < % % :g oderE >< . Sie las®en sich also der Grole nach anordnen, nicht jedoch
aneinanderreihen wie Perlen auf der Schnur, wo es zu jeder Perle @ne néchste gibt. Die
»hadste Bruchzahl“ der Grole nach wéare ene Bestimmung, die keinen Sinn ergibt. Die

nachste Bruchzahl von z.B.% ist nicht % weil z.B. % der Grofe nach néher an %

liegt, aber ach % ist nicht die nachste, weil g noch réher an % liegt usw. Bruchzahlen

haben der Grofenordnung rach keine Nacdhbarn. Das ist eine vollig andere Art von
Ordnung: Im Gegensatz zu den Verhdltnissen im Bereich der natirlichen Ordnung lie-
gen de Bruchzahlen der Groéf3e nach nicht diskret (voneinander getrennt), sondern dicht,
was bedeutet: Zwischen zwei verschiedenen Bruchzahlen, undsei ihre Differenz noch
so gering, liegen stets unendi ch viele weitere Bruchzahlen.

Dies mu3 kewufd erlebt werden, well dies keine randiche Erscheinung, sondern eine
fundamentale Eigenschaft ist, die aich in Anwendungen grof3e Bedeutung besitzt: Die
Dichtheit ist Ausdruck daftr, daR’ zwei Grofden derselben Art so genau wie gewinscht
aneinander gemessen werden konren.

Das Anordnen gegebener Bruchzahlen der Grole nach ist wesentlich anspruchsvoll er
als das Anordnen gegebener nattirlicher Zahlen. Schoneinfachste Féll e sind fir Schiler

(und Erwachsene) eine Hirde. So wird %<% behauptet, weil ja 3 < 4 ist. Aus demsel-

ben ,, Grund' ist §<1—52 weil 3<5 und 5< 12ist (Padberg, S. 75).
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Das Konzept der Kardination (der Bezug auf Z&hlzahlen) erweist sich immer wieder als
mogli cher Anker, vor alem dann, wenn de Aufmerksamkeit syntaktisch fixiert ist: die
Suche nach einer leichten Regel, die sich auf die Notation kezieht. Erfolgreich ist die
kardinale Sicht (Nenner ist Benennung) wieder, wenn in den vorgelegten Briichen de
Nenner gleich sind.

Im Falle der natlrlichen Zahlen ist die Anordnung gegebener Zahlen alein ther die
Ziffernbilder, also Gker die Namen maoglich. Bei unterschiedlicher Stellenzahl (Lange
des Zahlwortes) entscheidet allein das shon (ber die Ordnung der Grofe nach. Bel
gleicher Stellenzahl werden — vonlinks nadh redits — die Ziffernwerte verglichen, und
danach wird entschieden. Diese (lexikographische) Strategie wird in der folgenden Auf-
gabe demonstriert.

Ordne diese Zahlen der Grofe nadc:
31426, 13117, 90011, 11009, 11900, 24631

Der Schiler soll redisieren, dald der Zahlen- - 1 1% 11009
wert an der hochsten, zweithGchsten usw. Stelle | 2 s Sk
. . . 1 11 11900

ausschlaggebend st (Iexikographisches Ord- Lk 13 13117
nen). Die dlgemeine Strategie zur Anordnung - -

b . Aol 24631 24631
nach der Grofe wird duch desen Plan ange-

: . Kl 31426 31426
deutet, wobei z.B. hervorzuheben ist, dal3 alle Qi 90011 90011
Zahlen, de mit 1ZT beginnen, Keiner sind, als
ale Zahlen, de mit 2ZT, 3ZT usw. beginnen. Auf jeden Fall ist immer eindeutig eine
Ordnung herzustellen und selbstverstandich ist klar: Es handelt sich genau dann um
dieselbe Zahl, wenn auf allen Stellen deselbe Ziffer steht.
Damit kann man im Falle von gewdhnli chen Briichen nichts anfangen.
Der Weg uber Dezimalbriiche bietet sich wieder im Rahmen des Assmil ationsprinzips
(Forme die Problemsituation so um, dal3 das Problem mit dem bisherigen Wissen gel 6st
werden kann) an. Und darauf sollte man in der Schule keineswegs verzichten, denn
man hat dadurch — vor allem bei Einsatz des Taschenredners — ein effektives Mittel

11813 14719 | ail 0.261830352...
45117 56213 2

< 0,261813345...ist, wie Ziffernvergleich von links nach redits zeigt. Allerdings ist
dieses Vorgehen alles andere ds slbstverstandlich, esmul3 gelernt werden.
Aber — abgesehen von der Stell enbeschranktheit des Taschenrechners, die z.B. bei 10

Stellen nicht mehr den Unterschied zwischen 287156631 und 287156631 anzeigt —

3566112207 356611220¢

der Bruchzahlvergleich Uker die dezimale Umkodierung kann in seiner syntaktischen
Orientierung leicht zu einem rein mechanischen Hantieren geraten undauch zu Fehlern
fahren. So muR3 Schilern keineswegs klar sein, dal3 0,3 und 0,3000000askelbe ist. Es
handelt sich ja um Kirzen undErweitern von Dezimalbriichen. Dartiber hinaus besteht
keine Gleichheit zwischen 0,3 und 0,30wenn es sch um Mef3werte handelt; da wird
nadmlich zum Ausdruck gebracht, wie genau der Mel3wert (der in der Praxis immer ein
Naherungswert ist) ermittelt wurde.

Wir bendtigen unkedingt Erfahrungen, de semantisch arientiert sind undsich auf die
Bruchzahlen in der gew6hrichen Bruchschreibweise beziehen.

auch beim Vergleich sehr sperriger Briiche. So ist
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Unersetzbar ist dafir die Darstellung der Bruchzahlen auf der Zahlengeraden
(Abbildung 12), die ja auf dlen Altersdufen des Schulunterrichtes verwandt werden
kann undsoll.

21
25
| | |
[ [ [

0 < §'<
99

| | |

[ [ [

1 1 6
-z < = < 1 < —
3 2 5
|
[

Abbildung 12: Lineare Ordnung der Bruchzahlen
An der Zahlengeraden kann vielleicht am nachhaltigsten erfahren werden, dai3 Gebilde

wie gwi rklich Zahlen sind, ca sie — nach Wahl der Einheitsgredke — als Stredkenl an-

ge andeutig darstell bar sind. Allerdings gentigt es nicht, Schilern diese Darstellung als
Veranschaulichung zu zeigen. Vidl nadhhaltiger ist es, wenn sie lernen, Bruchzahlen als
Stredkenléngen auf der Zahlengeraden selbst auf geometrische Weise darzustell en.

Das geometrische Halbieren, Vierteln, Achteln,... 183 sich Uber fortgesetztes Falten von
Papierstreifen schonin der Grundschule enaktiv bewerkstelli gen (Abbil dung 13).

1 Ganzes

2 Halbe

4 Viertel

8 Achtel

L LTI T[] 16 Sechzehntel

LT |||||||i|||||||i 32 ZweiunddreiRigstel
|
|

I

I

I

[}

|
1
2
|
I

— oo -]

1 Zahlengerade

Abbildung 13 Darstellen von Bruchzahlen Uber fortgesetztes Falten von Papier-
streifen auf der Zahlengeraden

Wie hieran viele Erfahrungen zur Ordnung von undzum Rechnen mit Bruchzahlen ge-

madt werden konren, liegt auf der Hand, z.B. £9<§ 7281 1_15 l'E:Z

32 4’8 32’2 16 162 4
USW.
Wie aer stellt man geometrische Bruchzahlen mit beliebigen Nennern auf der Zahlen-
geraden, z.B. Drittel, Funftel, Sechstel, Siebtel, Neuntel usw. dar?
Ein ebenso einfaches wie madtiges Mittel ist der Gebrauch eines Gummibandes, das —
moglichst eng — skaliert ist. Sehr rasch lasen sich duch Anlegen an eine gegebene
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Einheitsdrede Bruchzahlen auch mit sperrigen Nennern redit exakt darstellen (Abb.
14). Je kleiner der Nenner ist, um so mehr muf3 das Band gedehnt werden, weil die
Stiicke um so grofer sind, eine willkommene sinnliche Erfahrung zur Grofe von
Bruchzahlen.

0 43 =4 =3 1
11 L1 Ll | Ll L1 L1 |
[T 11 [ T [ T T
[ | | | | | @ Sechstel
1 | | [ [ | | I Siebtel
1 | | 9 Drittel
| [ | | | @ Finftel

Abbildung 14: Bruchzahlen auf dem Zahlenstrahl mit Hilfe a@nes <alierten
Gummibandes

Aufwendiger, jedoch auch bereichernder ist die Konstruktion mit Zirkd undLineal.

Die Entdedkung, dal3 Halbe an jedem beliebigen Dreieck gefunden werden kdmen,
konrte die entscheidende Konstruktionsideebeftrdern.

Jedes beliebige Papierdreiedk a3t sich durch Falten in 4 zueinander kongruente Teil -
dreiedke zerlegen (Abbildung 15).

—

\
IR

Abbildung 15: Mittellinien im Dreieck

Durch , Anfaten* werden zunadhst die Mittelpunkte der Seiten gefunden. Verbindet
man dese paarweise (Uber Falten oder Zeichnen) miteinander, so entstehen immer 4
Telldreiede. Die entscheldende Entdedkung ist dann, dal jedes dieser Telldreiedke a@ne
mal3stabli che Verkleinerung im Mal3stab 1: 2 des urspringlichen Dreiecks ist, was als
Sétze Uber die Mittellinien im Dreiedk ausgedriickt werden kann: (1) Die Mittellinie
zweier Seiten ist parale zur 3. Seite. (2) Die Mittelli nie zweler Seiten ist halb so lang
wie die 3. Seite. (3) Die Mittellinien zerlegen das Dreiedk in 4 zueinander dedkungs-
gleiche Dreiecke.

Dieser Fundist an sich schonwertvoll und kann ausgebaut werden. Was hier interessant
ist, ist eine konstruktive Anwendurg, namlich wie man Halbe rein zeichnerisch darstel-
len kann (Abbildung 16).
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A M B
Abbildung 16: Zeichnerisches Halbieren einer Stredke

Gesucht der Mittelpunk M einer gegebenen Strecke AB beliebiger (unbekannter) Lan-

ge.
(1) Zeichne durch A einen beliebigen Strahl auf dem nicht B liegt.

(2) Trage von A aus mittels Zirkel aufeinanderfolgend 2 Stredken gleicher aber beli ebi-
ger Lange (Zirkel6ffnung!) ab und renne die Endpunke C,, Co.

(3) Zeichne die Strecke C,B.
(4) Zeichne die Paralele zu C,B duch C;. Auf AB ergibt sich so der gesuchte Punkt

M.
Die Verdlgemeinerung (was 2 redt ist, sollte 3, 4, 5,... blig sein!) ist die klasssche
Konstruktion zur Zerlegung einer Strecke in n gleich lange Telle, also der Langendar-

stellung von rnrteln (Abbildung 17) auf der Zahlengeraden.
Cg/
/Cs/

Hilfsgerade G /
C5 / \\\ \\

~ | o1
I
~ | oo
~|©

Abbildung 17: Zeichnerische Darstellung von Sebteln und Funfteln auf dem Zah-
lenstrahl (bei gegebenem (0, 1))
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Natdrlich wird duch Mesen undRechnen kortrolli ert, was nicht nétig wére, jedoch zu
einem stimmigen Gefuhl verhelfen kann. Ist die gegebene Einheitsgrecke (Strecke auf
dem Zahlenstrahl von 0 hs 1) z.B. 96 mm lang, dann mif¥e die Strecke fur
1 96mm

7 7
Eine Zeichnung wie Abbildung 17 1&dt zu Beobadchtungen, Vermutungen undrechneri-
schen Aktivitéten ein, z.B.: Nur in 1 (2, 3,..) treffen Funftel und Siebtel genau aufein-

=13,7mm lang sein. Stimmt's?

ander; in ; undg scheinen sie sich aber recht nahe zu sein; wie grofist g—é? Ordne

alle Siebtel und Funftel zwischen 0 und 3der Gréfe nach usw. Das Unterteil ungsmuster
auf der frei gewdhlten Hilfsgeraden hildet sich auf der Zahlengeraden ab. Das ist der
geometrische Sachverhalt, der Gblicherweise in der Form des Streifensatzes (als diskre-
ter Sonderfal des Strahlensatzes) ausgedrickt wird: Jede Querstredke in einer Schar
gleichabstandiger Paralelen wird durch sie in Teil stredken gleicher Lange zerlegt. Die-
sen Satz kann man — va der systematischen Geometrie — einsichtig madien, z.B. mit
Hilfe von Transparentpapier.

Wichtig ist die praktische zeichnerische Erfahrung — undebenso ihre gedankliche Ver-
allgemeinerung, d.h. de Durchfiihrung der Bruchherstellung im Gedankenexperiment,
die immer moglich ist, mag der Nenner noch so grof3sein. Die Darstell ung von einer so

sperrigen Bruchzahl wie 33_615 (der Antell des Januars an einem burgerlichen Normal-

jahr) auf dem Zahlenstrahl (0, 1 gegeben) bedeutet ja: Stelle in Gedanken den Nenner
365 auf der Hilfsgeraden durch 365gleich lange Stredken dar, Ubertrage dieses Muster
durch Paralelen auf die Einheitsdredke und zahle dann darauf 31 Teil stredken ab. Das

liefert einen ganz bestimmten Punkt auf der Einheitsgredke, den man markiert mit %3

Die Grofe dieser Bruchzahl ist etwa 1—12 Da3112=372ist, aso 1—1222 ist i

372" 12
(etwas) Klginer als = |
365

Eine sehr 0konamische, (wenn auch praktisch wieder beschrénkte) Methode, Bruch-
zahlen als Langen darzustellen, ist der Gebrauch von Streifenmustern (Winter 1984).
Ein Streifenmuster, d.h.eine Schar von gleichabstandig zueinander verlaufenden Gera-
den, ist vorgegeben, de gegebene Einheitsgrecke — auf einem Papierstreifen markiert —
wird eingepaldt (Abbildung 18). Ist das Muster genligend fein, so kann irgendeine frei
gewdhlte Einheitsdrecke in Halbe, Drittel, Viertd,... durch Streifenlinien zerlegt wer-
den. Die Teilpunke werden auf dem Papierstreifen markiert. Man erhdt so mit einem
Schlag durch eine @nzige Einpasung im Prinzip eine ganze Bruchfamilie (in
Abbildung 18 links Siebtel). Wird nach der Zirkel eingesetzt, so ergibt sich jewells eine
ganze Schar von Bruchfamilien (in Abbildung 18 rechts Ganze bis Zehntel) und de
M ogli chkeit, eine Zahlengerade aufzuftll en.
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Abbildung 18: Bruchzahlen am Streifenmuster, Prinzip und Systematik

Das Streifenmuster kann Ulrigens das gesamte Bruchrechnen durchziehen: Formande-
rungen, Ordnungsbeziehnungen, alle Redchenoperationen finden in der Streifenwelt Er-
fahrungsmdgli chkeiten (Winter 1984,Padberg 1989.

Das Ordnen von gegebenen Bruchzahlen der Grofe nach an der Zahlengeraden kann
undsollte durch weitere Aktivitéten gelibt werden.

|
b ©
Abbildung 19a: Aufgabe: Welche Bruchzahl zeigt AP ?

Eine vielleicht sogar spannende, problemorientierte Ubung ist das Schatzen. Auf einer
Strecke, auf der die Einheitssredke AB (unbekannter, beliebiger Lange) markiert ist,
wird irgendwo ein Punkt P festgelegt (Abbildung 19a). Die Schiler sollen alein per

Augenschein schatzen, welche Bruchzahl durch AP dargestellt ist. Die Schétzzahlen
werden ndiert. Dann erfolgt eine Kontrolle durch eine aifgelegte Rasterung der Ein-
heitsdredke z.B. in Zehntel (Abbildung 19b). Die Schatzungen werden dskutiert.

A P B
|
1
1

A P B
! : |

Abbildung 1%: Zur L ésungskontrolle der Aufgabe von Abbildung 19

Sie agibt hier, das die gesuchte Zahl zwischen % und% liegt. Alle digjenigen, deren

Schatzzahl groRer als % oder Klginer als % ist, haben die gesuchte Zahl mehr oder
weniger verfehlt. Es kann Streit dartiber geben, wer am besten geschétzt hat. Ist z.B.
geine bessre Schatzung als g? Beide wéren auf jeden Fall gute Schéatzungen. Zur
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Entscheidung wird nach eine Siebentelrasterung aufgebradht. Da wir aber Uberhaupt
nicht exakt, sondern nu angendhert entscheiden komen, welche Zahl dargestellt i<t,
weil esimmer Zeichenungenauigkeiten undSehfehler gibt, bescheiden wir uns mit N&

herungswerten, etwa: Sieger ist, wessen Schéatzzahl zwischen g undg liegt.

Diese Ubung kann zum Problem fiihren, wie man auf geometrische Weise die gesuchte
Zahl wenigstens annghernd bestimmen kann. Das konrte wieder auf die Wechselweg-
nahme fuhren, de in urserem Fall gemal3 Abbildung 19c beginnt. Nach zwel Schritten

ergibt sich bereits, dal’ de gesuchte Zahl ziemlich genau gist.

; |1
I

1=x+Db §:5b+r
I x=5b+r 1 6b+r

b

X
|
|
i —Fehler
[
|

Abbildung 1%: Zur L6sung der Aufgabe der Abb. 15adurch Wedselwegnahme

Eine Variante dieser Ubung ergibt sich, wenn jemand den Punkt P durch eine Kon-
struktion der von anderen zu schétzenden Zahl festlegt.

Empirische Probleme vermeidet man in einer zweiten, problemorientierten Ubung am
Zahlenstrahl. Jemand schreibt, fir die aaderen nicht einsehbar, irgendeine Bruchzahl,
z.B. zwischen O und 1,auf einen Zettel und steckt diesen in de Tasche. Die anderen
sollen duch Raten de Zahl moglichst genau bestimmen. Der Befragte antwortet aber
nur immer mit ,ja“ oder ,nein“. Blindes Raten: , Ist es %(g E—Z,K )?* fuhrt bald zu
der Einsicht, dal3 dese Fragestrategie nur hochst zufélli g zu einem Treffer fuhren kann,
weil — und a@s ist hier entscheidend —es zwischen 0 und 1 uandich viele Bruchzahlen
gibt. Also (?) fragt man besser nicht nach bestimmten Zahlen, sondern danad, ob de zu
suchende Bruchzahl in einem bestimmten Abschnitt auf der Zahlengeraden zwischen O

und 1liegt, z.B. , Ist die Zahl groler as 2’7 Zu entdedken ist dann, B3 fortgesetzte
Halbierung des Suchbereichs eine optimale Fragestrategie darstellt. Schon rach 5 ge-
schickten Fragen hat man de gesuchte Zahl so eingeschachtelt, daf3 man héchstens é
von der gesuchten Zahl entfernt ist. Im Beispiel von Abbildung 20 weil3 der Frager nach

5 geschickten Fragen, dal3 de gesuchte Zahl auf jeden Fall kleiner als % :g und nicht

kleiner as 23 ist. FUr die gesuchte Zahl gilt also 53s X < ﬁ
32 32 32

5

6
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nein, @ x<3?
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Abbildung 20: Optimale Strategie des Suchbereichs beim Erraten einer Bruchzahl
zwischen Ound 1.

Nacdh weiteren 5 Fragen ist der Suchbereich nur noch %24 Allerdings— unddas ll ja

gerade bewul® werden — gbt es auch in desem Suchbereich wieder unendich viele
Bruchzahlen, dein Frage kommen.
Dieses Einfangen von Bruchzahlen kann auch umgekehrt betrieben werden, z.B.: In

welchem Halb-, Viertel-, Achtel-... Bereich liegt 1—; ? Weitere Varianten sind denkbar.

9 Strategien des Zahlvergleichs und Dichte der Bruchzahlen

9.1 Zahlvergleich

Mit den Erfahrungen zum ordnenden Vergleichen vonBruchzahlen an der Zahlengera
den kdnren 4 wichtige Strategien erarbeitet werden, mit denen der Grolenvergleich
zweier Bruchzahlen systematisch betrieben werden kann.

a) Umformen auf gleiche Nenner

b) Umformen auf gleiche Zahler

c) Vergleiche mit bekannten Bruchzahlen a's Stiitzzahlen

d) GleichformigesVerdndern vonZéahler und Nenner

Die Aufgabe, 111 und ;—i zu vergleichen, kann demgemald auf mindestens 4 Arten ge-

|Ost werden.
7 (9217 19(11)209 217 209 7 19

SO —
117341’ 31 341 341 3410 11 31
79133 190133 133_ 133

) === =E-=""

11 143 31 217 143 217
7 19

(weil 143tel grofer ds217-tel sind), dlso — > —
11 31

c) Vergleich mit 1: 1—1—i 1- 1—9—1—2 i—l—z 12 , dlso liegt ’ néher an 1
11 11"~ 31 31°11 33 31’ 11

als— alsmstl 1—9

31 11 31
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7()21 20 _19
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9 11 33 32731

Normalerweise Uberwiegt in der Schule Strategie g bis hin zur Auschliefdlichkeit, es
handelt sich um das kanorische Vergleichsverfahren. Das ist einmal darin begrindet,
da’3 Gleichnamigmachen eine notwendige Vorausstzung fur die Strich-Rechenarten
(Additior/Subtraktion) ist. Ferner sind de Prozeduren Erweitern undKirzen sehr sug-
gestiv — as Verfeinern undVergrobern erfahrbar und fa3bar. Schliefdich — und mcht
zuletzt — kann wieder auf das vertraute Zahlkonzept (die Kardination) zuriickgegriffen

werden, also auf die Argumentationsformen: Wenna <b ist, genau dannist auch ac b
n n

(Weniger gleich grof3e Bruchstiicke bedeutet weniger Wert).

Letzteres unterscheidet die Strategien @ und b voneinander. Wahrend % %i fast

unmittelbar klar ist (mehr gleich grof3e Stiicke), erfordert die Aussage 1—22 ;ili noch

den Rekurs auf das Wisen, dal3 de Grofde des Nenners in Gegenléufigkeit die Grole

der Bruchteil e bestimmt. Genau dann ist a <E, wenn n> k ist. Dieses Wissen ist nun
n

aber grund egend fur den verstandigen Umgang mit Bruchzahlen, so dal3 auch Strategie
b) zu kutivieren ist. Strategie b) kann auch —wie im Beispiel — Rechenarbeit vereinfa-
chen (kleinere Zahler und Nenner).

Gemeinsam ist den Strategien @) und b die weit Uber das Anliegen des Grolenver-
gleichs von Bruchzahlen hinaus reichende dl gemeine heuristische Strategie, die Viefalt
von Ausdricken fur ein und disselbe Objekt auszunutizen.

Der entscheidende Unterschied zwischen den Strategien a) und b) einerseits undc) und
d) anderersaits besteht darin, dal3 deletzteren nicht vonrein agorithmischer Natur sind.

Die Strategien a) und b lassen sich total formalisieren, a) etwa beim Vergleich %mit

C.
5
1. Erweitere — a mitd, — a_ad
b b bd
2. Erwe|tereE mit b, — c_cb
d d bd

3. BildedieDifferenz ad —cb
Istad —cb < 0, cannist

Istad —cb >0, dannist

In der Sprache der Schiier:

1/2.,Uber-Kreuz* -Erweitern

3. Neue Zahler vergleichen
D.h. aber, der Zahlvergleich 183 sich ohre Bezug auf inhaltli che Vorstellungen, gewis-
sermal?en bindings, immer korrekt bewerkstelligen. Das ist — wie in vielen vergleich-
baren Situationen des MU — Segen undFluch zugleich. Der Segen besteht in der Oko-

U|QJ CT|$JJ
Q_IO Q_IO
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nomie: Entlastung der Denkarbeit und Kontrolli erbarkeit der Prozedur. Zum Fluch gerét
ein Algorithmus, wenn er in seiner Reduktion auf syntaktische Aspekte aus dem Auge
verlieren 183, welchen Sinn das Verfahren hat, hier den Umgang mit Bruchzahlen zu
verstehen. Es wére sogar ein starkes Stiick Unmiindgkeit, wenn z.B. der Vergleich von
2 3 51 53

117 mit 116 OCer gar von = mit = Uber Strategie g abgespult wirde.

Strategie 9 kann richt blind gehandhebt werden. Man mul3 sich zunadst die beiden
Bruchzahlen ansehen, um sie grob einordnen zu koénren. Oft ist da schon mit einem

Blick eine Entscheidung zu falen, wenn etwa der eine Bruch groléer als 1 bzw. % der

andere kleiner als 1 bzw. % ist. Wenn dbs nicht erkennbar ist, werden andere Vertraute

(Drittel, Viertel, Zehntel, Prozente) getestet. Dieser Suchprozef erfordert einerseits in-
haltli che Vorstellungen und Wissenselemente (z.B. Uber Subtrahieren), andererseits —
das ist wenigstens die begriindbare Hoffnung — wird dadurch die Kompetenz im Um-
gang mit Bruchen gefordert. Die Kultivierung von Strategie ) wéare eén wichtiger Bei-
trag zur Starkung und Verbesserung (Sublimierung) der Intuition im Bezug auf Bruch-
zahlen. Ganz abgesehen davon kann sie aich de Subtraktion (es snd ja subtraktive
Vergleiche) motivieren. Entsprechend kann man auch Uker die Division vergleichen. Da
ist eine Bruchzahl genau dann gof¥r als eine 2., wennihr Quatient groler als 1 ist. Fur

unser Beispidl: H 1—9—1E—13—1 217
11 31 11 19 209

Strategie d) ist derzeit offenbar kaum in der Schule bekannt. Formal kann man sie so
darstellen:

+
Ist m<n, 90|stm<m 1<m +2

n n+l n+2

Issm= n90|stm—m—+1—m—+2—K =1
n n+l n+2

+
Iss m>n, 90|stm>m 1, m+2
n n+l n+2

Schiler kénren (und sollten) das auf verschiedene Arten entdecken undbegriinden.

<K <1

>K >1

Hilfreich ist der Vergleich mit 1, also der Bezug zur Strategie Q. 1il<1—52<1, well auf
jeden Fall beide Briche estens kleiner als 1 sind undwell zweitens 1i1 weiter von 1

entfernt ist als B ; bei 1—1 fehlen namlich —1 an 1, kEl - Jedoch nLr _ (Be2|ehung

zur Strategie b).

In der PizzaaWelt wird der Sachverhalt handfest diskutiert: Was pasdert, so de Pro-
blemaufgabe, wenn sowohl 1 Pizza ds auch 1 Person dbzu kommen? In Abbildung 21
geht es um die Frage, was im Fall des Ubergangs von urspriinglich 5 Pizzen und 8Per-

sonen auf dann 6 Pizzen und 9 Personen passert: Jede der 9 Personen erhdt dann g
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Pizzen und noch % von ckn restlichen g Pizzen, dso nach i4 Pizza dazu. Analog

konren beli ebige weitere Beispiele durchdacht werden.

SE

5 Pizzen, 8 Personen ) -
N

6 Pizzen, 9 Personen -
'

Abbildung 21: Zur Begrindung von g <g

Eine geometrische Begriindung fur das Verhalten beim additiv gleichmatigen Veran-
dern von Zahler und Nenner (Abbildung 22) rekurriert unmittelbar auf das konstrukti-
onsorientierte Versténdns der Bruchzahl als Lange undist allgemeiner Natur.

n+1

Hilfsgerade

=]

Zahlengerade

1
— 1'
0 m m+1 1
n n+l
Abbildung 22: Zur Begrindung von m < n [ m<m:11 <1
n n

Es wird deutlich: Der Bruchzahlvergleich (tber das zunachst vielleicht kindisch ausse-
hende Manipulieren an Zéhler und Nenner gemal3 Strategie d) bringt neue Aspekte des
Bruchzahlbegriffs hervor undist in vielen Situationen (evtl. in Verbindung mit anderen

Strategien) sehr effektiv. Z.B. ist £ 2<% weil [2<[2¥12_84 84,
107" 97 “97+12 109 107"
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Insgesamt ist der Vergleich von Bruchzahlen eine Thematik, die nicht nur unerl&ich
far die Herausbildung von krauchbaren Vorstellungen tber Bruchzahlen ist, sondern
auch zahlreiche Mdgli chkeiten zum kreativen Denken undHandeln bietet.

9.2 Dichte

Was die Ordnurg der Bruchzahlen von den natlrli chen ganz besonders gpektakulér un-
terscheidet, ist die schonangesprochene Dichtheit.

Erfahrbar kann das nur dadurch werden, dal3 man Methoden kennt, die es gestatten, zu
jedem denkbaren, gegebenen Paar verschiedener Bruchzahlen eine Zwischenzahl effek-
tiv anzugeben.

Eine Leitaufgabe kann also lauten: Suche @ne Bruchzahl, die zwischen 2 undg oder —

schwieriger — zwischen ;—2 undi—;3 liegt. Beschreibe dann allgemein deine Methode des

Bestimmens einer Zwischenzahl.
Standardstrategien, de gefunden werden konren, sind:
(a) Uber Erweitern:

5 _4_0Z 42 , also Zwischenzahl j:;

der §—3—5 1—3—5 , also Zwischenzahl — 35

6 42'8 40
(b) Uber Dezimalbriiche:
g =0,8333... gz 0,875,aso Zwischenzahl z.B. 0,84= %
(c) Uber Mittelwertbil dung:
BEE 70, 82 o= 41
6 80 48 48
Schonist es, wenn Schiiler auch finden:
(d) Uber ,Mischen® (,falsche Addition"*)
5 5+7 7
6 6+8 8
(Zahler + Z&hler, Nenner + Nenner)
Die Strategie (d) ist extrem einfach, sieht erst aus wie Hokuspokus, aber wieso funktio-
niert sie? Dasist das neue Problem.
In der PizzaaWelt konnte der Beweis gemald Abhbildung 23 aussehen. Es geniigt da zu-
nachst eine anschauliche Begriindung in Beispielen, soweit dabei die dlgemeine Idee
sichtbar gemacht wird.
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2 Pizzen

2 2+3 3
< <
3 3+4 4

h m m+h

Abbildung 23: Zum Satz: Mg M.
n Kk n n+

<E in der Pizza-Welt

Hier erhdlt jede der 7 Personen zunadst % Pizza, dannwird de noch Ulrigbleibende %

Pizzadurch 7 ceteilt. Offensichtlich erzielen wir durch den Zusammenschlul? cer beiden
Gruppen einen Konsumausgleich: Die vorher mehr bekamen, erhalten jetzt weniger und
umgekehrt. Unversehens snd wir mitten in der Problematik von arm und reich: Durch
Zusammenlegung der Giter der wenigen Reichen undder vielen Armen auf alle werden
die Reichen &mer und de Armen reicher.

Suggestiv ist auch die Deutung des Sachverhaltes in der Welt der Mischungen. Ist eine
Sirup-Wasser-Mischung weniger sii? als eine zweite, so ergibt sich beim Zusammen-
schitten eine Mischung, die siil¥er ist als die aste und weniger st as die zweite. Hier
kann undmuf3 auch kKlar werden, dal3 das Zusammenschitten keineswegs der Addition
der Slfegrade, d.h. dbr sie definierenden Bruchzahlen, entspricht. Werden z.B. zwel

25%ige Getranke (je % aus Sirup und% aus Wassr bestehend) zusammengeschiitet,

so ergibt es auf jeden Fall wieder ein 23%iges Getrank und nicht ein 50%iges Getrénk,
und zwar ganz gleich, welches Volumen de beiden Getranke haben. Wird aber ein
10%iges mit einem 20%igen Getrénk zusammengeschittet, so wird auf jeden Fall eine
Mischurg erzielt, die mehr as 10% undweniger als 20 % Sirup enthdt. Will man mehr
wissen, so misen de Volumina (Mengen) mit ins Spiel gebracht werden. Haben de
beiden Getranke gleiches Volumen, z.B. je 1l, so hat die Mischung 2| Gesamtvolumen

und %I Sirupvdumen, aso ist sie 15%ig. Wenn aber das 10%ige Getrank 1 Gesamt-
volumen hat und das 20%ige Getrank nur %I, so ergibt sich ein Mischgetrank von 1%I

Gesamtvolumen und 2—30I Sirupvdumen, also ist ein 126iges Getrank. Das folgende

Schema und Abhbil dung 24 mogen gentigend Anregung sein, wie man durch interessante
Mischprobleme das Aufsuchen von Bruchzahlen, de zwischen zwei verschiedenen lie-
gen, zugleich motivieren wie @nsichtig machen kann. Auch ware die Umdeutung des
Mischens als Wagephdnomen lohrend.
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1. Getrank 2. Getrank Mischgetrank
Gesamtvolumen 1 1
=1 1=1
1 4 4
Sirupvdumen 1 | 1 | 3 |
10 20 20
Wasservolumen 9 | 4 | 22I
10 20 20
Antell Sirup 10 1 ome 3 100
10 5 20
Mischurngsverhdtnis 1.9 1:4 3:22
S|
4
Wassr 1l 1|
5 L 4 3
rup 10 1 20
20

Abbildung 24: Getrénke verschiedenen Gesamtvolumens und verschiedenen S-
rupvolumens mischen (zusammenschutten)

Fur das Versténdns der Dichte von Bruchzahlen ist es nun wichtig, dal3 man ursere
Prozedur (Zahler + Zahler, Nenner + Nenner) beliebig wiederhden kann. Startet man

z.B. mit % und % so gewinnt man fortgesetzt beliebig viele weitere Bruchzahlen da-

zwischen:
Start E<E
3 2
1. Schritt 121
3 5 2
2. Schritt E<§<E<§<1
3 8 5 7 2
3. Schritt 1.4.3.5.2_5_3 4.1
3 11 8 13 5 12 7 9 2

g
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Es wird de Uberquellende Fille an Zwischenzahlen deutlich. Schon rach 3 Schritten
haben wir 7 Bruchzahlen zwischen %und % eingeschachtelt. Es kénren weitere Ent-

deckungen gemadit werden, etwa die, da3 de Folge der Bruchzahlen

1234556 K (2. Schragreihe) bestandig kleiner wird, sich der Bruchzahl é

nahert, ihr sogar beli ebig nahe kommt, sie aer nicht erreichen kann. Umgekehrt konren
weitere Folgen von Bruchzahlen, de sich auf eine Bruchzahl zubewegen, gefunden
werden.

Diese dichte Fille der Bruchzahlen stellt eine enorme Herausforderung an das Vorstel-
lungsvermdgen dar. Man hat nicht den Uberblick, wie bei den natiirlichen Zahlen, wo
brav eine auf die andere folgt. Jeder noch so kleine Schritt von einer Bruchzahl zu einer
grof3eren fuhrt Gber einen Abgrund von unubrsehbar unendlich vielen Zwischenzahlen,
so daid es verstandi ch ist, wenn Bruchzahlen auch aus diesem Grunde Angst einflofzen.
Um so wichtiger erscheint es, vielerlel Erfahrungen zu ermdgli chen; nur durch sie kdn-
nen Angst oder Abscheu abgebaut werden.

Eine wichtige spezielle Erfahrung bezieht sich auf kleine Grofien, GrofRen, de mogli-
cherweise sogar unterhalb der Schwelle unserer sinnlichen Wahrnehmungsfahigkeit
liegen komen. Wie dick ist eéin menschliches Haa, das man ja noch sehen kann? Die

etwa 1—gomm Dicke des Haupthaares und % mm Dicke des Kinnbarthaares eines Man-
nes snd nach betrachtlich im Vergleich zum Durchmesser eines roten Blutkorperchens

10(?00mm)' Viele Anregungen fur die Thematik GrofRenordnungen findet man im

Buch vonMorrison (1988.

Es snd attraktive Probleme fir Schiier, selbsténdig etwa die Dicke aner Postkarte,
eines Schreibpapierbogens oder einer Frischhaltefolie zu bestimmen (Strategie: Stapel
messen!) undsich Uber den Wert so duinrer Dinge Gedanken zu machen, wobei wir uns
hier jaimmer noch im Mesokosmos allt &gli cher Erfahrungen befinden.

Auch winzige Zeitspannen, winzige Gewichte usw. konren ein Faszinosum sein.
Schliefdlich der einzelne Mensch selbst: Bei rund 6Milli arden Menschen madt er rund

1

6 Mrd.

Vidleicht konnte das Kleine zur ,, philosophischen Frage fihren, obes in der Natur
Dinge beliebig kleiner Grolée gibt, oder ob man schliefdich auf Dinge st6¥, die nicht
mehr teil bar sind. Rechnerisch-gedanklich gibt es keine untere Grenze, die groféer als 0
ist.

Paradox (?) erscheint das Ergebnis des folgenden Gedankenexperiments, das aber tag-
taglich in der Wirklichkeit erscheint: Ein Fahrzeug verlangsame gleichmal3ig seine Ge-
schwindigkeit, d.h. de Geschwindigkeit nehme genau so wie die Zeit ab. Bewegt es

(etwa

der Menschheit aus.

sich jetzt z.B. mit 10% (das ist Spitzengeschwindigkeit fir Menschen (Sprinter) auf

kurzen Streden, langsam fir Autos (36kTm)), undin 1s nur noch mit 8m, in 2s nur
S

noch mit 6m usw., dann kanmt es nach 5s zum Still stand kanmt Andererseits durch-
S
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lauft es wahrend der 5 Sekunden ab jetzt ale Grade der Geschwindigkeit (bzw. der
Langsamkeit) von jetzt 10 bis dann 0™ . wie groR3 ist die Geschwindigkeit nac
s s

4£,4§,4Z,4E,... Sekunden? Nad 453 betrdgt sie nur noch = im(in 1s
2 4 8 16 16 16 s

6%cm), das ist immer noch weitaus hoher als Schneckentempo, nach 42?525 ist die

Geschwindigkeit auf weniger als 4mm pro Sekunde agesunken. Auf jeden Fall durch-

|auft die Geschwindigkeit auch de Folge 10,5 25™  Und dese Halbie
s s s

rungsfolge strebt zwar gegen Om, aber die Folgenglieder erreichen nie genau de Still-
s

standsgeschwindi gkeit Om. Also kammt das Fahrzeug doch nicht zum Stillstand? Die
Auflésung der Paradoxiesbeﬁteht nun richt in dem (richtigen) Hinweis, dal3 de Folge
10m,5m, 2,5m,... gegen oM konwergiert, vielmehr im Beachten des Tatbestandes,
daBSd&eSr G@crs’:windigkeitsab?:)au nicht in gleich langen Zeitspannen erfolgt, sondern

in Zeitspannen, de selbst eine Halbierungsfolge bilden. Von ]D% auf 5% vergehen

nach urserer Annahme 2% S, von 51 auf 2,5m jedoch nur 1%5 usw., und ds heift
s s

nach der endlichen Zeitspanne 2%s+ 1%s+ §s+ %s+ ...= b5 sist die Geschwindig-

keit auf Omgebra(ht (Abbildung 254). Dal3 eine solche unendiche Summe aus sch
s

fortgesetzt halbierenden Summanden einen endichen und lestimmbaren Wert hat, kann
geometrisch einsichtig gemacht werden (Abbildung25b).

Diese Erfahrung scheint verfriht, gehdrt scheinbar in den Analysisunterricht. Tatsadh-
lich handelt es sch aber um den Kernpunk des Verstdndnisses von — an angeblich so
einffachen — Dezimalbrtchen, ndmlich urendich periodischen Dezimalbriichen (vgl.
auch Abbildung 10).
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Abbildung 25: a) Gleichmaldig in der Zeit abnehmende Geschwindigkeit. b) sich
halbierende Geschwindigkeiten in sich halbierenden Zeitspannen.

Ein anderes Gedankenexperiment zum verwirrenden Tatbestand, a3 es nach 0 keine
.erste (kleinste pasitive) Bruchzahl geben kann, kesteht darin, sich vorzustellen, daid
digienigen Punkte auf der Zahlengeraden, de ene positive Bruchzahl markieren, mit
einem Sensor behaftet sind. Wird ein solcher Punkt getroffen, so erzeugt diese Berlh-
rung ein akustisches Signal. Nahern wir uns mit einem dinren Fadentaster von links der
Nullmarke, so beibt bis dahin ales gill. Sobald wir aber die Nullmarke nach rechts
fortschreitend verlassen, ertont das Signal. Es beginnt also zu erténen, aber wir kdnnen

nicht sagen, bei welcher Bruchzahl es beginrt. Nicht bei % , richt bei 1i1  richt bel

Wloo usw., sondern immer schon vaher (Winter 1976,S. 146.

Der immense Vorteil der dichten Ordnung in der Menge der Bruchzahlen (gegeniber
der der natlrlichen Zahlen) besteht in dem theoretisch wie praktisch zentralen Befund
Jede Grole 183 sich —so genau wie gewlnscht — mit jeder Grof3e derselben Art messen.
Oder anders: Bruchzahlen verbessern gegentber den rettirlichen Zahlen das allgemeine
Mel3problem (die redlen Zahlen vdlenden es). D.h.: Zu gegebenen Grolen g;, g» gibt

es immer Bruchzahlen mderart, dal3 g; = mgz + r ist, wobei der Rest r so klein wie
n n

gewlnscht gemacht werden kann. Zwei klasssche und anspruchsvoll e Beispiele mogen
das noch einmal deutlich machen.
(&) Wielang ist die Diagonale eénes Quadrats gemessen an der Seitenlange s?
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;
r

d=£s+r d:Zs+r

3 5

d
d
s s
3 5
S S
| 3 | | | 5 | |

I I I I I I
Abbildung 26: Messn der Diagonale an der Seite des Quadr ates
Die dlgemeine (empirische) Strategie ist: Zerlege sin 2, 3, 4,..., Meile undtrage, so
S s s

oft es ganzzahlig geht, 2327 % auf der Diagonalen ab. Fir n = 3 und n=5 zeigt

dies Abbildung 26. Im Fall n = 12 z.B. kann es rein empirisch strittig werden, ob 1—52

sich nur 16mal oder doch schon 17mal auf der Diagorelen abtragen |&a3t. Ist der Ta
schentuchbeweis fiir den Sachverhalt d” = 2s* bekannt (Winter 1989,S. 19), so |4} sich
das geometrisch-theoretisch entscheiden. 2 [12° = 288, 17 = 289, also geht es nur fast

17mal, wir konrnen schreiben d= g S, eine ausgezeichnete Naherung.
Eine dternative Art der Mal3bestimmung ist die schon wiederhadlt erwéhnte Wechsel-
wegnalme. Wieso es zu keinem n ein m derart gibt, dal3 d= %s genau aufgeht, ist ein

weiteres Problem fur Fortgeschrittene, das aber hier bereits anklingen sollte. Es zeigt:
Die Dichte der Bruchzahlen reicht fir das voll standige theoretische Messen doch nicht
aus.

(b) Wie groRist der Flacheninhalt des Kreises gemessen am Radiusquadrat?

~ —=
=3 e
z

N r

Abbildung 27: Messn der Kreisflache an der Radiusquadr atflache

Das Radiusquadrat wird in 2, 3, 4%..., rf Teilquadrate zerlegt, dann wird nachgezahlt,
wie viele dieser Tellquadrate im Inneren der Kreisflade liegen. Fir n = 3 (Abbildung
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27 links) ergibt sich Kreisflache = 136 Radiusguadratfladhe + Restfladche. Diese Restfl&

che ist allerdings viel zu grof3. Wenn auch de zerschnittenen Teil quadrate Beachtung
finden, wird gesehen, caf3 de Flache "eQUSAUAKRL i mt 24mal in die Kreisfladhe

24
paldt, also Kreisflache = "y Radiusgquadratflache + Restflache. Wird n vergrof3ert (Be-

nutzung von mm-Papier!), so findet man auf diese empirische Weise immer bessre
Mef3werte.

Andere Zerlegungen der Radiusquadratfladie sind nicht ausgeschlossen, z.B. Zerlegung
in 2 flachengleiche, rechtwinklige Teildreiedke, so dal3 man (Abbildung 27 links) fast
sofort die Fundamental beziehung 2r? < Kreisflache <4r? ablesen kann.

Einen wesentlich raffinierteren Mel3prozel3 zeigt Abbildung 27 redits. Die Kreisflache
kann man in 6 zueinander kongruente Kreissektoren zerlegen, de je aus einem gleich-
seitigen Dreieck der Seitenlange r und einem Kreisabschnitt der Sehnenlénge r bestehen
(Dal3 sich der Radius genau 6mal auf der Kreislinie atragen |&3t, gehtrt zu den unver-
zichtbaren frihen Entdedkungen in jeder Schule.). Die Radiusquadratfléche ist etwas
kleiner als 2 der Kreisektoren, well die Restfladhe (Abbildung 27 rechts) etwas kleiner
ist als ein Kreisabschnitt mit Sehnenldnge r. Damit ergibt sich: Die Kreisfladhe ist etwas
grofRer als das 3-fache der Radiusgquadratflache. Das wére fur die 6. Klasenstufe én
grofRartiger Satz.

10 Redchnen mit Bruchzahlen — Addition und Suhltraktion

10.1 Regelwerk

Sind beim Recdhnen mit natdrlichen Zahlen zwel Zahlen a, b in der Gblichen Dezimal-
stellenwertschreibweise gegeben und sind de mundichen, habschriftlichen und
schriftlichen Rechenverfahren bekannt, so gibt es prinzipiell kein Problem, wenn a +b,
a— b,ab, a: b ausgerechnet werden soll (und kei der Subtraktiona > b und & der
Division a Vielfaches von bist). Stets gibt es eine wohlbestimmte Zahl wieder in der
vertrauten Schreibweise.

Das kann im Bereich der Bruchzahlen fortgesetzt werden, wenn sie ds Dezimalbrliche
dargestellt werden, all erdings nur eingeschrankt und nu, wenn zusétzlich de Komma-
setzungsregeln geklért sind.

Die Einschrankung bezieht sich auf den Tatbestand, daf3 man entweder Néherungsredh-
nen oder Rechnen mit unendichen Summen dann betreiben mul3, wenn de vorkom-
menden Dezimalbriiche periodisch sind, und @s kommt sehr haufig vor. Ein gewohnli-

cher (gekirzter) Bruch m |alt sich ja dann und nu dann a's endicher Dezimalbruch
n

darstellen, wenn der Nenner n nur die Primfaktoren 2 oder 5 (oder beide) enthdlt. Eine
interessante Problemaufgabe kann ein Gefuhl dafur vermitteln, wie ,normal“ es ist, dal3
sich ein gewohrlicher Bruch in einen endlichen Dezimalbruch umwandeln [a03t:

Schreibe dle editen, geawdhnlichen Briiche auf, deren Nenner mindestens 2 und h@h-
stens 12ist. Wieviele gibt es? Streiche dle digenigen, de sich kirzen lasen. Wieviele



49

bleiben Ulrig? Streiche jetzt noch alle, die sich nicht in einen endichen Dezimalbruch
umwandeln lassen. Wie viele bleiben jetzt noch Ukrig?

BN

Es 3snd insgesamt 66 Briche, davon
sind 45 ncht kirzbar, und vondiesen 45
Brichen lasen sich 29 ncht in einem
endichen Dezimabruch darstellen. Es
bleiben nur 15 (gekirzte) Briiche Ubrig,
die ene ediche Dezimalbruchent-
wicklung besitzen. Off enbar ist es lber-
haupt nicht ,normal“, dald sich ein vor-
gelegter gekirzter Bruch als endlicher
Dezimalbruch darstell en 1&/3t.
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Schon de Aufgabe %+% mit fast allt &gli chen Briichen bringt Probleme:

% =0,3333333333... % =0,16666666666...

11 0,4999999999. .
36

Wievid Stellen wir auch ,,nehmen* — und her kennen wir ja dle Stellen —, wir errei-
chen nie exakt 0,5, wie es sein sollte. Denken wir uns die periodische Schreibweise ds
unendiche Summe, dann haben wir das Problem der Ricklbersetzung. Hier mul3 er-

kannt werden, da 0,3+ 0,16= 0,49 ein dezmaler Name fiir % ist, ein anderer als0,5.

Noch schwieriger wird es, wenn de Perioden langer sind, wie z.B. bel 1—17 , Wo de Peri-

odenlange maximal ist, ndmlich 16 ketragt (0,058823529417647), der Taschenrech-
ner aber z.B. nur 10 Stellen liefert.

Was die Kommaregeln angeht, so ist schon de Additior/Subtraktion nicht ohne Hir-
den, va adlem dann, wenn Nullen auftreten bzw. nicht auftreten. Die Aufgabe
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3,02+ 0,0489 madt es erforderlich, 3,02as 3,0200zu lesen und de Lbsung von
6 — 3,002setzt voraus, 6 als 6,000sehen zu konren. Viele Schiler rechnen 3,48+ 4,2 =
7,50 und 0,76~ 0,40+ 0,20= 0,130(Padberg, S. 185 offenbar nach der ,,Regel”, dal}
die Zahlen rechts vom Komma genauso addiert werden wie die Zahlen links vom
Komma, eine ,Regel”, die erstens Teilerfolge garantiert (3,15+ 1,16= 4,31) und zwei-
tens durch die Grundschulerfahrung (Komma trennt Sorten, links z.B. die kg, rechts die
0) , begrindet” ist.

Das Rechnen mit gewdhrlichen Brichen wird nun a&durch grundsétzlich komplexer,
als bel jeder Operation vonzwel Bruchzahlen zwel Paare von retlrlichen Zahlen auf je
spezifische Weise zu betrachten sind. Bel sogenannten gemischten Zahlen ist es noch
deutlich komplizierter.

Die Addition undSubtraktion gemischter Zahlen besteht aus einer Reihe von Prozedu-
ren, de z.T. keine Paralele zur Addition und Subtraktion ratirlicher Zahlen haben,
wenn auch der Begriff der Addition undSubtraktion vonBruchzahlen als ein ,, Zusam-
mensetzen* bzw. ,Abtrennen® von Grof3en wie bisher verstanden werden kann. Bel
starker Regelorientierung kann de Additior/Subtraktion gemischter Zahlen etwa so
ausshen:



Addition
2 5
34— +13—
3 11
(1) Addiere die ganzen Zahlen.
34+ 13=47

(2) Addiere die Briiche

(28) Bestimme den Hauptnenner der bei-
den Briiche.

Das kleinste gemeinsame Vielfache
von 3 und 11st 33.

(2b) Erweitere beide Briche, so dal3 sie
beide den selben Nenner, den Haupt-
nenner, haben.

2 22 5 15
3 33 11 33

(2c) Addere die beiden gleichnamigen
Briche, indem du ihre Z&hler addierst
und den Hauptnenner unverandert 1&/3t.
2, 5 _22+15_37

3 11 33 33

(2d) Schreibe das Ergebnis, fals mdglich,
als gemischte Zahl
37 4
- =1—
33 33

(2e) Kurze, wenn moglich.
(3) Addiere die Ergebniss von (1) und

).

4 4
47+ 1 =48~
33 33
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Subtraktion

2 .5
34=-13—
3 11

(1) Subtrahiere die ganzen Zahlen vorein-
ander.
34-13=21
(2) Subtrahiere die Briiche voneinander
(28) Bestimme den Hauptnenner der bei-
den Briiche
DaskgV von 3 und 11st 33.

(2b) Erweitere beide Briuche, so dal3 sie
beide den selben Nenner, den Haupt-
nenner, haben.

2 22 5 15
3 33 11 33

(2c) Subtrahiere die beiden gleichnamigen
Briche voneinander, indem du ihre
Zahler voneinander subtrahierst und
den Nenner unveréndert |&03t.

2 5 22-15 7

3 11 33 33

3 11

(2d) Fall s das Ergebnis negativ wiirde (die
Subtraktion richt ausfihrbar ist), dann
verwandele 1 Ganzes der 1. Zahl in
einen Bruch mit dem Hauptnenner as
Nenner.

(2e) Klrze, wenn moglich.

(3) Addiere die Ergebniss von (1) und

).

7 7
21+~ =21"
33 33

Das snd richt nur langwierige Prozeduren, sie sind auch z.T. von vdli g anderer Quali-
tét as die zum Addieren/Subtrahieren natiirlicher Zahlen. Wéahrend man dat sofort —

ohre Ricksicht auf die Grofe der Zahlen —

und
5

der Operanden wahrgenommen
2 5

loslegen kann, mul3 her in (1) die Gestalt
gedeutet werden, ndmlich as Sum-

men: 34% = 34+§ und 131—1213+1—1. Das ist die Basis fur die Strategie der gesonder-

ten Behandung der Ganzen undecdhten Briiche.

2

2 5

O

5 L, 2 5
345413 = §34+§§+EL3+1—1§= (34+13)+ £ +>

5
B 11E

_ 2 5 _ _3
342-13° = B34+§§—EL3+1—1§: (34 13)+% 11E
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Diese Umformungen beziehen ihre Berechtigung aus arithmetischen Gesetzen (Kom-
mutativitét, Asoziativitét), die — meist stillschweigend —fir ales Zahlenrechnen als
gultig angenommen werden.

Bel der Subtraktion geht speziell das Gesetz a— (b + ¢) = (a—b) — ¢ @n, wortiber zwar
viele Erfahrungen mit nattirlichen Zahlen vorliegen mogen (bereitsin der 1. Klassenstu-
fe: 13 — 6=13 — 3 — 3, das aber hier in spezifischer Form benutzt werden mul3.

Man sieht in (1) bereits, dal3 de wesentlichen Schwierigkeiten nicht im Redhnen selbst
(als Manipulation mit Ziffern) stecken, sondern im Erkennen der agebraischen Formen.
Klar ist deshab, dald schon Schritt (1) zu Fehlern fihren kann.

Die Strategie der Trennung (Ganze, echte Briiche) ist natirlich nicht zwingend. Die
Alternativ-Strategie (1Y), zunadst die gemischten Zahlen in (unedite) Briiche zu ver-
wandeln,

34E+13i:1_04+ﬂ3 342_13221_04_@
3 11 3 11 3 11 3 11

setzt auch voraus, in gemischten Zahlen Summen zu sehen, fuhrt aber dann auf alge-
braisch einfachere, jedoch numerisch aufwendigere Form (grofe Zahler). Bei der Sub-
traktion umgeht man nach Strategie (1') die Fallunterscheidung des Grolenvergleichs

der beiden echten Briiche in den gemischten Zahlen. In 341%—135 mifte ja wegen

5
11
Mindestens zur Kontroll e bietet sich Strategie (1°) an.

Die Schritte in (2), die wiederum nur teilweise dgorithmisch sind, arbeiten das Unter-
programm , Addieren/Subtrahieren ungleichnamiger Briche” &b. Allein (2a) (Haupt-
nennerbestimmung) zerféllt — systematisch gesehen — in mehrere Teilbereiche, etwa
Beide Nenner in Primfaktoren kanonsch zerlegen, Faktoren des kgV bestimmen, kgV
ausrechnen. Bel grolen Nennern kann sich dese Teilaufgabe (2a) zum Hauptproblem
aufbléhen, weshalb man sich normalerweise in der Schule aif Nennerpaare beschrankt,
deren kgV ohne grofReren Rechenaufwand bestimmbar ist. Das aber bedeutet, dal? ein
nicht-algorithmisches Element zugelassen wird. Der Schiller sollte im obigen Beispiel
»Sehen®, dald Drittel und Elftel zugleich in DreilunddeiBigstel verwandelt werden kdn-
nen und &R DreiunddeiBigstel sogar die gré@mdglichen gemeinsamen Bruchteile
sind. Dabei kann er sich (geschickterweise) auf den Bruch mit dem grof¥en Nenner (11)
stitzen, also de Serie %:;—g:% bilden, bis eéin Nenner erscheint, der den anderen
Nenner (3) enthalt. Dieses eher intuiti ve Vorgehen kann zum algorithmischen Verfahren
ausgebaut werden: Bilde das Prodult der beiden Nenner, das ergibt auf jeden Fall einen
gemeinsamen Nenner. Damit kann das Gleichnamigmaden (Schritt 2b) letztlich blind
erfolgen und Schritt 2a wird sogar Uberflisdg. Der Preis fur diese , Erleichterung” ist
jedoch, dal3 unndig gole Zahler und Nenner auftreten konren. Auf 3—67 und 12T51 ange-

<§ geliehen werden (34131 :33%), um Strategie (1) durchziehen zu konren,

wandt ergibt sich 6 _ 666 und 25 :E, dabel ist der kleinste gemeinsame Nen-
37 4107 111 4107

ner, der Hauptnenner, 111. % :11—181, was jemand , sieht”, der 37 mit 111 multiplikativ

vergleicht. Um das Gleichnamigmacden einerseits zu algorithmisieren undandererseits
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gleichzeitig am Hauptnennerkonzept festzuhalten, wird in der Schulpraxis oft nach dem
Verwandtschaftsgrad der Nenner in gestufter Form entwickelt: (1) beide Nenner sind
klein, man , sieht* den Hauptnenner, (2) ein Nenner ist Teller des anderen, (3) beide
Nenner haben einen gemeinsamen Teiler (grof¥er 1), (4) die Nenner sind zueinander
tellerfremd, (5) die Nenner sind keliebig. Aufgaben der Stufe (5) bedirfen dann der
Abfrage: Ist ein Nenner Teller des anderen? Haben beide Nenner einen gemeinsamen
Teller: Sieht man mit einem Blick den Hauptnenner?
Die entscheidende Frage ist, wie solche Unterscheidungen erfahren werden. Die hier
vertretene These ist: Wenn ein Lehrgang der Additior/Subtraktion vonBruchzahlen wie
Uberhaupt die ganze Bruchrechnung verfahrensdominant und schwierigkeitsgradig ge-
stuft entwickelt wird, etwa
Additi or/Subtraktion gleichnamiger Briiche
Additi or/Subtraktion gemischter Zahlen mit gleichnamigen Briichen
AdditiorvSubtraktion urgleichnamiger Briiche
kleine, Gberschaubare Nenner
ein Nenner ist Teiler des anderen
Nenner mit gemeinsamem Tell er
teil erfremde Nenner
beli ebige Nenner
Additi orvSubtraktion gemischter Zahlen mit ungleichnamigen Briichen
dann erhdlt die Syntax der Bruchrednung ein Ubergewicht, das auf Kosten des Ver-
standnisses gehen mulR. Um die Verfahrensregeln verwendbar zu machen undzu erhal-
ten, miisen sie namlich bestandig wiederholt und in langen Ubungssequenzen , einge-
schliffen” werden. Angesichts einer Aufgabenstellung wird de Aufmerksamkeit darauf
fokusgert, welche Verfahrensregel hier anzuwenden ist. Bel vielen dhnlich klingenden
Regeln kommt es geradezu zwangslaufig zu Verwedslungen undoder Fehldeutungen.
Es besteht die Gefahr, dal? der inhaltli ch-begriffliche Aspekt (die Semantik der Bruch-
rechnung) nicht hinreichend zur Geltung kommt, im Extrem bleiben Sinnstiftung und
Versténdnis auf der Strecke.

Die Alternative zu verfahrensorientierten und schwierigkeitsgradig (vom Lehrer) ge-
stuften Lehrgéangen sind problemorientierte Lehrgénge, in denen de Schiler mégli chst
selbst die Schwierigkeitsgufen erkennen unddarauf hin fortschreitend ihre Losungswe-
ge schematisieren (Treffers 1983. Da beginnt das Addieren/Subtrahieren nicht mit

Aufgaben der Art §+é und g—% , sondern mit dem Angebot von Problemsituationen,

die Gelegenheit bieten, das Addieren/Subtrahieren von Bruchzahlen nadhzuerfinden,
seine Sinnheftigkeit zu sehen und de Prozeduren selbst zu entwickeln.
Ein wichtiger Typ von additiven Situationen ist dadurch gekennzeichnet, dal3 mehrere

(voneinander unabhéngige und Ulkerschneidungsfreie) Teilungsprozess realisiert wer-
den.

10.2 Kumulative Pizzteilungen
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Der einfachste nicht-triviale @er ausbaufdhige Fall in der Pizza-Welt liegt vor, wenn
zunachst 1 Pizza an 2 Personen und @nn nach 1 Pizza an 3 Personen verteilt werden.
Eine Initialaufgabe kann lauten: Daniel hat heute zweimal Pizza gegesen, zuerst hat er
sich 1 Pizza mit seinem Bruder geteilt und danach 1 Pizza mit seinen beiden Freunden.
Naheliegend sind dann de Fragen nacdh Summe und Differenz der beiden Pizza-
Mahlzeiten (z.B. auch im Hinblick auf die Kosten). Wieviel Pizza hat Daniel insgesamt
verzehrt?
Abbildung 28: Zur L6sung von 1+1 und 1.1

2 3 2 3
Dal3 de beiden Bruchteile zusammengefiigt werden, ist problemlos. Eine neue Sinnge-
bung der Additionist im Gegensatz zur Multiplikation undDivision nicht erforderlich,
wenn Bruchtelle ds Grofen betradchtet werden. Ein Problem aber ist es, die zusammen-

geflgte GrofRe zu beschreiben. Ohne jedes Rechnen kann gefunden werden, dal3 de

beiden Pizzateil e zusammen auf jeden Fall kleiner als 1 undgroler als % (Pizza), sogar

groRer dls § sind, weil .. (Abbil durg 28).

1 1 1 1 2 1 1 3
Also; —=+=<1 Z4+=Z>= —4+=25°
2 3 2 3 3 2 3 4

Dasist schoneinma ein wichtiges slbstgefundenes Ergebnis. Man mdchte es aber ge-
nau wissen. Zu entdecken ware da die Nitzlichkeit der Tatsache, dal3 jede Bruchzahl
auf unendiich viele Arten dargestellt werden kann, ader — kortextverhaftet — dal3 Daniel

auf unendlich verschiedene Tell ungsarten zu % und% Pizza gelangen kann:

1.2_3_4_5_6_ 1.2_3_4

2 4 6 8 10 12 3 6 9 12

so dal3 de Ldsungen aufgeschrieben werden kdnren
1,1.3,2_5 1 1.5 2.1
2 3 6 6 6 2 36 6 6
oder

1,1_6,4_10 1.1.6_4_2
2 3 12 12 12 2 3 12 12 12
oder...

Wichtig ist, dal3 dese Prozedur als Gedankenexperiment verstanden wird: Tats&chlich
werden de Pizzen ja nicht in Sechstel geteilt. Aber wir kdnnen sie uns geteilt denken
(und das auch zeichnen), um das Ergebnis ausdriicken zu konren.
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Naturlich mufd der Losungsvorgang nicht genau so verlaufen. Es kann z.B. gesehen
werden, dal3 von %+:—§ bis 1 gerade %Drittel = % fehlt, so da’ ohre jede weitere

Rednung sofort %+% :g geschrieben werden kann.
Nadhdenken Uker das Ergebnis (g) fuhrt zu dem Schlufld Werden 5 Pizzen an 6 Perso-

nen (gleich)verteilt), so erhélt jeder % und neh % Pizza, was natirlich auch im Bild

festgehalten werden sollte.

Ein weiterer Losungsweg und gleichzeitig eine weitere Motivation zur Addition ergibt
sich, wenn de Kosten ins Spiel gebracht werden: Was mul3 Daniel insgesamt bezahlen,
wenn jede Pizza7,50DM kostet?

Varianten der Aufgabe drangen sich auf: Variation der Anzahl Pizzen, der Anzahl Per-
sonen, der Anzahl Pizzen undPersonen. Dal3 sich je 2 und @nn roch je drei Personen
eine Pizza teilen, kann sich ja gleichzeitig an verschiedenen Tischen der Pizzeria oder
nacheinander an verschiedenen Tagen ereignen. Dies systematisch durchzuspielen, kann
zu einer produktiven Ubungfuhren, de sich in folgender Additi onstafel niederschlagt:

3

> ) 4 '21_1 '11_3 'XE 'XE
6 6 6 6

2

> ) § ’28 "E 'XE ’21_4
6 6 6 6

1
6 6 6 6

e

0 ”1 P’g »E ”f

3 3 3 3

Das ist produkiv, weil in der Rhythmik erfahren wird, wie Halbe, Drittel und Sechstel
m n_2m+3n

generell additiv zusammenhéngen (also de Form §+§ = zu erfahren ist),
. . : . . .4 1 1 3 11
weitere Entded<ungen moglich sind (z.B. Gleichheiten wie 3 +E = 3 +E = 5 oder dal3

ale Sedhstel irgendwo vorkommen, nu nicht %) und Umdeuten (Redefinieren) gelibt

werden kann (z.B.: Wie kann man %1 aus Dritteln undHalben zusammensetzen?).

Eine anspruchsvoll ere Initialaufgabe aus der Pizza-Welt ist:
Danidl ist mit 6 Freunden in einer Pizzeria zusammen, sie teillen sich 5 Pizzen. Zu Hau-
se gibt es noch einmal Pizza, dateilt er sich mit seinen beiden Schwestern 2 Pizzen.
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Wievid Pizza vertilgte Daniel? Hat er in der Pizzeria mehr as zu Hause gegesen?
Wennja, wieviel mehr?

Die Losungen konren auf unterschiedliche Art praktisch-anschauli ch gefunden werden.
Zwel Losungen sindin Abhbildung 29 dargestellt.

Inder Pizzeria Zu Hause
5 Pizzen, 7 Personen (D, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 2 Pizzen, 3 Personen (D, I, 11)
124 Z:E 1,2_4,1_28 1 _29_,8
'733213321212121 21
Z_E—Z:i
7 3 21
b) In der Pizzeria Zu Hause
5 Pizzen, 7 Personen (D, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 2 Pizzen, 3 Personen (D, I, 11)
*7» AD SE QB IS @ /5
Ab S AE TSN VA
5 2 5 4 2 9 2 27 2 29
1,_+_:_+_+_:_+_:_+_:_:1_
7 3 7 7 21 7 21 21 21 21 21
p3.2.5 4 2. 1 2 3 2_1
"7 3 7 7 21 7 21 21 21 21

Abbildung 29: 2 L 6sungswege a1 gig in der Pizza-Welt

Solche ,,unathodocen” aber autonamen Losungen stell en intensive Auseinandersetzun-
gen inhaltli cher Art dar, kdnren als Kontrollen nitzlich sein und — mcht zuletzt — moti-
vieren Ukerhaupt erst die Suche nach einem d6konamischen und leicht zu merkenden
Standardweg.

Das 0. ,gerechte” Teilen (Gleichverteilung), das hier immer ausgelibt wurde, ist
durchaus diskussonswert und -bedirftig. Zwei Personen konren sich, vielleicht sogar
einvernehmlich, auf sehr verschiedene ungleiche Arten 3 Pizzen (oder 3 teil bare Grofen
irgendwelcher Art) teilen. Es ist eine ausgesprochen kreative Ubung zur Additi-
orn/Subtraktion, wenn Schiiler selbst viele Beispiele finden und dskutieren. Das Beson-
dere der Gleichverteilung wird dabei viel deutlicher (Anhang).

Noch eine Bemerkung zur angebli chen Lebensferne solcher Aufgaben (,Wer addiert je
gesiebentelte Pizzen mit geflnftelten?* Fihrer 1999: Zunadst ist nicht bestreitbar, daid
esin der Wirklichkeit kumulative Teilungen der geschil derten Art gibt, nicht nur Pizzen
an Personen, sondern irgendwel che prinzipiell teilbaren Dinge gleicher Gréf3e und Qua-
litét (Torten, Brote, Tafeln Schokdade, Apfel, Kirbiss,..., aber auch Geldbetrage, Ge-
wichte, Zeitspannen usw.) an diskrete Instanzen. Dal3 es sch um austauschbare gleiche
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Dinge handeln und @3 ided geredit geteilt werden soll, ist Bestandteil des normativen
mathematischen Modells, das wie immer einfach und von holr Symmetrie sein soll.
Das mathematische Modell i st dabei zugleich reicher und &mer als die zu modelli eren-
de Situation: Einerseits snd Teilungsprozesse mit beliebig vielen teilbaren Dingen an
beliebig viele Empfangende mit exakten Ergebnissen bestimmbar, andererseits werden
Umstande der Wirkli chkeit ausgeblendet, z.B. die tatsachlich vorhandenen Unterschiede
zwischen den Dingen und de rede Variabilitdt einer Situation (es wird in der Praxis
nicht vorkommen, daid sich 27315Personen 2 Pizzen teilen wollen; andererseits ist das
biblische Wunder von der wunderbaren Brotvermehrung aul3erordentlich beandruk-
kend). Anders formuliert: Gesiebentelte und geflinftelte Pizzen zusammenzufiigen, ist
genau so sinnvdl undsinnlos wie die Addition der Sommerferientage und der Herbstfe-
rientage. Ohne begriindenden Kontext handelt es sch um sinnleae Rechenaufgaben,
aber in Kontexten, de enst genommen werden, kann de Aufgabenstellung belegbaren
Sinn erhalten.

Was Pizzen redht ist, ist anderen teilbaren Groléen hillig, undman darf nicht die Gele-
genheit versdumen, bekannte Grof¥en mit bekannten Unterteilungen nurmehr unter dem
Bruchzahlbegriff neu zu deuten.

10.3 DieUhr

Eine immer wieder reizvolle, wohlbekannte Problemaufgabe ist die Uhr-Zeiger-
Aufgabe, in der es um Zeitgrofen geht:

Esist jetzt 9 Uhr. Um wieviel Uhr dedkt sich der grol¥e Zeiger zum ersten Mal mit dem
kleinen Zeiger (bzw. zeigen beide Zeiger in deselbe Richtung bzw. hat der grole Zei-
ger den kleinen eingehalt)?

Die Antwort kann experimentell an einer Zeigeruhr gefunden werden (9.49 Uhr ange-
nahert!), was der Aufgabe Uberhaupt nicht ihren Reiz zu nehmen braucht, im Gegentell
es ist die Frage motiviert: kann man das auch ausrechnen (ausdenken), was man sieht
(Abbildung 30)? Zunéchst kann de fragliche Uhrzeit eingegrenzt werden: Es mul3 zwi-
schen 9.45Uhr und 10Uhr sein, denn...Es mul3sogar vor 9.50Uhr sein, denn um 9.50

Uhr steht der grof3e Zeiger auf 10, der kleine @er noch var der 10. Esmul3 ... sw.
Abbildung 30: Das Uhr-Zeiger-Problem

Ist es vielleicht um genau 9.49Uhr, aso in 49 Minuten? Um das zu entscheiden, kann
das Augenmerk auf die Wege und Geschwindigkeiten der Zeiger gerichtet werden. In
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dieser Zeit von 49Minuten hétte der schnelle grole Zeiger den Vorsprung des kleinen
Zeigers, namlich % des Uhrkreises, wettgemacht und nah den Anteil des Uhrkreises,
den der kleine langsame Zeiger in 49Minuten zurticklegt. Der grof3e Zeiger legt in jeder
Minute 6—10des Uhrkreises (1 Minute = 6_10 Stunck), der kleine der nur 7—20d$ Uhr-

kreises (1 Minute = 6_10 Stunce = %Halbtag) zurlck. (Es treten auf fast natlrliche

Weise Briiche auf.) Nach 49Minuten hat der grofe Zeiger g—cg)d% Uhrkreises, der klei-
49 . . " 49 3 :

ne — des Uhrkreises zuriickgelegt. Es mife dann —— +— derselbe Uhrkreisbruch-
720 720 4

tell sein wie 2—3 Um das entscheiden zu konren, werden de Briiche gleichnamig ge-

madt undes ergibt sich einerseits 49 +§ = 49 + 540: 589, andererseits 49 :5—88,
720 4 720 720 720 60 720

ein kleiner (unsichtbarer?) Unterschied.
Zur effektiven Berechnung kann, was anzustreben ware, algebraisch argumentiert wer-

den. Die Uberholung erfolgt in x Minuten, dann muR i:§+igelten, was auf

60 4 720
12x - x 540 nauf 11x =540 x = 2%=491 fuhrt.
720 720 720 11 11

Freilich geht es auch ganzlich ohre diese Art Algebra, wenn das Augenmerk auf den
gleichméldig schrumpfenden Abstand (gemessen in  Bruchtellen des Uhrkreises) ge-

richtet wird. Anfangs (némlich um 9 Uhr) betrégt er % des Uhrkreises, in jeder Minute

wird er 1 1_1 des Uhrkreises geringer. Also dauert es © viele Minuten, wie

60 720 720

11 in 3_59%0 enthalten ist, und dsist genau so oft, wie 11in 540enthalten ist.

720 4 720

Eine weitere Losungswegvariante, die besonderns gut das Auftreten der 11 erklart, er-
gibt sich, wenn man den speziellen Fall veralgemeinert und fragt: Wie viele Uberho-
lungen gibt es Gberhaupt im Laufe von 12Stunden? Geht man von OUhr aus, so gibt es
binnen der nachsten 12 Stunden genau 11 Uberholungen, de sich in gleichen Zeitspan-
nen aneinanderreihen. Dadurch wird der Uhrkreisin 11gleich gol Teile geteilt, man
erhdt Elfte. Die Uberhoungszeitpunke nach 0 Uhr sind  demnadh:

1i Uhr, 23 UhrK ,9g Uhr,lOE) Uhr, 0 Uhr (und 93 Uhr ist ja 9.49i Uhr, das
11 11 11 11 11 11
Ergebnis unserer Aufgabe).

Natdrlich sollen Erfahrungen zu Bruchzahlen im alt&glichen Kontext von Zeigeruhren
auch schon auf friherer Stufe kultiviert werden. Die dltéglichen Zeitmal3e (Tag, Stun-
de, Minute, Sekunde) kbnren hier erstens in geometrischer Reprasentation (Kreissekto-
ren, Kreisbdgen, Winkel) wahrgenommen werden undsystematischer in ihrem Zusam-

menhangverglichenwerden,z.B.1s=imin: 1 h= 1 d.
60 3600 86400
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Der ,,Umweg"* Uber kleinere Einheiten (und damit in vertraute Gefil de)

(Addieren) Lh+2h=20min+ 24min=44amin= **n =11,
35 60 15
(Subtrahieren) 2h-Lh=50min - 12min=38min= Soh =1y
6 5 60 30
(Vervielfaden) gvon Eh -2 von 18min=12min= 1—2h :Eh = }h
3" 10 3 60 30 5

(Auftellen, Messen) % h: %h =40min: 15min= 2%

kann helfen, de Festlegungen der additiven Redhenarten mit Bruchzahlen zu finden und
Zu begriinden.

Nicht tGbergehen sollte man hier auch das Bewul@machen der Vortelle der Zahl 60, de
nicht weniger als 12 Teller hat (1, 2,3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, ,380), weshalb sich z.B.
viele Bruchteile @ner Stunde in vdlen Minuten ausdriicken 1&f3t. Das all seitige Rechnen
mit Sechzigsteln kann also zu einem verstéandigen Bruchrechnen (ohne Dominanz von
Verfahrensregeln) entwickelt werden. (Ein historischer Exkurs auf das Sexagesimal sy-
stem der Babylonier undsein Nadhklang in urseren Zeit- und Winkelmal3en sollte nicht
unterbleiben.) Dennoch muf auch deutlich werden: Die Gblichen Mal3urterteilungen
von Zeitspannen beschreiben nur eine winzige Auswahl von alen magli chen Zeitspan-
nen genau undder quasi-kardinale Umgang mit Sekunden, Minuten usw. kann sogar

das Verstandnis des Bruchrechnens verstellen. Es gibt eben auch %h,%min usw., und

damit 18/ sich dann ohre Bezug auf Untereinheiten rechnen, das ist eben der theoreti-
sche Charakter der Bruchrechnung, der die dlzu alltéglichen Erfahrungen Ulkersteigt,
jedoch an anderer Stelle wieder von holem praktischem Wert ist. Die Uhr-Zeiger-
Aufgabe gibt auch de Gelegenheit, tber Winkel und Drehungen zu reden, eine obligate
Thematik.

10.4 Der Hebel

Wieder andere (und vawarts gewandte) Erfahrungen zur Additior/Subtraktion sind in
der Hebelwelt mdglich, falls grundegende Einsichten zum Hebelgesetz vorliegen, de
mit ganzzahligen Hebelarmlangen und Gewichten bereits in der Grundschule zugang-
lich sind.

Eine Problem-Aufgabe wird duch Abbildung 31 gestellt: Wo muf3 auf der linken Seite
das Gewicht 1 (z.B. 1kg) aufgehangt werden, damit Gleichgewicht herrscht?

22
5 3
| /\ [ l | |
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Abbildung 31: Addition von Bruchzahlen als Hebelaufgabe

Redts wirken de Teilkréfte (Momente) % (= und %Dvﬁ zusammen und kewirken

eine Drehung. Soll Gleichgewicht herrschen, mufl? auf der linken Seite dieselbe Kraft
ziehen. Da mul3 kel Gewicht - der linke Arm so lang sein, wie die beiden Hebelarme
rechts zusammen. Das kann man geometrisch (durch Abtragen) und — @mit zu verbin-
den —rechnerisch besorgen. Die rechnerische Losung erfordert wieder eine Zerlegung
der Hebelarme in gleich lange — und aus 6konamnischen Grinden moglichst grof3e —
Tell sticke. Wieder wird deutlich: Erweitern betrifft nur die Form, nicht den Wert (hier
die Lange).

Die Hebelwelt ist nicht etwa nur eine weitere und viell eicht austauschbare Veranschau-
lichung, sondern ein weiteres und nach weit ausbaubares, wichtiges Anwendungsgebiet.
Eine hier naheliegende Fragestellung ist die Umkehrung der obigen Aufgabe: Auf der

einen Seite hangt bei % das Gewicht -, auf der anderen Hebelseite sollen zwei Ge-

wichte = hangen, so dal3 Gleichgewicht herrscht. Wie kann das gehen? L&t man nach
beli ebige gebrochene Gewichte zu, so kammt man zu Aufgaben der Multiplikation und
Division vonBruchzahlen. Besonders eindrucksvoll i st es, Hebelaufgaben an wirklichen
Hebelwagen (also enaktiv) zu verfolgen. Wir haben dann so etwas wie Bruchrechnung
zum ,, Anfassen®, wenn auch —wie immer — das Wichtigste im Kopf geschehen muf3.
Die heuristische Bedeutung des Hebelgesetzes fir mathematische Fragestellungen ist
(sait Archimedes) bekannt (Winter 1978, wird aber leider im MU selten genutzt.

10.5 Quadratunterteilungen

Problemorientiertes Addieren und Subtrahieren von Bruchzahlen kann in besonders
attraktiver Form in der Welt der Quadratunterteil ungen ausgeiibt werden.

Geht man vom sukzessven (Halbierungs)Falten aus, so ergeben sich Halbe, Viertel,
Achtdl,... as Bruchteile der Einheitsquadratflache (Abbildung 32), und man kann

1B
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Bruchrechnung (erweitern, kilirzen, addieren,..), eingeschrénkt auf diese Familien, Ulen.
Wegen des shr zugangli chen Charakters dieser Erfahrungswelt (Papierquadrate falten!)
sollte man darauf keineswegs verzichten.

Abbildung 32 Faltbriche am Quadrat

Die Schiler werden aufgefordert, sich selbst moglichst originelle, ausgefall ene Aufga
ben zu stellen und bl dlich darzustellen. Beispiele:

1 11 1 1 1 1 1 1 1
. S A —— o -~ =7
2 4 8 16 32 64 128 256 2 256
11,1 1,1 1.1 _1_, 11,
32 64 128 256 2 256
4 5 6 7 8 5 17
T+ 44— =9 e —t_——=7usw
16 32 64 128 256 8 256

Umgekehrt konren Bilder entworfen werden, de aithmetisch auszudeuten sind: Anteil
der gefarbten Fladhe bestimmen (Abbil dung 33).

Abbildung 33: Baum, Tischdede, Monster im Quadr at

Ein edhtes Problem ist die Frage: Wie kann man in deser Welt der , Faltbriche* am
Quadrat auf Drittel, Funftel, Sechstel, Siebtdl,... kanmen?

Zunéchst sollte ds negative Erkenntnis klar werden: Es geht exakt gar nicht. Um das
einzusehen, bedarf es wiederum einer zahlentheoretischen Uberlegung: Durch fortge-
setztes Halbieren bekommen wir nur Briiche mit den Nennern 2, 4,8, 16,...(nur Zwei-
erpotenzen). Offenbar ist keine dieser unendich vielen Zahlen duch 3, 5, 6,..teilbar.
Aber woher wissen wir das eigentlich? Konrte nicht z.B. 2048 duch 7 tellbar sein? Wir
sind an einer Stelle, an der die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zum Problem
wird oder werden kann. Gott sei Dank gibt es Moglichkeiten, sich von der Richtigkeit
zu Uberzeugen undzwar M6gli chkeiten zwischen reiner Empirie und allgemeinem Be-
weis (Winter 199%, S. 89). Jedenfalls ist an der negativen Bescheidung unseres Pro-
blems nicht zu ritteln.

Aber es gibt auch eine paositive Erkenntnis, wenn wir unseren Anspruch reduzieren, also

z.B. die Frage stellen: Wie &3t sich %mﬁglichst gut angendhert durch Briiche mit den

1 1 1 1 1
T o+ -+~ <=
4 16 64 256 3
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Nennern 2, 4, 8,..darstellen?
Abbildung 34: Annaherung an % durch Summen von ,, Halbierungsbr tichen®

Abbildung 34 reprasentiert einen Lésungsgang, der fast auf natirliche Weise das snn-
bestimmte Addieren undSubtrahieren und @n Gebrauch vonUngleichungen k.

Vorwérts drangend ist dann de Entdedung, dal3 sich die (Tell)Summen

Unterschied

1 1 1

4 3 12
1.1_5 1 1

4 16 16 3 48

1 1 1 21 1 1

T 4 =T S

4 16 64 64 3 192
1,1,1, 1 _8 1 1
4 16 64 256 256 3 768

systematisch der Bruchzahl % so weit ndhern, dal3 der Unterschied beliebig nahe und

kakulierbar an O heranrtickt. Diese Konvergenztberlegung wird in Abbildung 34 auf
geradezu ésthetische Weise verdeutlicht. Sie mag zu dem schoren und kiihen Ergebnis

fahren, ch = gle|ch der unendichen Summe 1 i+i+i+i K ig. Vid-

4 16 64 256 1024
leicht kann man auch auf die , Kommadarstellung' kommen, her zur Basis 2. Wir er-

halten den urendlichen periodischen Dualbruch % =0,010101.,= 0,01..

Das wéare en vdlstandiges Analogon zum unendich periodischen Dezimalbruch

wlk

0,333..130= 0,3 10, der sich dhnlich attraktiv in Quadratform darstell en [&t.
Natdrlich &Rt sich ursere Aufgabe analog Ubertragen: Wie kann man %%K as un-

endliche Summe darstell en?

Eine naheliegende Variation, Einheitsquadrate zu urterteilen besteht darin, auch andere
Teilungdlinien (Faltli nien) zuzulassen (Flachsmeyer 1999. L&t man z.B. zu, dal3 rnicht
nur parallel zu den Seiten, sondern auch zu den Diagoralen und zu den Eck-
Mittelpunkts-Linien gefaltet (gezeichnet) werden darf, so gibt es einen Uberraschende
Vielfat an Quadratzerlegungen undein weites Spektrum im Anspruch, den Fladenin-
halt einer selbst hergestellten Figur (als Anteil von 1) zu bestimmen. Die Losung dieser
Aufgaben —leichtere Beispiele zeigt Abbildung 35 — erfordert geometrische in Verbin-
dung mit arithmetischen Aktivitdten, ein besonders beredtes Beispiel des Zusammen-
spielsvon Gestalt undZahl (Winter 1999 ).
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Abbildung 35: Quadratzerlegungen: Wie grol3 ist der Anteil der gefarbten Flache
an der Flache des Einheitsquadrates?

In Abbildung 35 redhts wére z.B. herauszufinden, dal3 de geférbte Flache aus einem
Quadrat (%) und 2 \erschieden geformten, aber flachengleichen Dreiecken (je %) be-

steht, so dald sich %+§ :% ergibt. Oder es werden de ungeféarbten Fladhen ins Auge

gefaldt, dann ergibt sich 1- 278 s ==.
Anspruchsvoller sind de Beispiele in Abhildung 36.

Abbildung 36: Quadratzerlegungen: Wie grol3 ist der Antell der gefarbten Flache

an der Flache des Einheitsquadrates? (L dsungen: 1 ii)

3'40'6
Im Gbrigen 183 sich in desem Themenkreis auch sehr gut das Geobrett benutzen (Be-
suden 1999

10.6 Poaliti sche Wahlen

Ein unwerzichtbares Erfahrungs- und Anwendungsfeld zur Bruchrechnung, aso auch
zum Addieren undSubtrahieren stellt das Birgerliche Rechnen dar, dabel besonders die
Bereiche, die man als Paliti sche Arithmetik bezeichnen kdnrie. Da geht es um Frage-
stellungen, de das Leben der Menschen in der Gemeinschaft betreffen, fir die es ein
oOff entli ches Interesse gibt. Stichworte sind: Bevilkerung und ihre Gliederung rech re-
levanten Gesichtspunken, Handel und Wirtschaft, Abgaben, Arbeit, Renten, Sport,
Freizeit, Verkehr, Recht, Bildung u.v.m. Hier spielen tberall Verhdltnisse, Anteile, Sét-
ze, Quaten, Quatienten, Propationen eine zentrale Rolle (Sexuapropation, Alten-
lastquatient, Arbeitslosenqude, Zinssatz, Steuersatz, Erbteil, Punktverhdltnis, Stim-
menanteil usw.).

Eine Aufgabe aus der Thematik ,, Politi sche Wahlen* soll ill ustrieren, wie die Bruch-
rechnung zur Losung von pditi schen Fragestell ungen gebraucht wird.

Die heutige Gemeinderatswahl in urserem Stadtchen bradte fir 5 konkurierende Par-
teien folgendes Ergebnis:

Partei C S F G P zusammen
Stimmen 3415 3304 312 876 53
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Die Frage ist, wie sich der Gemeinderat zusammensetzen soll, wenn deser aus minde-
stens 12, hahstens jedoch aus 15 Mitgliedern bestehen soll und wenn de 5%-Klausel
gelten soll (wonadh de Parteien, de weniger as 5% der gultigen Stimmen erhalten,
nicht berticksichtigt werden).
Zur Losung sollte zunadhst die grundegende Naherungsgleichung des Verhaltniswahl-
rechts
Anteil der Mitglieder einer Partei im Gemeinderat

= Antell der Stimmen deser Partei bei der Wahl
diskutiert werden.
Rein rechnerisch (und ohre Beaditen der 5%-Klausel) sind de Anteile durch de Bri-
o StimmeneinerPartei

ch - _ egeben, aso
Stimmeninsgesamt
An- tei | C S F G P
Bnuch 3415 3304 312 876 53
7960 7960 7960 7960 7960
Dezimabruch |0,4290 0,4151 0,0392 0,1101 0,0067 }Néhe—
Prozentsatz 42,9% 41,%% 3,%% 11% 0,7 runashrii-

Die Bruchzahlen sind genau, aber sprode, dezimale Naherungsbriiche (hier gerundet auf
4 Dezimalstellen) und Prozentsdtze macdhen die Anteile wesentlich fafdbarer. Die Kon-
trolle (Summe dler Anteile mul3 1ergeben) darf nicht fehlen, einschliefdlich der Diskus-
sion mogli cher Rundungsfehler.

Noch Klarer werden de Verhdtnisse (1) durch Graphiken, z.B. Saulenbild (auf mm-
Papier) undKreishbild (Abbildung 37), die naturlich farbig ausgestaltet werden.

P

G 07%

11,0%

429 415
C
42,9%
11
3.9 0,7
—
C S F G P

41,5%

Abbildung 37: Ausgang der Gemeinderatswahl

Das Kreishild stiftet eine Verbindung zur Winkelmesaung. Nun aber das eigentliche
Problem: die Zusammensetzung des Gemeinderats.

Zunachst werden wegen der 5%-Klausel die Splitterparteien F und P ausgeschieden.
Das bedeutet, es werden fir die Zusammensetzung des Parlamentes nicht mehr ale
Stimmen, sondern nur noch die der 3 Parteien C, S, G berticksichtigt. Die insgesamt rd.
95,4% Stimmantell der Parteien C, S, G werden zu 100 bei der Parlamentsbildung.
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Das ergibt neue Verhdltniss, da sich das ,,Ganze” von 7960auf 7595 verkleinert hat.
(Und es gibt sachliche Motive, Bruchzahlen zu addieren!)

C S G
Bruch 3415 3304 876

7595 7595 7595
Dezimalbruch |0,4496 0,4350 0,1153
Prozentsatz 45, 43,%% 11,%%

Weas fallt auf? Erstens besitzen nunall e verbleibenden Parteien einen horeren Antell im
Parlament, als bei der Wahl. Das ist klar, wenn gesehen wird, dal3 de Zahler der ur-
sprunglichen Anteil sbriiche bleiben, der Nenner aber kleiner wird. Zweitens profiti ert
eine Partei um so mehr von der 5%-Klausel, je héher ihr Stimmanteil in der Wahl ist
(Bevorzugung der grof3en Parteien). Das wird eingesehen, wenn erkannt wird, dal? jeder
Prozentpunk im Stimmenanteil nach Ausscheiden der Splitterparteien um denselben
Prozentpunkbetrag ansteigt, in urserem Fall wird aus 1% Stimman-

teil (%gg ~1,0485.) 1,048% Parlamentsanteil

Das muf3 an einfachen, erdachten Beispielen, auch extremer Art, genauer erfahren wer-
den. Ein ganz extremer Fall wére es, wenn keine @nzige von Uker 20 Parteien 5% der
Stimmen erzielte, es kdénnte dann gar kein Parlament gebildet werden. Erreichten de
Splitterparteien zusammen 50% der Stimmen, so wirden de Nichtsplitterparteien ihre
Antelle fur die Parlamentshil dung verdoppeln; gabe es dabei nur eine Nichtsplitt erpar-
tei, so wirde sie das ganze Parlament stellen, was die Prinzipien einer parlamentari-
schen Demokratie al absurdum fiihren wiirde.

Der Effekt der 5%-Klausel (oder irgendeiner anderen Hurde dieser Art) kann auf ver-
schiedene Arten geometrisch ausgedriickt werden (Abbildung 38), insbesondere die
anteil smallige Stredkung der Stimmanteile auf Parlamentsanteil e dirfte so deutlicher in
Erscheinung treten.

Partei A Partei A

1 1 _
= =19 — =1%
100 1% 100

Splitter- M»
parteien
Partei B

Ubrige
Parteien

Partei B

Ubrige
Parteien

Stimmanteile bei der Wahl Anteile am Parlament

1 1
Splitterparteien —L Parlamentsanteile

o Anteil szugewinn
LA™ fir Partei A und
| =+ fir Partei B

Ubrige Parteien———
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Abbildung 38: Effekt einer Sperrklausel fur die Parlamentszusammensetzung

Zahlreiche Einzelprobleme mit reden undmit fiktiven Daten rund un die 5%-Klausel
konren erortert werden, var adlem bel ,engen® Verhdtnisen im Zusammenhang mit
Koadlitionen. Z.B.: Wie ist es méglich, dald eine Partel durch die 5%-Klausel im Parla
ment die asolute Mehrheit erhalt?

Spétestens hier wird deutlich, welchen Beitrag die Bruchredhnung zur padliti schen Bil-
dung leisten kann.

Esist ein Problem, das das Grundwersténdnis von Bruchzahlen beriihrt und mitten in der
Lebenspraxis geht (vgl. auch dasrede Beispiel in Anhang!).

Zuruck zum o. g. Hauptproblem, dasjavollig unabhéangig von einer Sperrklausel ist und
darin besteht, dal3 es einerseits keine gebrochenen Gemeinderatsmitglieder geben kann
(45% von 12ist 5,4), aber sich andererseits das Wahlergebnis im Gemeinderat mog-
lichst gut widerspiegeln soll. Der Gemeinderat kann nur ein vergrobertes, sollte der ein
maoglichst gutes Spiegelbild der Stimmverhdtnisse ageben. Es bietet sich Experimen-
tieren an, eine will kommene problemorientierte Ubungsphase der Bruchrechnung, etwa
u.a.: Wie sollte der Gemeinderat aus Vertretern der 3 Parteien C, S, P zusammengesetzt
werden, wenn er aus mindestens 12 und h@hstens 15 Mitgliedern bestehen soll ?

C (45,00) S (43,3%) G (11,5%)
12Mitgieder [ 6 | 6 _ o cope |5] 520 1| 1_g0m
12 12 12
~ 41,9 ~ 8,3
13 Mitglieder | g £~0 461F 6 £~0 A61E 1 i:o 07689
13 13 13
= 46,24 = 46,206 =7,™
1aMitglieder | 717 _ e 16| 8 gaes 11| L1ooe7a
14 14 14 -
= 42, %%
15 Mitgli ~ " S
oMitglieder | 717 _ ig~a6,79%| 7 | L =0.46=267%| L | X =006=676
15 15 15
7 1:0,4?5:46,7% 6 E:0,4:40% 2 320,15:13,3%
15 15 15

Da offenbar keine Ldsung so recht zufrieden stellen kann (immer kann sich mindestens
eine Partel benadhteiligt fuhlen), wird de Frage motiviert: Gibt es ein Verfahren, dasin
der Regdl (in den tberwiegenden Féllen) geredit ist undalso zur al gemein anerkannten
Methode ehoben werden kann? Auf jeden Fall muld man sich auf eine dlgemeine, ge-
setzlich festgelegte Methode beziehen, denn es kann wohl nicht sein, dal3 es nach den
Wahlen zu nicht enden wollenden Streitigkeiten kommt und Gemeinden eines Landes
zu unterschiedlichen Ergebniseen kammen, auch wenn gleiche Stimmenverhatnisse
vorliegen.

Die Frage sprengt den Rahmen der Bruchredinung, wenn sie dlgemein diskutiert wer-
den soll, man braucht ja Optimalit &sbedingungen. Immerhin kdnrte man an dem Bei-
spiel das Hare-Niemeyer-Verfahren vorstellen und pausibel machen, z.B. fur 12 Sitze



67

1. Schritt: die ganzzahligen Anteil e vergeben

C %von 12=5,3956...Als0 5
7595

3304

S ——von12=5,2202...as05
7595

G ﬂvon 12=1,38406..Aso0 1
7595

2. Schritt: Verteilung des restlichen Sitzes an de Partei mit dem grof¥en Nachkomma-
anteil, al'so an C. Damit ergibt sich de Verteillung 6, 5, 1fir C, S, G.
Fur 15 Sitze erechnen wir die Verteilung 7, 6, 2.

1. Schritt: 2. Schritt

C g’von 15=6,7445...als0 6 1 7
7595

S 3304 von 15=6,5253..also0 6 0 6
7595

G ﬂvon 12=1,7300...As0 1 1 2
7595 — —

13 2

Das Thema ,, Politi sche Wahlen* kann wegen seiner algemeinen sachlichen Bedeut-
samkeit und seines damit in Verbindung stehenden Aspektreichtums (Bruchbegriff als
Tell-Ganzes-Relation, Bruch als Verhdltnis, Prozentanteile ds Iebensweltli che Briiche,
Naherungsbriiche und exakte Briche, Rundungsfragen, Wedsel der Ganzheit, Dia
gramme, die auch im Fernsehen vorkommen, Additior/Subtraktion bei Koaliti onsbil-
dungen,...) ein zentrales Thema ener kinftigen Bruchrechnung sein.

Viele Anregungen zum Thema Wahlen findet man im ML-Heft 88 (1988, heraus-
gegeben vonTh. Jahnke.

11 Redhnen mit Bruchzahlen — Multiplikation und Division

11.1 Regelwerk

Wahrend sich de Sinngebung der Strichrechenarten (+, -) mit Bruchzahlen stark auf die
bisherigen Erfahrungen stiitzen kann —es bleibt bel der Vorstellung Groélien zusammen-
flgen oder trennen —erfordert die Sinngebung der Punktrechenarten (L1:) die Einlassung
auf neue Vorstellungen des Rechnens, die — wie schon ausgefiihrt — als fremdartig oder

gar monsterhaft erscheinen konren. Tatsadnlich ist der Multiplikator % in %Dx Zu-

nadst ohre Sinn, cenn kisher hat der Multi pli kator immer angegeben, wie oft der Mul-
tiplikand zu sich selbst zu addieren ist. Er war ,,von Natur* aus ganzzahlig. Entspre-
chend war das Dividieren im Sinne des Vertellens nur verninftig und einsichtig fur
ganzzahlige Divisoren.

Das bedeutet aber gerade nicht, die Punktrechenarten so einzufiihren, dal3 de Erweite-
rung der Operationsbegriffe moglichst glatt und problemlos ausseht und man ziemlich
bald an de Redchenregeln kommt, die dann einzuiiben sind.
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In gewissr Weise verdecken de beliebten sogenannten Permanenzfolgen das Problem
der Sinngebung mehr als erhell end zu wirken.
Die Folge 9[#1=36
113 13
3M=12
1:3 13
14=4
13

4=

!

«—

3
4
3
3
4

) Wl

9 9
belegt eigentlich nur, dal’3 de Multi pli kation mit natiirlichen Multi plikatoren as Sonder-
fal in der Multiplikation mit Bruchzahlen ,aufgeht“. Das ist zweifellos wichtig und
nitzlich, denn was fur Bruchzahlen gilt, mul3 speziell fur die natirlichen Zahlen (als
besondere Bruchzahlen) gelten. Solche Permanenzfolgen sind danach brauchbar, sogar
unverzichtbar, wenn de Reichweite @ner vorgegeben Sinngebung der Multiplikation
untersucht wird. Insbesondere konren duch sie unkrauchbare Vorschlage ds olche
entlarvt werden (z.B. 2 :z—m, denn cannmufe2 (4 = EBL:Z—BU':4 sein).
3 34 1 104
Aber zur Sinngebung kdnnen sie nur schwache Hinwelse geben, sie sind zu formal.
Der Umweg Uber Dezimalbriche hilft hier zunadhst auch nicht weiter, denn 0,7(# ist

genau so sinnfrel wie % 4.

Der Weg Uber die vorauseillend pastulierte Kommutativitét, also 0,7[(4=4[D,7 =
0,7+ 0,7+ 0,7+ 0,7= 2,8 zu rechnen, ist eben wegen der schlauen Unterstellung ein
Schleichweg, auch ganz abgesehen davon, dal3 damit der Typ Bruch x Bruch nach wie
vor offen bleiben wirde.

Kurzum: Man muf3 sich dem Problem einer neuen Sinngebung der Multiplikation dfen
undehrlich stellen.

Der entscheidende Punkt ist dabei, dal3 deses Problem mit der Bildung des Bruchbe-
griffs Gberhaupt zusammenhangt. Innermathematisch gesehen ist ja das Hauptmotiv der
Erweterung von N nach B (= Menge der Bruchzahlen), in B einen Rechenbereich zu
haben, in dem die Multiplikation richt nur unbeschrénkt ausfiihrbar, sondern auch um-
kehrbar ist. Oder strukturell ausgedriickt: Die Erweiterung von (N, O auf (B, Dlist der
Ubergang von einer (reguldren) Halbgruppe zu einer Gruppe, d.h. einer Menge von
Zahlen, in der jede Gleichung der Form a [X = b genau eine Losung hat (wdhrend wir
beim Ubergang von (N, +) nach (B, +) algebraisch-strukturell nichts Neues gewinnen!).
Fur den lernenden Schiler kdnren diese strukturellen Aspekte freilich keine verstandi-
gen Gesichtspunke sein, so dald es darauf ankommt, Lernumgebungen anzubieten, de
die Bestimmung einer Multiplikation (und Division) von Bruchzahlen motivieren und
einsichtig erscheinen lassen.

Dazu gehdren ua. die Flacheninhaltsbestimmung von Redhtedken, de Ahnlichkeit von
Figuren und die Antellsberechnung von Grofden (speziell relativen Haufigkeiten und
Wahrscheinli chkeiten).
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11.2 Flacheninhalt von Redchtedken

Bekannt ist den Schilern aus der Grundschule die Darstellung von ,,Malaufgaben® in
Redtedken auf dem Quadratgitter des Rechenpapiers (Abbildung 39).

112 2
11 6H 6

94 4

6

Abbildung 39: Dar stellung der Multiplikation in der Grundschule

Der Zwed ist dabel natirlich nicht (in erster Lini€), Ergebnisse von Maaufgaben durch
empirisches Auszahlen zu gewinnen, sondern duch Umstrukturierungen an den Figuren
Erkenntnisse Uber das Multiplizieren zu gewinnen, z.B. die Kommutativitédt durch
Vierteldrehung des Reditecks und de so wichtige Distributivitét tUber der Addition
durch Zerlegen eines Redhtecks oder Zusammenfiigen zweier passeender Redtedke
507+ 3007 = 81I7). Der Begriff der Multiplikation retirlicher Zahlen erfahrt seine
»hattrliche* Deutung (a[b as ,a Streifen mit je b K&stchen®), und de Dividierbarkeit
einer Zahl erwéchst aus der allgemeineren Fragestellung nach der Darstell barkeit der
Zahl in einem Redhted. Welche Zahlen laseen sich als Rechtedke darstell en? Natiirlich
ale, ,schlimmstenfalls* als einfacher Streifen. Andere, wie 60, lassen sich auf mehrere
ganz verschiedene Arten als Redhtecke darstell en, manche sogar als Quadrat (gleichsei-
tiges Redhtedk). Man kann zu elementaren Begriffen der Tell barkeit vorstolien.

Fur die Bruchrechnung ist nun wichtig, dal3 man jetzt ,sehr viel mehr Rechtedke® be-
trachten kann, de Seiten des Redhtedks kdnren beliebige Bruchzahlen sein. Da kann
das Redhtedk i.A. nicht aus einer Anzahl von Einheitsquadraten bestehen, genau hierin
liegt der Sprung von N nach B.

Die Initi alaufgabe mag lauten:

Wie groB3 ist der Fladcheninhalt eines Redhtedks, das die Léngel% und de Breite ;

(jeweil s Langeneinheit, z.B. m, cm,...) hat?
Zunéchst wird das Rechtedk gezeichnet, und zwar moglichst mit der gelernten Zirkel-
und-Lined-Konstruktion (Abbildung 40).

~|~

— — Einheitsquadrat

Nl NN Njw N No No

1 2 3
. _-_ = —=1
3 3 3

w | »
w |,
1]
[
|

Abbildung 40: Multiplikation als Flacheninhaltsbestimmung
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Auf der einen Zahlengeraden korstruieren wir die Drittelteilung, auf der anderen de

Siebentelteilung. Zu entdecken ist dann de Mdoglichkeit der Pflasterung des gx;

Redtedks durch (gleich grol¥e) Rechtedke. Damit ist das Mel3problem (Flacheninhalts-
bestimmung) insoweit geldst, as die Figur in eine Anzahl gleich grof3er Teilfiguren
zerlegt ist. Der Flacheninhalt eines kleinen Tellrechtedks ist jetzt die Mal3einheit. Was
noch fehlt, ist die Bestimmung der Anzahl der Teilrechtedke und de Grof3e der Tell-
redhtecke bezogen au die Einheitsquad atflache. Beidesist der Figur zu entnehmen: Es
gibt 5 4 = 20 Tellrechtecke (Pflastersteine) und 37 = 21 solcher Teilrechtedke passen

in das Einheitsquadrat (Quadrat mit den Seiten 1), so dal3 jedes Zil des Einheitsquadra-
tes groR3 ist. Damit ergibt sich: Flacheninhalt des Redhteckes der Lange g und abr

Breite; ist i—cl’ der Einheitsquadratflache.

Setzen wir jetzt noch den (hoffentlich vertrauten) Gedanken fort, dal3 der Flacheninhalt
(als Zahl) gleich dem Produk der Seiten ist (das ist der Rekurs auf das Gewohnte!),

dann konren wir jetzt begriindeterweise schreiben g Dﬂ - 20 _>5@4 . Wohlgemerkt:

7 21 30O
Diese Bemiihung soll keine anschauliche Herleitung der Regel ,,Zéhler x Zahler durch
Nenner x Nenner* sein, sondern de mdglichst selbstandige Erarbeitung der Losung
einer Fladeninhaltsfindurgsaufgabe.
Man sollte nicht die Gelegenheit zur weiteren Ausbeutung der Figur in Abbildung 40
versaumen, z.B. weter zur Pflasterung pasende Rechtecke messen:

228 1A 1 aich den Sonderfall = 7_2—1_1

37 2137 21

Was nicht Gbersehen werden darf — undein ncht geringes Verstandnisproblem darstellt
—, ist der Umstand, dal3 her Bruchzahlen aus zwel Welten zusammengebracht werden:
Bruchzahlen as Langen von Strecken (auf den Zahlengeraden) und Bruchzahlen as
Fladcheninhalte (von Rechtedken). Das snd in der Tat unvergleichliche Dinge, der Fl&
cheninhalt einer rechtedkigen Wiese gibt (bei homogener Bewachsung) an, wieviel Gras
den Kihen zur Verfiigung steht, wahrend Lange und Breite der Wiese wichtig sind fur
die Frage nach der Zaunlange.

Der Zusammenhang (von Fladheninhalt und Seitenléange) mit friheren Erfahrungen da-
zu (ganzzahlige Seitenlangen) wird deutlicher, wenn man de Teil rechtedke quadratisch
rastert, was immer moglich ist. In urserem Beispiel besteht jedes Teilrechtedk aus 3 [17
= 21 Keinen Quadraten, vondenen aso 21 [121 = 441 ds Einheitsquadrat ausfill en.
Nehmen wir ein solches Miniquadrat als Flacheneinheit, dann haben wir ganzzahlige
Verhdltnisse, urser Redhteck besteht aus 35 (112 = 420 Miniquadraten, unddas ist gera-

de wieder 420_20 unseres grol¥en Einheitsquadrates.

441 21
Das Produkt (Seiten)Lange x (Seiten)Lange = Flacheninhalt (bezogen auf Rechtedke
mit vorher festgelegtem Einheitsquadrat) ist nur ein wichtiger Fall von zahlreichen,
weiteren, de unmittelbare Beziehung zur Wirklichkeit in Geometrie, Natur und Gesell-
schaft haben:
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Grundlade x Hohe =Volumen (von grismatischen Koérpern)

Dichte x Volumen = Gewicht

Gewicht x Héhe =Hubarbeit

Kraft x Weg = Arbeit (bei konstanter Kraft)

Gewicht x Lange =Drehmoment (am Hebel)

Stundenlohnx Arbeitszeit = Arbeitslohn

Kilopreis x Gewicht = Kosten (z.B. bel Lebensmitteln)

Durchschnittsverbrauch x Weglénge =V erbrauch an Kraftstoff
Zu erkennen, B3 alle diese Beispiele u.v.a. mehr dieselbe Struktur wie die Flachenin-
haltsbestimmung von Redhtecken haben, ist eine fundamentale Analogieleistung, die
durch die Bruchredhnung ermdgli cht werden kann.
Zu sehen ist auch das kredive Moment: Das Produkt von Gréen kann gewissermalden
eine neue Grol¥e eschaffen, bestimmen, definieren. So mifdt ,, Drehmoment” als Produk
von Gewicht (eigentlich Gewichtskraft!) eines Gegenstandes und haizontaler Entfer-
nung des Gegenstandes vom Drehpunk die Drehwirkung, die dieser Gegenstand auf
den Hebelarm ausibt, quantifiziert also de jedermann zugangliche qualitative (oder
halb quantitative) Erfahrung, dal3 de Wirkung umso grof3er ist, je schwerer der Gegen-
stand und(unabhéangig davon) je weiter er vom Drehpunk entfernt ist. Die Quantifizie-
rung fahrt dann zu produkigleichen Paaren (Gewicht/Lange) as Ausdruck gleicher
Drehwirkung, z.B. (Gewicht in kg, Lange in m)
1E—Iizlt-li:ﬂ 9 =0,30,5=K
210 20 380
und dese Produlte lassen sich am zweiseaitigen Hebel as Gleichgewichtskonstell ation
handgreiflich erfahren (Abbildung 31).
Die Division von Bruchzahlen erhédlt im Fladheninhaltsmodell (und allen oa. weiteren
Produkgroffen) ihre Motivation duch de zugehdrigen Umkehrprobleme: Flacheninhalt
und eine Seite @nes Rechteds (oder Arbeitszeit und Arbeitslohn odbr...) sind gegeben,
gesucht ist die andere Seite (oder der Stundenlohn odr...). Die selbstéandige Losung von
solchen Umkehrproblemen bedeutet dann de selbsténdige Konstruktion von Wissen
Uber das Dividieren vonBruchzahlen.
Die Aufgabe:

Wie breit ist das Redthtedk, das Z%m2 Flacheninhalt hat und 4,2m lang ist? kann zur

Gleichung 4,2 [k = 21 bzw. 2—1§< _9 bzw. x :9:2—1 fuhren. Die Aufgabe 9 : 21 ist

4 5 4 4 5 4 5
nicht als Enthaltenseins bzw. MefRaufgabe versténdlich, wie sollte auch eine Lange in
einem Flacheninhalt enthalten sein? Es liegt hier vielmehr eine Erweiterung des Divisi-
onsbegriffs im Sinne des Verteillens vor: Der Flacheninhalt wird gleichmaidig auf der
Lange aufgetragen undes wird gefragt, wieviel Flacheninhalt auf die Lange 1 entfdllt.
Das l&idt sich nicht nur vorstellen undauch zeichnen, wir haben vielmehr ja nichts ande-
res als Durchschnittsbildung

Das rechnerische Finden vonx in der Gleichung %lx :% kann duch (mehr oder min-

der geschicktes) Probieren und Korrigieren erfolgen — eine hochst wichtige und ver-
narftige Strategie — oder durch das Gehen von Umwegen oder — falls entsprechende
Erfahrungen varliegen — durch direkte algebraische Umformung
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Die (hoffentlich bewufde) Erfahrung, dal3 es unendich viele Rechtedke vom Flachenin-

halt1gibt(1z£[22:£[‘}7—391§ 2—1 > [— =K ), kann auf den Umweg
2 7 133 5 21
21 BY 9
> 4
pil 4
21 4
1
9.21_9_5
verweisen unddannso zu X _Z T2 [-12—1 fahren. Allerdings stzt dies verstéandigen

Umgang mit der Denk- und Schreibweise von Operatoren-V erkettungen voraus. Ist das
nicht gegeben, kann (&quivalent) auf andere Art inhaltlich geschlossen werden: Hétte

das Redthtedk den Fladheninhalt 1, dannwaére die Lange %1 die Breite 231 Dader Fl&

cheninhalt aber das %-fame von 1 ketragt, mul® kei gleicher Lange %1 die Breite das

g-fadwevon > betragen, damit Breite x = 9 EIi

4 21 4 21

Algebraisches Umformen, das hier durchaus inhaltli ch gesteuert ist (und sich nicht auf
syntaktische Regeln zu stiitzen braucht), flhrt in zwel Schritten zum Zidl:

219

5 4
21rx=2 (5= 2295
4 4 4

= 201l yon AL 45 95 0 9.5
4 1 4584 4211 4 21

11.3 Ahnlichkeit und Mafstab

M al3st&bli che Abbil dungen sind aus dem Alltag wohl bekannt: Landkarten sind verklei-

nerte (undidealisierte) Bilder von Ausschnitten der Erde, das Dia-Bild an der Wand ist

ein vergrol3ertes Abbild des Dias im Gerét, das Spielauto ist ein verkleinertes Abbild

eines realen Autos, die Kopiergerdte kbnren das Original verkleinert und vergrofert

wiedergeben usf.

Von Natur aus ist der Mal3stab ein Bruch bzw. ein Verhdlitnis, denn es ist ja immer
i Langeelnfzr.Llnle.w.n .Bl|d _ — MaRstab,

Langeder zugehdriga Linie im Original

Sind Zahler und Nenner ganzzahlig, so ist der Mal3stab eine Bruchzahl im uns hier in-

teresserenden Sinn.
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Eine Initialaufgabe ist es, von einer gegeben ebenen (Original)Figur ein mal3stabli ches
Abbild, eine Bildfigur, bei gegebenem Mal3stab herzustellen. In eingeschrankter Form
kann des shonin der Grundschule auf Rechenpapier gelernt werden.

Als Zeichengerét kdnrte der Storchschnabel dienen, robuster undfir jeden einfacher zu
beschaffen ist das <hon genannte, gleichmaig unterteilte Gummiband Abbildung 41
zeigt, wie esfunktioniert. Hier empfiehlt sich Partnerarbeit.

OhﬁinaL

@ iy

Prony \
g ol ke
2 P

Abbildung 41: Mal3stébliches VergroRern, Mal3stab % (= zentrische Streckung

aus Z mit Streckfaktor k = %)

In geometrischer Hinsicht sind de Invarianten der malistéblichen Abbildung (der
,Ahnlichkeitsabbil dung*) zu entdedken: das Bild einer Strecke ist eine Strecke, das ei-
nes Kreisesist ein Kreis, das eines Quadratesist ein Quadrat, das eines Rechtedsist ein
LangeeinerLinie im Bild _ MaRstab

Redited, und abei ist stets — - — —
Langeder zugehoriga Linie im Original

D2 C2

Dl C1

| |
Aq | ' ' B1 AL | | | | B,

Abbildung 42: Figuren, die durch maf3stébliche Abbildung auseinander hervor ge-
hen

Nadh der Ausfuhrung einer solchen Abbildung kann man Origina- und Bildfigur in
beliebige Lagen zueinander bringen, sich so vom Herstellungsprozef3 kefreien
(Abbildung 42) und de Aufmerksamkeit auf die jeweiligen Verhdltnisse innerhalb von

Originalfigur und Bildfigur richten. Im Beispiel ist etwa AsznglBl und
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AZBZ — AlBl

BC, BC,
d.h. Original- und Bildredhteck haben dasselbe Seitenverhdtnis. Vor allem kann man
auch de Rolle von Original und Bild vertauschen, namlich das Origina als Abbild des

Bildes vom Original ansehen. In der einen Richtung haben wir den Mal3stab % (hier

B.C, :gBlcl und A,C, :gAlc1 usw. Als Folge ergibt sich auch

2), in der entgegengesetzten den MaRstab % (hier g). Das ist (spétestens) die Gele-

genheit, vom Kehrwert von Bruchzahlen zu reden undwiederhadt von der Sonderrolle
der Zahl 1.

Die Multiplikation (und Division) kommt dann ins Spiel, wenn zwei (oder mehrere)
mal3stabliche Abbildungen hintereinander ausgefihrt (verkettet) werden. Man hat ja
dann de Kette Original — Erstbild — Zweitbild, wobei das Erstbild das Original des
Zweitbildes ist. Die Frage ist dann, wie Origina und Zweithild zueinander stehen
(Abbildurg 43).

[P .
Origina Erstbild Zweitbild

Abbildung 43: Verkettung zweier mal3stablicher Abbildungen als Initialproblem

Der 1. Schritt betrifft den Bruchbegriff selbst, die Herstellung von % (von 1) as Dop-

pelhandung (: 5, 02 oder [12, : 5). Der 2. Schritt ist aber auch nichts anderes as eine
solche Doppelhandlung (: 3, (07 ader [07, : 3), nu jetzt nicht auf 1, sondern auf é bezo-

gen. Mit Hilfe des alierten Gummibandes oder mittels Streifenmuster sind dese bei-
den Abbildungen 6konanisch zu redisieren. Das Problem ist, wie das Zweitbild mit
einem Schlage durch eine mal3stabliche Abbil dung aus dem Original gewonren werden
kann. Dazu missen Funftel und Drittel miteinander vergleichbar gemacht werden. Dal3

1.3 und 2.8 ist (erweitern), fuhrt dann dazu, de Tellung von 2 duch 3 aus-
5 15 5 15 5
6

sprechen zu konren, %:3:1—5:3:1—25. Die Vervielfachung mit 7 ist dann kein Problem
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mehr, 7[—!2:1—‘51. Damit ist der Mal3stab vom Original zum Zweitbild i—: Dal3

15

1—4:2—; ist, stellt die Verbindurg zu den gegebenen Mastaben % undg her. Wenn

15
jetzt noch bedadht wird, dal3 im Falle von ganzzahligen Mal3stében, z.B. 2 und 7,der

Verkettungsmal3stab das Prodult ist (2 [07), dann erscheint es plausibel, auch é—g as

Produkt %B\Z—) anzusehen undzu interpretieren und deses auch zu schreiben, etwa:

, /mal der dritte Teil von 2. E:B:E:B:E,E _14
5 5 15 15 15 15
,der dritte Tell vom 7-fachen vong“ gD’:1—4,1—4:[3:4—2:3:1—4
5 5 5 5 15 15

Ein Bruch liegt (meistens) darin, dal3 in deser Verkettungsscht der Multiplikator (ent-
gegen der Ublichen Gewohnleit) rechts geht. Daher ist es snnvdl, die Vertauschbarkeit

beim Verketten erfahren zu lassen, hier alsog Dg = % E%
,2mal der 5. Teil von Z Z:5:3—5:5:1,1 —1—4
3 3 15 15 15 15
,Der 5. Tell vom2—fachenvonz“ ZD’Zzl—4,1—4:5:l): —E
3 3 3 3 15 15

Das ist keineswegs trivial, i.A. sind rimlich Handlungsketten nicht vertauschbar (erst
Schuhe anziehen, dann schniiren # erst schniren, dann anziehen!; erst addieren dann
multiplizieren? (3 + 4) [5# 3 [M + 5), so dal’ de hier geltende Vertauschbarkeit wirk-
lich thematisiert werden sollte.

Der gerade skizzierte problemorientierte Zugang zur Multiplikation von Bruchzahlen,
der jain der Tat aufwendig ist, lohrt nur, wenn er auch Ubend ausgelotet wird. So wird
jain urserem Initialproblem (von 1ausgehend) zunadhst gefinftelt, dann gedrittelt, und
Tellungen sind ja das Herzstiick in der Bruchredhnung. Daher liegt es nahe, dieses — de
Zahler variierend —zu verfolgen, undin Korrespondenz mit Abbildung 43 eine Multi-
pli kationstabell e zu entwickeln, de Veranlassung ghbt, Uber das Multiplizieren zu spre-
chen.
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. 1 2 3 4 5

5 5 5 5 5
1 1 2 3 4 5
3 15 15 15 15 15
2 2 4 6 8 10
3 15 15 15 15 15
3 3 6 9 12 15
3 15 15 15 15 15
4 4 8 12 16 20
3 15 15 15 15 15
N N N N N N

Z.B. sollte bewufd werden, dal3 der ,,Knackpunk“ in der ,kleinst moglichen® Aufgabe
é% liegt, die ds der ,3. Teil von% (von 1°: %: 5 ocr as,der 5. Tal von % (von

1), % : 5 gedeutet wird undas Grundaufgabe der Bruchrechnung (wiederhadlt) in un-

terschiedlicher Weise konkretisiert wird, wie es auf geometrische Art Abbildung 44
andeutet. Weitere Verstandnsditzen liefern Bezlige zu den bekannten Grolen, z.B.

Eh:3:12min:3:4min: ih:ih.
5 60

gl

gl

Abbildung 44: Geometrische Dar stellungen von % 3

Vor alem ist auch hier wieder der Riickbezug zu Erfahrungen mit nattrlichen Zahlen zu
aktualisieren. Da haben wir ja schon de Form (a: b) : ¢ =a: (b [X), jedenfall s in Bei-
spielen (72:2) : 3=72:6, 3000: 60=(3000: 6) : 10 wsw.

Nur durch aspektreiches inhaltli ches Arbeiten kann de ,Regel® (, Man teilt einen Bruch
durch eine natirliche Zahl, indem man den Zahler bel&3 und den Nenner mit der Zahl
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multipliziert.”) ihren monstrosen Charakter, den sie bei Reduktion auf die Syntax haben
muf3,allmahlich verlieren.

Ferner wird in der Tabell e deutlich, dal? das Produk kleiner ist a's beide Faktoren, wenn
diese kleiner as 1 sind, eine ganz neue Erfahrung zur Multiplikation. Vor alem kann
die Beziehung zum Kirzen undErweitern aufgedeckt werden, namlich als Multi plikati-

onmit 1 (oder Division duch 1), z.B. 2102 ocbr2 2@ 2
35 15 3’ 35 53 5

Zur Division einer Bruchzahl durch eine Bruchzahl wie z.B. ég kann man in desem
Verkettungsmodell durch Beadhten von Umkehrabhildungen gelangen. So &3t sich in
Abbildung 43 der Operator Dg auch als: % umdeuten, wenn de Vorstellung entwik-

kelt wird, dal3 Dg die Umkehrung von : ; ist (und urerstellt wird, dal3 jeder solche
Operator genau einen Gegenoperator hat). Das Gleichsetzen von: % mit E% bzw. von:
g mit D; kann auch wieder durch Bezug auf Erfahrungen mit der Divisionin N ge-
stutzt werden. Die Aufgabe %; wird somit auf konsequente Art in de gleichwertige
Aufgabe — [—l7— umgedeutet, und s kann auch als erweitertes Enthaltensein gedeutet

werden: — ist %dﬁzm-mal in é enthalten (Abbildung 45). Und dbs heifdt eben-

fals: 14E|7 muf3gleich 15D§ sein (Probe!).

N 3
- 7 O 07 C
1 4 Sx=1rf
~ 4 7 5
3 2
= 1 x= 54
5
Abbildung 45: é g :EE—I;— als Problem des Enthaltenseins

Die Deutung von %% als Aufgabe des Enthaltenseins kann auch dazu animieren, de

Divisionsaufgabe ds Doppelbruch zu schreiben und dnn Wissen tker Bruchzahlen und
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Uber Divisionserfahrung in N einzubringen, was zu deser fast zu eleganten Ableitung

2 20
2 3 5 g5y _20_2
fib; £:2=2, 20 -2~ _~<
57 3 36 3B 35
7 705

11.4 Anteileals relative Haufigkeiten in 4-Felder-Tafeln

Handelt es sch um unteilbare Dinge (eben um Individuen) wie z.B. eine Menge von

Personen, Hausern, Tieren, Fahrzeugen usw., so liegt in der Bruchzahl
AnzahlderIndividuenmit EigenschafE

Anzahlderbetrachtedn Individueninsgesam

ein Quantifizierungsmuster der Teil-Ganzes-Beziehung vor, die wie kaum eine andere
»Anwendund die Bruchrechnung tiberhaupt motiviert, wie ja schon das Beispiel paliti-
sche Wahlen fur additi ve Zusammenhénge gezeigt hat.

Die Frage nach Anteilen ist in der Beschreibenden Satistik fundamental. Da mdchte
man aus bestimmten Griinden wissen, wie stark in einer Menge von Individuen eine
Eigenschaft E vertreten ist. Ergibt dann eine Datenerhebung (Stichprobe) unter n Indi-
viduen, dal3 auf m Individuen de Eigenschaft E zutrifft, so heil3t m die (absolute) Hau-

figket H(E) von E, und M heirt die relative Haufigket h(E) von E. In der Bruchzahl
n

h(E), die stets im Bereich von 0 lbs 1 liegt, wird —aus Vergleichszwedken — von der
Anzahl n der untersuchten Individuen abstrahiert. Es interessert da weniger die Anzahl
der E-Individuen H(E), sondern ihr Anteil h(E) an der Gesamtheit. So quantifiziert h(E)
gewissermalien de E-Halti gkeit einer Gesamtheit von Individuen.

Sind z.B. g der Schiiler einer Schulklasse Madchen, so wird das a's auffall endes Uber-
gewicht der weiblichen Schiler betrachtet, weil man eher einen Antell von rd. % far

»nhormal® hdt. Die relative Haufigkeit g wird auf weitere unterschiedliche Arten aus-
gedriickt:
Médchenanteil g

auf je 5 Kinder entfallen 4 Mé&dchen

4 von 5Kindern sind Mé&dchen

nur jedes 5. Kindist ein Junge

die Sexua propation Anzahlw?lbl.lndl.\n.(:luen ist 4 bzw. 4: 1

Anzahlménnlindividuen 1

das Geschlechterverhdltnis (, weiblich zu ménnlich*) ist4: 1
Es ist ein Beitrag zur heuristischen Schulung (Ausdrucksreichtum nutzen!), wenn dese
Ausdrucksweisen im Unterricht verwendet und kesprochen werden. Frihzeitige Stan-
dardisierung der Sprachen urterdriickt mogli che Zugange zu Problemldsungen.
Soist z.B. die Zeitungsmeldung ,W eiterhin 126 Arbeitslose in Aachen” Veranlasaung,
diese Information zu erklaren undzu erléutern undauf verschiedene Arten darzustell en.




79

Und des ist eine Problemaufgabe, nicht nur weil geklart werden muf3, was hierbei die
Gesamtheit (100%) ist. M6gli che Darstell ungen sind

Auf je 100 Erwerbspersonen entfallen 12Erwerbsarbeit Suchende

Auf je 25 Erwerbspersonen entfallen 3 Arbeitslose

Fast jeder 8. ist arbeitslos

Die Arbeitslosenqude betragt 12%

Der Anteil der Arbeitslosen an der Gesamtheit der Erwerbspersonen ist 12 _3

100 25
Die relative Haufigkeit der Arbeitsosen bel alen Erwerbspersonen ist

12 _ 0,12=12%%
100

Die Zahl der Arbeitslosen verhdt sich zur Zahl aller Erwerbspersonen wie 12 : 100
bzw. 3: 25
Auf 22 Erwerbstétige (Nicht-Arbeitslose) entfallen 3 Arbeitslose

ohngJab

10— 1%

Abbildung 46: Arbeitslosenquote 12%

Der spezielle Bezug zur Bruchredhnung liegt darin, dal3 in der Bruchzahl 12% eine un-
endliche Klasse von Arbeitsmarktsituationen zu sehen ist:
3 6 12 120 1200 5061 _

25 50 100 1000 10000 42175

Die Beschéaftigung mit Anteil en als relativen Haufigkeiten erhélt aber erst dann wirklich
Sinn,wenn Anteil sfragen nicht isoli ert sondern in Zusammenhéngen auftreten.

Ein fundamentaler Zusammenhang wird duch de Frage angesprochen: Haben de
Merkmale X undY etwas miteinander zu tun? Dabel sind Merkmale durch ihre Auspra
gungen bestimmt. Das qualitative Merkmal Geschledht hat nur die beiden Auspragun-
gen mannlich/weiblich, das quantitative Merkmal Gewicht die Auspragungen 1kg, 2kg,
17,5kg,..., (d.h.jede nicht negative reelle Zahl kommt prinzipiell in Frage).

Ein Initialproblem kann sein: Hat das Geschledht etwas mit dem Hobby (in einer Menge
etwa gleichaltriger Kinder) zu tun? Zugespitzt auf spezielle Ausprégungen: Ist bel Mad-
chen Lesen (wirklich) beliebter als bei Jungen? Diese Zuspitzung ist von einer Voran-
nahme (einer Hypothese) motiviert.

Eine Datenerhebung (Befragung) in urserer Klasse — vidleicht das interessanteste Un-
tersuchungsgebiet tberhaupt — mag so ausgehen:

Geschledht: 11 Mé&dchen, 15Jungen

Hobby Lesen: 6 Madchen, 4 Jungen
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Daraus <llte die 4-Felder-Tafel as angemessene Darstellung erarbeitet werden
(Abbildung 47)

o | & g ¢ o
6 4 |10
L| 6 4 110 L1 26 | 26 |26 G = Geschlecht
5 11 |16 H = Hobby
x| 5 | 11 |16 1 26 | 26 |26
11 | 15 [26 % | % |1

Abbildung 47: 4-Felder-Tafel mit absoluten und relativen Haufigkeiten

Das Ergebnis (mehr M&dchen als Jungen urter den Lesefreudigen und dabei weniger
Mé&dchen as Jungen in der Klasse) wird dskutiert und sollte zu der Frage fuhren: Was
wére denn fur die Aufteilung der 10 lesefreudigen Kinder zu erwarten, wenn das Ge-
schledht nichts mit der Lesefreudigkeit zu tun hétte? Dann wéren dach de 10 Lesefreu-
digen antell smafdg auf Méadchen undJungen verteilt worden. Zu erwarten wére dann

11 von ;—2 = Anteil M&dchen an der Klase vom Anteil der Lesefreudigen in der

26
Klasse
und
15 10 . . , .
26 von 26 = Antell Jungen an der Klasse vom Anteil der Lesefreudigen in der Klasse
(wobei eigentlich nu das erste zu bestimmen ist).
Was st aber der Anteil (Bruchteil) von einem Anteil (Bruchteil), also % von % ?
Eine inhaltli che und am Alltagsgpradwerstandnis orientierte Uberlegung kann von dle-

sem Grundwerstandnis ausgehen: i—é von etwas (X) heildt: Teile das etwas (X) zuerst
durch 26 (bzw. nimm 2i6 vonx), dann ervielfache das Zwischenergebnis mit 11 (oder

umgekehrt), also L vonx = xoes LB e L Fed2E
26 1 [6 U

26
o\
26

Damit bedeutet 1 von 10 dasslbe wie 10 DE = 1—10. Das wére die relative Hau-
26 26 26 26 676
figkeit der lesefreudigen Méadchen an der Klasse, wenn das Geschlecht nichts mit der
110 110

Lesefreudigkeit zu tun hétte. Bei 26 Kindern wéren das 576 von 26= =6 = 4 Mé&d-

chen.
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Die 4-Felder-Tafel séhe dann kel 26 Kindern, davon 11M&dchen, und 10Lesefreudigen
aus wie Abbildung 48 links zeigt.

g ° [ & 10 L .
[EB[EE | 26 00 %
= | -1 [og i G = Geschlecht
p T | B 16 5 i 11 H = Hobby
11 15 |
% | 2 |1 i

Abbildung 48: 4-Felder-Tafel mit erwarteten relativen Haufigkeiten und Dar stel-
lung von relativen Haufigkeiten im Einheitsquadrat

Es empfiehlt sich dringend, de relativen Haufigkeiten der 4-Felder-Tafel als Flachenin-
halte von Redhtedken im Einheitsquadrat darzustellen (Abbildung 48 redts). Man er-
hélt so eine Verbindung zur Fladeninhatsbestimmung und zur Unterteilung eines
Quadrates, Bekanntes wird wieder aufgegriffen, ein Beispiel fir kumulatives Lernen.
Insbesondere wird in Abbildung 48 rechts der Vergleich zwischen empirischen Anteilen
der 4 Gruppen (lesefreudige Madchen, lesefreudige Jungen, nichtlesefreudige Madchen,
nichtlesefreudige Jungen) und ihren , theoretischen” Anteilen bel Annahme der Unab-
hangigkeit sichtbar, was durch Farbung noch deutli cher gemacht werden sollte.

Dieses eine Beispid (Geschlecht, Hobby), das fur beliebig viele aus verschiedenen Be-
reichen des Lebens geht (Geschledht/Einkommen, Wahlverhalten/Religion, Bildungs-
stand/Einkommen), belegt noch einmal, wie Bruchrechnen (additi ves und multi pli kati-
ves) mit einer grundegenden Fragestellung (hier der Abhangigkeit/Nichtabhangigkeit
zweier Erscheinungen) verbundenist.

11.5 Anteile als Wahrscheinlichkeiten

In der frihen Sl (und der Primarstufe) kommt es wesentlich darauf an, Zufall sprozesse
selbsténdig zu urtersuchen und dabel die Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit von
zufdlligen Ereignisen auf einer qualitativen Skala von ,,unmdglich”, ,fast unmog-
lich,... bs,fast sicher”, ,,ganz sicher* zu lernen.

Dazu eignen sich ua. Urnen-Experimente, das zuféli ge blinde Ziehen von Kugeln aus
einer Urne (Losen aus einer Lostrommel). Das Auffillen einer Wahrscheinlichkeits-
skala an Beispiel des Ziehens einer Kugel aus unterschiedlich bestiickten Urnen, wobei
das Ziehen einer weil3en Kugel ein Treffer sein soll, zeigt Abbildung 49. Die Beobad-
tung, da3 man um so mehr Glick haben wird (um so mehr Chancen fir einen Treffer
man hat), je gréf3er der Antell der weil3en Kugeln an allen Kugeln ist, fuhrt auf Bruch-
zahlen. Daist es dann dausibel, die beiden Extreme (unméglich, keine Chance und si-
cher, 100%ig sicher) mit O und 1festzulegen. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
ist dann als Bruchtell der Sicherheit 1 zu sehen.



82
o L d O Oe D () e O
£3 DCoen) ) 30 € XYL EeR) (8
p 60, Ce®/ \®0 VAL 02/ 007\ 08/ \S5C QRS
0 wéilke 3 v’;/jﬁe nurfweille
7 schwarze

L k l L l
T 1 T
3

-
e

0 A |
unmaoglich 10 sicher

Abbildung 49: Bruchzahlen als Wahrscheinlichkeiten (beim einmaligen Ziehen,
eineweilRe Kugel zu ziehen)

Die Beurtellung der Chance, aus einer gegebenen Urne mit weil3en undschwarzen Ku-
geln eine weil3e zu ziehen (Treffer), ist dann gleichzeitig eine neue Sicht der Forménde-
rung und des Grolenvergleichs von Briichen. Die Aufgabe in Abbildung 50 sollte dler-
dings nicht nur theoretisch erdrtert, sondern auch durch praktische Zufall sversuche &-
lebt werden. Den Schilern muf3 vdl bewul¥ werden, dal3 gréf3ere Chancen haben kei-
neswegs bedeutet, dald man in einem reden Versuch auch wirklich gewinnt.

Abbildung 50: Eine Kugel wird gezogen; ist sieweil3, ist esein Treffer. Welche der
15 Urnen bietet die meisten, die wenigsten Chancen? Ord-
ne/klasgfiziere die Urnen nach Trefferwahrscheinlichkeit.

Zur Additior/Subtraktion vonWahrscheinlichkeiten kann man kommen, wenn eine Ur-
ne nicht nur wellRe/schwarze Kugeln enthdlt, sondern z.B. numerierte Kugeln
(Abbildurg 51). Die Aufgabe Wie grof3ist die Wahrscheinlichkeit, beim Ziehen auf gut
Gluck eine ungerade Zahl oder eine Primzahl zu ziehen? fuhrt auf die Rechenaufgabe
6 5 4 7
+

12 12 12 12
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ungerade oder Primzahl?

®

Abbildung 51 Urne mit numerierten Kugeln; Wie grol3 ist beim Ziehen einer
Zahlkugel die Wahrscheinlichkeit, dafl3 die Zahl ungerade oder
primist?

Die Multiplikation vonWahrscheinlichkeiten riickt gut ins Blickfeld, wenn der Zufalls-

prozef3 zwei- oder mehrstufig ist, wenn aso z.B. aus 2 Urnen nacheinander je 1 Kugel

gezogen wird (vgl. auch das Wirfelbeispiel im Anhang).

Als Initi alaufgabe kann gelten: Wie grol3ist die Wahrscheinlichkeit, 2 weil3e Kugeln zu

ziehen, wenn racheinander je eéne Kugel aus den beiden Urnen (Abbildung 52) gezogen

wird?

2. Urne

Abbildung 52 Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit fir zweimal weil3 (WW), wenn
ausjeder der beiden Urnen je 1 Kugd blind gezogen wird?

Die Losung dieses £horen und lkeineswegs trivialen Problems kann an einer Baumdar-
stellung erarbeitet werden (Abhbil dung 53).

1. Ziehung

2. Ziehung




84

Daist zunachst zu begriinden, dal3 es — wenn man die Kugeln je numeriert, 507 = 35
Ausgéange des Zufall sversuchs gibt. Unter diesen gibt es 2 [13 = 6 Ausgange mit 2 wei-
3en Kugeln. Esist so, as ob man aus einer Urne mit 35 Kugeln zieht, von denen 2B =
6 ganz weil3, 17schwarz-weil3 und 3[4 = 12 ganz schwarz geférbt sind. Also ist die

Wahrscheinlichkeit fir WW % = 3% Es erscheint plausibel, dies deshalb als Produk

von é undg anzusehen, well die Wahrscheinlichkeit fur WW als ; von é verstan-

den werden kann. Entsprechend ist die Wahrscheinli chkeit fir WS oder SW % D; + g

DE - 17 undfar SS§ Dﬂ = 2 Es handdlt sich jeweils um den Anteil von einem
7 35 5 7 35

Anteil an der Sicherheit 1.
Dasist ein Beispiel zum sogen. Produktsatz fur voneinander unabhéngige Ereignisse E,
F eines Zufall sversuches: Ist E unabhéngig von F, genau dann gilt

P(E undF) = P(E) (P(F)
Wobe ,P* Wahrscheinlichkeit bedeutet und ,,E und F* das Ereignis ist, das eintritt,
wenn sowohl E als auch F eintreten.
Zur Schulung der Intuition fur das Erfassen von Zufall sphénomenen ist es shr wichtig,
immer wieder zu erfahren, dal3 das gleichzeitige Eintreten mehrerer (voneinander unab-
hangiger) Ereignisse weniger wahrscheinlich ist, als das Eintreten eines der Ereignis<se.
Das ist wiederum eine inhaltli che Fullung der Tatsadhe, dal? das Produkt zweier Bruch-
zahlen kleiner als jeder der beiden Faktoren ist, wenn dese beide kleiner als 1 sind.
Beim 10-maligen Munzwurf ist es extrem weniger wahrscheinlich, jeweils Zahl zu wer-
fen, als einma unter den 10 Wirfen Zahl zu werfen. Es ist wahrscheinlicher ,einen
Schiiler zu treffen, der in einem Fach die Note 1 hat als einen Schler, der in 2, 3,...d-
len Fachern de Note 1 het. Dal3 zwei zufdlli g aufeinander treffende Personen beide im

selben Monat geboren sind, ketragt 1—12 (bei vereinfachten Annahmen), dal3 sie beide im

Juli geboren sind, aber nur —— = =1, und @R sie beide , Christkinder* sind (Ge-
1212 144
burtstag am 25.12), hat nur eine verschwindend WKeine Wahrscheinlichkeit
1 1

——[—= 0,0000075 sw.
365 365
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Der Hebe
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Abbildung 54: Wieist Gleichgewicht herzustellen?
Ein Initialproblem ist: Auf der linken Seite @nes zweiarmigen Hebels (Abbildung 54)

Zieht bei é (einer Langeneinheit) Armiznge dne Kraft, die = (einer Gewichtsainheit)

betragt. Was kann man auf der rechten Seite tun, damit Gleichgewicht herrscht? Das
einfadhste ist nattrlich de spiegelbil dliche Ergénzung: Man héngt redits bei Hebelarm

% ein Gewicht % an. Aber — unddas ist eben ein Ausdruck des Hebel gesetzes — es gibt

unendich viele weitere Mdglichkeiten, es mul3 nu Armlange x Gewichtskraft redts
einen festen Wert haben, der dem auf der linken Seite gleich ist. Wahit man z.B. redts
die Armlange 2, also das 5-fache der linken Armlange, so mul3 das Gewicht rechts

gleich dem 5-ten Teil deslinken sein,alsog ;5= é vong -3 . Damit ist 2 D§ =

2 D% Wahlt man rechts die Armlange 1 (die g-fame von links), so mul3 das Gewicht

rechts 2 von 3 betragen, damit ist 2 EIE =1 D% von§E -2 von 3 , wiederum die
5 7 5 7 7C 5 7

»,von-Deutund‘ von,, mal“!

Dieses Spiel fortgesetzt ergibt eine prinzi pieII unendi che Kette von Gleichungen

2G3— 2E—I— 2 ——B——Gz— 3E—I— ﬁ K, die Ausdruck des Hebelge-
57 500 5 7 507 50 57

setzesist undjeder Ausdruck darln (Kraftarm x Kraft) kann auch als Weg gedeutet wer-
den, deAufgabeé D% verstandig zu lernen.

Eine Umdeutung (Anaogiebil dung!) kannins Birgerliche Rednen fuhren, etwa
Hebelarm = Einzelpreis (Preis pro Wareneinheit, z.B. Preis pro kg)

Kraft = Warenmenge (etwa Gewicht in kg)

Dannist Warenmenge x Einzelpreis = Kosten = Drehmoment. Konstante Kosten, z.B.
20 DM, kénren auf unendlich viele Arten entstehen, zu doppelter Warenmenge gehort
der halbe Einzelpreis und ungekehrt; wir haben Antipropartionditat.
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Die Verbindung zum additi ven Bruchrechnen wird duch Erweiterung auf mehrere Ge-
wichtskréfte an verschiedenen Hebelarmléngen erzielt. Eine Problemaufgabe ohre
Worte egibt Abbildung 55.

20

3|0 I18,10 10,20 0 10 20 30

— e

Abbildung 55: Wie lang ist der rechte Hebelarm, wenn Gleichgewicht herrschen
soll?

Siefuhrt nach dem Hebelgesetz auf die Gleichung
18,1001 +10,200° = x O +3F=x®
2 4 @ 40 4

9,05+7,65 = x[1,25
16,70 = x[1,25
_ 16,70_ 1670:13’2
1,25 125

und 183 eine fast lebensnahe Deutung als Mischungsproblem zu, etwa die vielzitierte
Kaffeemischung: % kg Kaffee mit kg-Preis 18,10DM wird mit % kg Kaffee mit kg-

Preis 10,20DM gemischt. Wie hoch ist der kg-Preis der Mischung? (13,20 %). Die

Schiler kdnren aufgefordert werden, nach andersartigen passenden Situationen zu su-
chen. Die dlgemeine Form ist, einen gewichteten Durchschnittswert zu hil den.
Hebeldeutungen sind in heuristischer Hinsicht auch deshalb so wertvoll, weil sie den
Gleichungsgedanken begreifbarer machen kdmen.

11.6 Radfahren und Getriebe

(Jahnke, Th. 1992 Jannadk 1999
Schon das Hochrad aus der Frihgeschichte des Fahrrades bringt ein wenig Bruchredh-
nung ins Spiel (Abhildung 56).
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Abbildung 56: Hochrad

Das Verhdltnis der Radien der beiden Rader V (Vorderrad) und H (Hinterrad), also
rv : ry bzw. ry : ry schldgt sich in den Umféngen, Umdrehungszahlen undDrehwinkeln

nieder. Ist dasVerhdtnisr, : ry =7 : 3 (Abbildung 56), dann heifét dasjary = % vonry

= gfv undry = ng. Dreht sich V einmal voll, so wird sein Umfang Uy auf der Strale
als Stredke agerollt. Das Rad H legt dabei (in derselben Zeit) dieselbe Strecke zurlick,
esmul3sich, da eskleiner ist, schneller drehen, esmul3sich %mal so schnell drehen wie
V. Die Drehgeschwindigkeit der beiden Rader H und V verhalten sich zueinander wie
3:7,ihreUmfangewie 7 : 3. Dreht sich das Rad V 2-mal, 1% -mal,..., so dreht sich das

Rad H g [(P-mal, % Eﬂ% -mal,... Wir sind beim Multiplizieren vonBruchzahlen. Inter-

essanter als das Hochrad ist en modernes Fahrrad mit Kettenblatt und Ritzel
(Abbildung 57) als den entscheidenden (Zahn)Rédern, de Uber die Kette in Verbin-
dung stehen.

Kettenblatt

Ritzel

Abbildung 57: Modernes Fahrr ad mit Ritzel und Kettenblatt

Der Umfang dieser beilden Rader wird in Zahnen gemessen, und

Anzahider zahneauf Kettenblat _ K iy o (Jersetzungsverhaitnis oder kurz die

Anzahlder Zdhneauf Ritzel R

Ubersetzung. Als Bruchzahl gibt % an, wieviel mal so schnell sich das Ritzel wie das
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Kettenblatt dreht: Anzahl Drehungen des Ritzels = %-mal Anzahl Drehungen des

Kettenblattes. Das muR3 duchgespielt werden. Die Ubersetzung wird groRer, wenn K
groRRer oder R kleiner wird oder beides zugleich geschieht. Sie wird kleiner, wenn K
kleiner oder R groRer wird oder beides passert. Ist K = R, dann ist die Ubersetzung
1: 1, des Ritzel bewegt sich so schnell wie das Kettenblatt usw.

Eine Initi al aufgabe kann lauten:

Untersuche das Radfahren mit einem Fahrrad, an dem K = 38, R = 24 ist und dessen
beide Laufrader einen Umfang von 2,05n haben, was einem Durchmesser von 26 Zoll
(1 Zoll = 2,54cm) entspricht. Interessant ist da u.A. die Frage nach der sog. Entfaltung:
Welche (gerade, ebene) Stredke legt das Fahrrad bei einer vollen Drehung des Ketten-
blattes (einer vollen Pedalumdrehung) zurtick? Es ergibt sich hier

Entfaltung = Ubersetzung (Umfang = %j [2,05n = 3,25m

Die Thematik kann ausgeweitet z.B. auf die Besprechung von Gangschaltungen eines
Mourtain-Bikes (Jannadk 19%) und \erallgemeinert werden auf Ubertragungen von
Rad zu Rad Ukerhaupt. Es gibt ein reiches Erfahrungsfeld fir multi pli katives Redhnen
mit Bruchzahlen, wie dlein de Ubertragungskette von Abbildung 58 zeigt, die sich
beliebig variieren undverlangern [&3 vgl. auch das Beispiel im Anhang).

(ON(5) ! (®(4 o '
5 4

(NS 4) >

Abbildung 58: Multiplikation von Bruchzahlen in Triebwerken
Dabel beobadtet man zweckméaldigerweise die Drehzahlen: Dreht sich das 7er-Rad 1-

mal, 2-mal,..., m-mal, dann das 5er-Rad (und mit ihm das 9er-Rad) g-mal, 14madl,...,

g [m-mal. Das 5er- und dbs 9er-Rad sind fest miteinander verbunden.
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13 Erganzendes Material (Anhang)

13.1 Aufgaben zur Bruchrechnung mit Quadraten (Flacheninhalte)
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13.2 Bruchredinen zum Anfassen (Spiele mit Kreissektoren, Pizzastiicken

Material: Kreise gleicher GrofRe (ca 15 cm Durchm.) aus deifer Pappe (besser noch Sperrholz o. A.) ausschnei-

den, in Halbe, Viertdl,... zerlegen. Sektoren derselben Gréfe auf einer Seite enférben (z. B: Halbe rot, Drittel
gelb..))

Aktivitaten (u. A.)

1

3
Sektoren durch (bereinanderlegen vergleichen, — = E' K

N -

4 1
<—,=>
7 2

NN

1 1
Bruchteil e per Augenschein bestimmen: Ein Sektor wird mit der neutralen Seite gezagt. Ist es — oder — ?

1
Bruchteile etasten: Ein Schiler soll mit verbundenen Augen aus einem Haufen von Sektoren einen — -

Sektor finden. Oder: Ein Schiiler soll mit verbundenen Augen einen ihm in die Hand gelegten Sektor be-
stimmen

Partnerspiel zum additiven Rechnen: Ein Vollkreis (1) soll ausgelegt werden, indem abwedselnd jeder
Schiler seinen Sektor einflgt. Jede Grof3e darf héchstens einmal vorkommen. Sieger ist, wer den letzten
Sektor legt, der den Kreis genau schliefdt oder den Gegner zum ,, Uberlauf* (Summe > 1) zwingen wiirde.

M &gli che Spielverléaufe (bei Halben bis Zehnteln)

ABA ABAB ABAB

111 111 1,39 111 1,389
= = Z(@)oder = = = = (==)oder = = = = (—
236() 24810(40) 7534(420)

6
Variationen: Anderes Ziel (anstait 1 z. B. —); weitere Sorten; mehrmaliges Auftreten einer Sorte usw.
7
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13.3 Geometrische Bruchrechnung am Rechtedk (Flacheninhalte)

Konstruktion

ol

FlolH

Formanderung (Vergleichbarkeit) 1_15_5

6 6B 30
1
<=
6
1
<=
6 5
Addition Multiplikation
18 5 23 3B1:—3 1 3 _3_1
—+ === —[F==-von==——=—=

3.1
—_t—= _
5 6 30 30 30 56 5 6 56 30 10
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13.4 Geometrische Bruchredhung an der Zahlengeraden

Konstruktion

13.5 Aufgaben zur Bruchrechnung am Heb
. Sorge fur Gleichgewicht.
_\
7 l l —
] [/ 1
\ .
T
(\ — :
1 1
0 A A2
I i ut
€ 2 é é
4 4.
1 A 7 i
= 1]‘
2
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13.6 Bruchrechnen am Tageskreis - Herstellen des Tageskreises (24 Stunden)

Kreis auf Papier zeichnen
(z. B. mit Hilfe einer Dose)
Kreis ausschneiden

Kreis falten, so dal} Halbe,
Viertel und Achtel entste-
hen

3 Kreisabschnitte einfalten,
so dad en gleichseitiges
Dreiedk entsteht

Kreis weiter falten, so dalR
Drittel, Sechstel, Zwolftel
und Vierundzwanzigstel

entstehen
Beispiele fur Tageskreise
Das Wetter heute Mein Tagesablauf heute
Y schlafen
bewdlkt Sport
18 Uhr 6 Uhr Sonstiges
Regen
Sonren- Haus- .
12 Uhr schein aufgaben Schulunterricht
Wo ich heute war Der Tagesablauf meiner Lehre-

Zu Hause
uhen

drauRen vorbereiten

Sonstiges

korrigieren )
unterrichten

i~ Almn Oala il A
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13.7 Aufgaben zu Bruchzahlen als Wahrscheinlichkeiten
Wurf mit zwei verschiedenfarbenen Spielwirfeln

| e e, 9. P .
o Wi L ‘ Fid voa " ool | ® {5
T [ ;.
e > » ﬁ.. & L ait pe ‘.C oy .: ¢
| | . . ' 4 ae|s ¢ osll?®
e T o [ ® P & *0 ® e
L ® ® 2T ® - 1
o o 4‘ et o. ¥ L el |® 0‘
P ol ool [Te][#=® el [» rariBERD
@ i C R o oS | s §
[ [ e ® [ 2 ¢ s o |» e o |l®# o
j e ® T al [ee o] [0 e & ] ®
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Wiewahrscheinlichist es, dai3 fol gende Ereignisse passeren?

Keine Sedhs Augensumme 7 ocer 8
Genau eine Sedhs - Augensumme <7

Zwel Sechsen - Augensumme mindestens 6
Mindestens eine Sechs - Blaue Primzahl

Eine blaue Sechs - Beide Zahlen Primzahlen
Pasch (rote Zahl = blaue Zahl) - Keine Primzahl

Kein Pasch - Mindestens eine Quadratzahl
Sequenz ( benachbarte Zahl) - Zwei gerade Zahlen

Rote Zahl = blaue Zahl + 1 - Geraderote Zahl
Augensumme 7 - Rote Zahl gerade, blaue Zahl ungerade
Augensumme 10 - Augenproduk 6

Augensumme 2 ocer 11 - Augenprodukt > 36
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13.8 MassStabs-Aufgaben

« Uberpriife, oball e Rechtedke dassl be Seitenverhitnis haben.
» Bestimme den Massgab zwischen all en Paaen vonRedtecken. Fille dazu die Tabelle aus.
* Wie verhadten sich entsprechende Flacheninhalte zueinander?

O|A |B|C|D|E
11| 21 4.5

20

All2|11

B

C

D 4.5

E
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