Ein Fundamentalbereich der Modulgruppe
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 22.04.2009

Kerstin Kiipper

Im Vortrag wird die Modulgruppe und ihre Erzeuger untersucht und ein exakter
Fundamentalbeich der Modulgruppe kennengelernt. Dieses fiihrt uns schliefilich zur
Modulfigur.

§1 Erzeugende
In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit den Erzeugern der Modulgruppe.

(1.1) Definition (Modulgruppe)
Die Menge

I':'=SL(2,Z) := {M € Mat(2;,Z); detM = 1} ist eine Gruppe beziiglich
Matrixmultiplikation und wird als Modulgruppe bezeichnet. o

Zur Erinnerung;:

a b

Fir M := (c d) € GL(R) nennt man H — H : 7 Z;J:Z eine Mobius-

Transformation ([2]FtI VII.2.1).
DaT eine Teilmenge von SL, (IR) ist, sind nach ([2]FtI VIL.2.10) die Mobius-Transformationen
der Matrizen aus I' Automorphismen der oberen Halbebene.

(1.2) Definition (Modulsubstitutionen)
Die Mobius-Transformationen der Matrizen aus I' werden Modulsubstitutionen ge-
nannt. o

Wir betrachten zundchst ausgewdhlte Matrizen aus I': Sei E die Einheitsmatrix.

J = (O _1> ,nvolution” und T := (

11 —
1 0 ) , Translation (1)
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Die Matrizen haben die folgenden Eigenschaften:

0 -1\ /0 —1
]2:<1 o)<1 o)Z_E ?

™ — ((1) T) fiir m € Z 3)
(JT)* = (T])" = =E (4)

Die Matrizen ] und T entsprechen den Transformationen der oberen Halbebene

T— —1/7 und T—1T+1 (5)
(1.3) Erganzungs-Lemma . x
Zu teilerfremden ganzen Zahlen ¢, d gibt es eine Matrix M € I' mit M := (c d).
Je zwei Matrizen mit dieser Eigenschaft unterscheiden sich nur um einen linksseiti-
gen Faktor der Form T" mitm € Z o
Beweis

Seien ¢, d € Z teilerfremd, dann folgt aus dem erweiterten Euklidischen Algorith-

mus die Existenz von a,b € Z mit ad — bc = 1. Das heisst die Matrix U := (1; Z)

ist ein Element von T.

ko ok
Sei V €T eine weitere Matrix mit V := (c

d

= (G () =6 ) e

), dann gilt:

denn T ist eine Gruppe. Wegen det(VU 1) = 1 muss VU ! = <(1) T) = T nach
(3) gelten fiir ein m € Z. Somit gilt V = T"U. O]
(1.4) Satz

Die Modulgruppe wird von den Matrizen | und T erzeugt. o
Beweis

Seien | und T wie in (1) definiert. Mit A bezeichnen wir die von | und T erzeugte

Untergruppe von I' und wollen zeigen, dass bereits I' = A gilt.
Wegen (2) gilt zundchst —E € A. Sei nun M = (LCZ Z) € T beliebig. Wir zeigen

durch Induktion nach |c|, dass M € A:
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(1A) Im Fall ¢ = 0 hat man: detM = a-d = 1 also a = d = £1. Mit (3) erhdlt man
M=4+T"c A,da—E €A

(IS) Sein € N beliebig aber fest gewdhlt und fiir alle |c| < n gelte M € A. Es bleibt
zu zeigen, dass M € A fiir |c| = n gilt. Definiere

i rmmag . (O =1\ (1 m\ (a b\ _ * *
== (30) (o 1) 6 a) = (o 2)

fiir geeignetes m € Z gilt dann also 0 < a + mc < |c|.

Aus der Induktionsvorraussetzung erhélt man M’ € A und damit dann auch
M = T"["IM' € A. Also gilt fiir jedes M € T auch M € A. Somit folgt
A=T. O

Aus dem Satz(1.4) folgt, dass jede Matrix aus I' als endliches Produkt der Form
JrTr e | PR e fiir ein k € IN

mit my, ...,my € Z und ny, ..., ny; 1 € Z geschreieben werden kann. Wegen (2) und (4)
kann die Darstellung noch vereinfacht werden zu:

T™M[T™2, JT"

Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig, was man beriets an (4) sieht.
Aus dem gleichen Satz folgt aufserdem mit (5) das

(1.5) Korollar
Die Gruppe der Modulsubstitutionen T — M7, M € I', wird von den Abbildungen
T—7T+1und T — —1/7 erzeugt. o

1 1\ /0 -1 -1 1
u'__T]__(o 1)(1 O)_(—l o) (©)
so gilt U3 = Eund T = —UJ L. Also bilden auch die Matrizen U und | ein Erzeu-
gendensystem von I'.

Setzt man nun
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(1.6) Korollar 0 _1 11
Die Modulgruppe I' wird von den Matrizen | = ( 1 0 ) und U = ( 1 0> der

Ordnung 4 bzw. 3 erzeugt, denn J* = U3 = E nach (2). o
(1.7) Bemerkungen i b
* Fiir eine beliebige Matrix M = ( d> € R2*2 gilt

= (3 6) (00 (€ )=o) s

Also ist die Figenschaft, dass M die Determinante 1 hat dquivalent dazu, dass
M!'JM = ] gilt. Die Modulgruppe kannn also auch wie folgt geschrieben wer-
den

I'={M e Mat(2,Z); M']M =]} o

¢ Im Anschluss an Korollar (1.6) kann man zeigen, dass I' als die Gruppe mit
zwei Erzeugenden | und U und den definierenden Relationen J*=U°=E
sowie J2U = U]J? beschrieben werden kann. Vergleiche [3].

e Die Gruppe PSL(2; Z) :=SL(2;Z)/{£E} ist wegen [1]Proposition 1.1 und [1]Satz
1.3 kanonisch isomorph zur Gruppe der Modulsubstitutionen. Sie wird erzeugt
von den Modulsubstituionen T — JT und 7 — Ut der Ordnung 2 und 3. Also
ist PSL(2,Z) das freie Produkt zweier Zyklischer Gruppen (von einem Element
erzeugt) der Ordnung 2 und 3.

§2 Der exakte Fundamentalbereich

In diesem Abschnitt fithren wir einen exakten Fundamentalbereich der Modulgrup-
pe ein und schauen uns die Modulfigur an.

(2.1) Definition (exakter Fundamentalbereich)
Wir nennen

F:={te€H; —-1/2<Ret <1/2,|t| >1und |t| > 1fiir —1/2 < Ret <0} (7)

einen exakten Fundamentalbereich der Modulgruppel’ o
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° ¥
F>
-

Offenbar besteht der Rand von IF aus
Teilen der Geraden Ret = j:% und
aus einem Bogen des Einheitskreises.
Also wird F von Orthogonalkreisen
umrandet.

Zunichst veranschaulichen wir uns [F an einer Skizze.

— 1
abgeschlossene Hiille: F = {1t € H; |Ret| < 5 |t| > 1}
o 1
offener Kern: F={t e H; |[Ret| < 5 |t| > 1}
Auflerdem ist zu sehen, dass die Punkte i und
1 1,
pi=yt 51\/5 (8)

zu F gehoren, wihrend o> = p—1 = —p

= —3%+ 2iV/3 nicht zu F gehort.
Weiterhin folgt aus der Definition von F fiir T € F:

1
1 <|7]*> = Ret® +Im7? < 1 + Imt?
& Z < Imt?
1

denn Imt > 0.
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(2.2) Satz

a) Zujedem 7 € H gibt es ein M € I' mit Mt € FF.

b) Gehoren T und M1, M €T, zu F, so gilt T = Mt. Ist M # £E, so folgt
entweder

T=Mt=i und M=+] (10)
oder
T=Mt=p und M =+U, +U? (11)
<&
Beweis (a)

Sei T € H, dann ist die Menge Zt + Z diskret in C, denn Z ist diskret in C. Das
heisst die Menge {z € ZT+ Z; |z| < €} ist endlich fiir jedes € > 0. Es gibt also ein
Paar (¢,d) € Z x Z mit (c,d) # (0,0) und

mt+mn| > |ct+d| furalle (m,n)eZxZ,(m,n)#(0,0) (*)

Angenommen ¢ und d haben einen gemeinsamen Teiler ¢ € Z\{0,+1}, dann exis-
tieren ¢’ und d’ € Z\{0} mitc = g’ und d = gd’.

Daraus folgt [cT+d| = |g| - [T +d'| > |t + d’|. Dies ist ein Widerspruch zu (*).
Also sind c und d teilerfremd. Das Ergédnzungs-Lemma (1.3) liefert uns die Existenz

einer Matrix L = (i Z) € I'. Sei m € Z beliebig, dann gilt:
my 1 3 (1 m\ (a b _fa+mc b+md _(a4+mc)T+b+md -
T LT|_|(0 1)(c d =1 c d =1 cT+d =1

da |(a+mc)t+ (b+md)| > |cT + d| nach (*) gilt.
Nun setzt man:

T/::TmLT:mCT+md+aT+b:m aT+b:m—|—Lr
ct+d cT+d
at+b
Iso ist: Ret’ =R Lt) = R
also is et e(m+Lt)=m+ e(cr—i—d)

Daran sieht man, dass m € Z so gewihlt werden kann, dass —1/2 < Ret’ < 1/2
erftillt ist.

Im Fall —1/2 < Rer” < 0 und |f/] = 1 ersetzt man 7 durch
Ji=-% = —% =1 _ 71, Also erfiillt unser neues 7' |7'| =1und 0 < Ret’ < 1/2.
Somit erhalten wir, dass T/ € F ist.

Setzten wir M := T™L (bzw. = JT™L), so gilt also M € I' und Mt € F. O
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Beweis (b) .

Seien T =x+iy (x,y € R)yund M = (c € I' so gewdhlt, dass T, Mt € F.

b
d
ImFallc=0giltdetM =a-d =1(M €1T). Alsoa =d = £1. Somit ist Mt = T+ b.
Da Mt und 7t Elemente von F sind und somit —% < Re(MTt),Ret < % gilt, muss

m = 0 sein. Daraus folgt, dass Mt = 7 ist und M = %E ist.

Sei nun ¢ # 0.
Aus [1]1.3(1) erhélt man, dass Im(Mt) = é‘fﬁz -Imt = ﬁ. Da Mrt, 1 € F folgt
aus (9), dass Im(Mrt), y > %\/5 Also erhalten wir:
1 y
— < —- *3%
V3 < Tar ™)
Es gilt:
et +d> = [e(x +iy) +d* = (ex +d)* + (ey)* >y
1 () y y 1 0 1
= V3 < < = <
= 2 = 2,2 2, = 21
2 lcT +d| cty*  cfy T 213
= zcz <1
=ct1

Da wir bereits wissen, dass —E € I' konnen wir ohne Einschrankungen ¢ = 1 anneh-
men. Sei also im Folgenden ¢ = 1. Wir beschiftigen uns jetzt mit der Bestimmung
von d. Es gilt:

IT+d)?=|(x +iy+d)? = |(x+d)?+2(x +d)iy — ?|
= (x4 = )2+ 2(x + d)y)?
>4/ (2(x+4d)y)? =2|x+d|y

denn 7 € F und somit y > 0. Damit und mit (**) erhalten wir nun:
1 y y 1
V3 < < =
2\/—_ lct+d? ~ 2]x+dly  2[x+d|
= V3|x+d| <1
=d e {0,£1}

da T € F und somit |x| < 1/2.
Nun werden die einzelnen Fille fiir d untersucht:
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d=0: Da det(M) = 1 = —bc = —b folgt b = —1 und M = (”11 _01)
Somit gilt fiir die Mébiustransformation: Mt =91 =41
Wir nehmen an, dass |t| > 1 ist. So erhalten wir:
T |ReT| 1
Re(—=)| = |Re(—— Ret| <= d F
Re(—)| = [Re(— )| = 31 < [Rer| < 5 da Te

Da Mt auch ein Element von F ist, gilt:

1 1 1
—> = _— = _——
> > [Re(M1)| = [Re(a — )| = a+Re(—)|

Die beiden Ungleichungen sind nur fiir 4 = 0 erfiillt. Damit ergibt sich folgen-
der Widerspruch:

MrteF 1 I7|>1
1< M =]-2] <1

Sei also |t| = 1. Dann gilt:

1 = _ _ .
Mr=a——=a— BNy 275V, yiy
T TT
Wir wissen, dass T und Mt Elemente von F sind und somit Ret = x € [0, 3]
und Re(Mt) = a — x € (—4, 1] gilt. Folglich kann a nur 0 oder 1 sein.

Fir a4 = 0 hat man M = ((1) _01) = J und JT = —x+ iy mit
x € [0,3] und —x € [0, 3]. Folglich muss x = 0 und y = 1 und somit T = i sein.
Fir a = 1 hat man M = G _01) = T] = —-U und

1)z |T=1 o
MT:T—;l:(TT}E)HT‘: 1-T=1-x+iymitx€[0,3]und 1 —x € (-1, 13].

Folglich muss x = % und y = %\/3 gelten und somit T = % + %z\/g =p (8).
In beiden Féllen gilt Mt = 7.

d=-=+1 Wir haben also:

[T+df =x+iy+1P = (x£1)°+y> > P+

1 ) (%) y y
- < < <
= 2\/5 < Im(Mt1) < [




Fundamentalbereich der Modulgruppe §2 Der exakte Fundamentalbereich

Wir definieren die Funktion: f : R — R, f(y) := yz%
i

2l
Die Funktion f ist streng monoton fallend fiir y > 1, denn f'(y) = y—+42 <0

(v*+1)

1
fiir alle y > 1. AuBerdem ist f(3/3) = ng? = 3v/3. Da uns nur Werte inter-

itg
essieren, die grofer oder gleich 3/3 sind, gilt die obige Ungleichung nur fiir
Im(Mt) = %\/5 = y. Somit ist T = % + %1\/5 = p (8), denn es gilt T € . Es gilt
also wie gewiinscht Mt = 7.
Jetzt ist noch zu zeigen, dass M = +U, +U? gilt. Wir betachten dazu erneut:

3= ImMo) = —Y = V3 3V3

2 [THdP VAP ()P g
1 5.3

<:>1—(z+d)+4

1 1
=>-—=|-4+d = d=-1
2 ’2+|

k k
Daraus erhalten wir, dass M = (

1 _ 1) . Eine Moglichkeit fiir M ist

(T])? = U? = <(1) :1) (6). Aus dem Ergdanzungs-Lemma (1.3) ergibt sich,

dass M = T™(T]J)? fiir ein m € Z gilt.

Esist TJp = p, denn T] = G

p’%lzp s o-1=p & —%—i—i%\/é:—}L—H%\/_—%Auﬁerdemist
Mp = p. Also folgt T""p = p und schliefilich m = 0.
Also ist M = (T])? = U>. O

-1 e o
0 ) und somit ist die Aussage dquivalent zu

(2.3) Beispiel

Ist n eine ganze Zahl, so bestimme man expilzit ein M € I' mit Mt € F fir
T = % + %i. Die Existenz von M folgt bereits aus Satz (2.2). Aus Satz (1.4) wissen
wir, dass M sich als Produkt von | und T schreiben lasst. Im Falln = 1ist t =1+ 1.
Also ist T"1t =i € . Sei also im Folgenden n > 1.

Berechnen wir zunéchst

1
=1 - Tutu 1y in ooist fiir n > 2der Im(JT) > 1.
T, 7 2 2 2
z n gerade
Berechnen wir nun T" ]t mit m := { 2 . 5 e”Z
221 1 ungerade
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5 n d
T"[t=Jt+m=—%+m+il= 112 5 gerade
5 +1i3 nungerade

Somit ist Re(T"Jt) € {0,3}. Setzten wir M := T™] so ist M € T und es gilt

Mt € IF. o
(2.4) Lemma

Ist T € T, so gilt fiir alle M € T: Im(M7) < Imt o
Beweis

Seien T € F und M € T'. Dann hat man

lct +d> = |c- (ReT +iImT) +d|*> = (c-ReT +d)? + (ImT - ¢)?
= (c-Ret)*> +2c-Ret-d +d*+ (c-Im7)? = ¢ - |t|*> +2cd - ReT + d°

1
|T|>1,|Ret|< 5

> 2 — |cd| + d?
5 MeT
= (le[ = [d])" + |ed| > 1
Somit folgt mit

Imt let+df>1

=——— < Imt
lct+d2 — m

Im(MT)

die Behauptung. O

(2.5) Korollar
Die Bilder MF := {Mrt; T € F}, M € T iiberdecken die obere Halbebene H liicken-
los. o

Beweis

Sei T € H. Wir wollen zeigen, dass es ein M € I und ein 7/ € F gibt mit T = M7’
Aus dem Satz (2.2) wissen wir bereits, dass ein M’ € T existiert mit M't € FF. Also
ist M:= M'"! € Tund v’ := M't € F. Bs giltalso T = M'~ 17/ = M7'. O

Aus [1]Proposition 1.3 wissen wir bereits, dass Orthogonalkreise unter den Auto-
morphismen von H in Orthogonalkreise iibergehen. Da der Rand von F aus Teilen
von Orthogonalkreisen besteht und ®j;, M € T' ein Automorphismus der oberen
Halbebene ist folgt, dass die Bilder des Randes wieder aus Teilen von Orthogonal-
kreisen bestehen. Schauen wir uns also ein Beispiel zur Bestimmung der Bilder von
F an.

10
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(2.6) Beispiel (Bestimmung von JIF)

Zunéchst {iberlegen wir uns auf was der Rand von F abgebildet wird. Wir benutzen
dabei die Tatsache, dass Orthogonalkreise durch zwei verschiedene Punkte in H
eindeutig bestimmt sind ([1]Proposition 1.6). Also bestimmen wir die Bilder von p
(8), p%, p+iund p* +i. Es ist JT = —1 nach (5). Also haben wir:

Jo=—p=p>, Jo*=p
2 : 2 H
. p-+1 p°+1
—|— = - =
o) =1 =21 3
2, 1 p+i p+i
—'I— pu— ‘: ; pu—
R e A PR R

<

Bei genauer Betrachtung sieht man,
dass die Punkte auf dem Einheits-
kreis und auf dem um eins nach
links bzw rechts verschobenen Ein-
heitskreis liegen. Teile dieser Ortho-
gonalkreise sind also die Bilder des
Randes von F. Da F ein Gebiet ist
folgt, dass auch das Bild unter | ein
Gebiet ist ([2]Satz von der Gebiet-
streue I11.4.12). Somit kann JFF nur
diese Gestalt haben.

11
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Von jeder anderen Matrix M € I' kann genauso MT bestimmt werden. So erhalten
wir die Modulfigur. F wird dann auch Moduldreieck genannt.

|
~
|ﬁ

UTF
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