Untergruppen der Modulgruppe
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 13.05.2009 und 17.06.2009

Florian Drescher, Laura Neisius

In diesem Vortrag werden Fundamentalbereiche zu Untergruppen der Modulgruppe
konstruiert und deren Eigenschaften ertrtert. Es werden die Bezeichnungen aus
Vortrag 1-3 iibernommen.

I' = SL(2; Z) bezeichne wieder die Modulgruppe, A eine Untergruppe von I'.

§1 Fundamentalbereiche von Untergruppen

In diesem Abschnitt lernen wir Fundamentalbereiche von Untergruppen und deren
Eigenschaften kennen.

Analog zu dem bereits bekannten Fundamentalbereich IF der Modulgruppe I' moch-
ten wir fiir die Untergruppen A von I' Fundamentalbereiche konstruieren.

— Allgemeine Definition und Eigenschaften —

(1.1) Definition (Fundamentalbereiche von Untergruppen)
Sei A eine beliebige Untergruppe von SL(2;R).
Eine Teilmenge F von H nennt man Fundamentalbereich von A, wenn gilt:

(FB.0) F ist (relativ) abgeschlossen in H.
(FB.1) Zujedem T € H gibt es M € A mit Mt € F.
(FB.2) Gehoren T und Mt, M € A, zum offenen Kern von F, so gilt M = +E.

Eine dquivalente Definition liefert uns das Folgende:

Bezeichnet MF := {Mt; T € F} das Bild von F unter der Transformation 7 — MTt,
so ist ein (relativ) abgeschlossenes 7 C H genau dann ein Fundamentalbereich von
A, wenn gilt:

(FB.1*) H = Upgep MF
(FB.2*) FNMF #0, Mc A= M = +E o
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Beweis

(FB.1) = (FB.1%*) :
Sei T € H, dann existiert nach Voraussetzung ein M € A mit Mt € F. Nach
Definition von MF gilt somit T = M~ Mt € M~'F. Da T € H beliebig ist
und M~ € A folgt H = Upgep MF.

(FB.1) « (FB.1%*) :
Nach Voraussetzung existiert fiir alle T € IH ein M € A mit T € MF. Es folgt
M~lt € M~IMF = F. Also erfiillt M~! die Bedingung von (FB.1).

(FB.2) & (FB.2*) :
Dies erfordert lediglich eine einfache Umformulierung und folgt sofort aus der
Definition von MF. O

(1.2) Bemerkung

Anstelle von dem Begriff Fundamentalbereich verwendete man friiher auch den Be-
griff Diskontinuititsbereich. R. Dedekind benutzte den Ausdruck Hauptfeld (Ges. Math.
Werke I, 174 - 201). o

Zum Beweis des nédchsten Satzes bendtigen wir folgenden Hilfssatz aus der Funk-
tionalanalysis:

(1.3) Hilfssatz (Bairescher Kategoriesatz)

Wird der vollstindig metrische Raum E als Vereinigung E = |J,—; M, abzdhlbar
vieler abgeschlossener Mengen M, dargestellt, so enthdlt mindestens ein M,, eine
abgeschlossene (erst recht also eine offene) Kugel. o

Néaheres zu dem Satz von Baire in dieser Form findet man in ([3]).

(1.4) Lemma
Jeder Fundamentalbereich F von A, A C I, besitzt innere Punkte. o

Beweis

Ist A eine Untergruppe von I, so ist Z**? D T D A und da Z abzihlbar ist, gilt dies
auch fiir Z?*2. Insbesondere folgt daraus, dass A abzahlbar ist.

Mit dem Satz von Baire (auch Kategoriesatz von Baire genannt) und H = Upep MF
ergibt sich, dass mindestens ein MF innere Punkte besitzt und somit besitzt insbe-
sondere MF innere Punkte.

Betrachtet man nun die Abbildung T — M 11 5o ist diese, da M~ 1t = gig rational,
holomorph auf H\ {— %} Somit besitzt F innere Punkte aufgrund der Gebietstreue.
Dies war die Behauptung. O
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— Konstruktion —

(1.5) Erinnerung (Der exakte Fundamentalbereich)
Der exakte Fundamentalbereich wurde bereits wie folgt definiert:
F:={teH; -3 <Ret< 1, |r|>1und|7|>1fiir -1 <ReT <0}

F:={teH;Ret<3,|7| >1}

Fi={treH;Ret<},|t|>1} o

FF ist nach ([2] Satz 2.2) ein Fundamentalbereich von T im obigen Sinn. Der exakte
Fundamentalbereich jedoch nicht, da dieser (FB.0) nicht erfiillt.

Bevor wir zur Konstruktion der Fundamentalbereiche gelangen, sei noch einmal an
einige Sdtze und Definitionen der Algebra erinnert:

(1.6) Bezeichnung
Sei A eine Untergruppe von I' und A’ die von A und —E erzeugte Untergruppe von
I'. Dann existiert eine disjunkte Zerlegung von I' in Rechtsnebenklassen der Form

(1) T = Uicogriag A'My

mit dem Index [ : A'] = #(T'/A') € N U {0}
und den Rechtsnebenklassen A'M, = {M'M,, ; M’ € A’} von A'.

Hierbei sind die M, € I eindeutig bis auf ihre Reihenfolge und einen linksseitigen
Faktor aus A’ bestimmt, da A’M'M, = A’'M,, fiir alle M’ € A’. o

Betrachtet man den Fundamentalbereich [F von T, so liefert (FB.1*) :
(*) H = Uper MF

Da T wie in (1) als disjunkte Vereinigung von Rechtsnebenklassen dargestellt werden
kann, existiert fiir alle M € T ein M, und ein M’ € A’ mit M'Mv = M. Man kann
also (x) auch schreiben als H = Uprear 1<v<iria] M'MyF = Uprear M/ (Up, MuTF).
Dies liefert eine Idee zur Definition eines Fundamentalbereichs einer Untergruppe
A vonT als

(2) ]F(A) = Ulgvg[F:A’] MyF

(1.7) Satz
F(A) ist ein Fundamentalbereich von A. o
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Beweis
Sei A # {E}, sonst gilt F(A) = H, wobei H (FB.0) - (FB.2) trivialerweise erftillt.

(FB.0) Sei T € H\ [F(A), dann existiert ein € > 0, so dass
Ve={teH;;y>e,|x| <1}

Obermenge von F und 7 ein innerer Punkt von V ist.

Nach ([2] Bemerkung (2.7)) ist V; D T fiir ¢ < \/75 Mit T = x + iy wéhle also
€= min{‘/Tg, Z, ﬁ .

Aus ([2] Satz (2.8)) ist bekannt, dass nur endlich viele M € T mit MV: NV, # ()
existieren.

DaF C Veund {M, ;1 <v < [[: A]} CT, existieren insbesondere nur
endlich viele v;, i € {1,...,k}, mit M, FNV, # (.

Weil die M, F durch Orthogonalkreise begrenzt werden, sind sie relativ ab-
geschlossen in H. Die endliche Vereinigung Uicy1,.. 1) M,,F ist ebenso relativ

abgeschlossen in V; und es gilt:

Uie ..y MyF N Ve = F(A) N Ve.
Somit ist T kein Haufungspunkt von F(A) NV, da T ¢ F(A) und [F(A) relativ
abgeschlossen in V; ist. Da T € H beliebig gewidhlt war, folgt die Behauptung.

(FB.1) Sei T € H, dann existiert ein L € T mit Lt € FF. Fiir ein M~! € A und ein
1 <v < [I: A'] hat L7! nach (1) die Darstellung

L l=+M1M,
~— E=+M1M,L
— +M=M,L

= Mt = (-M)t = MyLt € M,F ,da Lt € F. Mit M,[F C F(A) folgt die
Behauptung.

(FB.2) Beweisidee: Unter der Annahme, dass z, Mz mit M € A innere Punkte von
F(A) sind, wihlt man geeignete Mobiustransformationen M’, M”, so dass M'z,
M" Mz in F liegen fiir welches (FB.2) bereits gezeigt ist.

Dazu: Seien T, Mt, M € A innere Punkte von [F(A) und U eine offene Umge-
bung von T in F(A).

Nun soll ¢ so gewdhlt werden, dass MU genau in F(A) liegt. Da MT innerer
Punkt von F(A) ist, existiert ein 6 > 0 mit Ks(Mt) C F(A).
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Nach ([4] Lemma (1.3)d)) gilt fiir M = ( Z Z ) :

_ 1
’MT, — MT’ = Wh.'/ — T’

Gesucht ist also ein ¢ > 0, so dass fiir |7/ — 1] < ¢ dh. U = K1),
|IMt' — Mt| < ¢ gilt.
Fall1:c=0

1 / 1
|(cr+d)(c7’+d)||T o T| <pE< 0

Waihle also & < d%5, so dass K. C F(A).

Fall2:c#0
1 7 — 1| < 1 edewhy 1 efgwl 1 e
leT +d||cT’ +d let’ +d|x |ex+d+icylx T Jex +dllicy|
——
=:k€Ry, da TeH fest
1 e e

licyl k.  [clyx

Da v’ € H, ist y > 0. Wahle also ¢ < 3|c|yxd, so dass K, C IF(A).

Sei nun U, = U N M,F. Daraus folgt, dass U = |J,U,, da U C F(A) und
F(A) = U, MyFF.

Da U = U, U, eine kompakte Menge als Vereinigung abzdhlbar vieler abge-
schlossener Mengen ist, hat nach dem Satz von Baire mindestens ein I/, innere
Punkte, also auch U,,. .

Sei dies ohne Einschrankung Uf;. Es existiert dann ein z € U, ¢ MF und
w:= M 17 ist dann ein innerer Punkt von TF.

Da F(A) = U, M,F existiert ein M, mit Mz = MMjw € M,TF und somit liegt
M, 'MMjw =: &' in F. Angenommen «’ ¢ F. Dann ist ' € F \ F mit

_ 1
]F\]F:{TGH;RGT:—E,|T|>1}
1
U{TEH,‘—§<RGT<0,|T|:1}=2Q1ng
Ist ' € G, dann kann man ' genau mit ' —— Tw' = &'+ 1 nach F

abbilden. Dann ist Tw’ € {T € H ; Ret = % Tz 1 ¢ IF. Nun ist aber
w# Tw',daw € F.
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Dies ist ein Widerspruch zu 7, Mt € F = 7 = Mt aus ([1] Satz 2.2). Analog
kann man ein w’ € G, genau mittels | nach

{treH;0SRet<}|7|=1}CF

abbilden, wobei Jw’ ebenfalls nicht in I liegt, was zum selben Widerspruch
fihrt.

Somit muss «’ in IF liegen und ([2] Satz 2.2) liefert dann w = w’ = M, ' MM, w,
also

M, 'MM; =+E
&~ = MM; =M, ()

Nach Vorausetzung ist £+M € A’, also A'(xMM;) = A'M; = A’M,,. Somit ist
M, = M,, da die A’M, paarweise disjunkt sind. Aus (x) folgt dann M = +E
und somit die Behauptung. [

(1.8) Definition (Spitzen, Spitzenbahn, Fixpunkt)

Die Bilder M, o0 von oo sind die Spitzen von F(A).

Die Bilder AMyco, 1 < v < [I': A’] heilen Spitzenbahnen von F(A).

Ein T € H heifst Fixpunkt von A falls M € A, M # £E existiert mit Mt = 7. o

(1.9) Bemerkung

Die Spitzen von [F(A) sind abhéngig von der Wahl der M,,.

Die Spitzenbahnen jedoch sind eindeutig, da die Zerlegung von I' in Rechtsneben-
klassen aus (1) nur von A abhdngt, dh.

{A'M, |1<v<T:AN}={A'M, |1<v<[T:Al}

fiir unterschiedliche M,,, M,. o

(1.10) Beispiel i b
Die Spitzenbahn von I ist Q U {co}. Dazu sei M = ( : ) el

d
1.Fallc=0:
Dann ist 2 = d = +1 wegen det(M) = ad — bc = 1 und es gilt MT = T+ b —= oo.
2.Fallc #0:
Dann existiert fiir alle teilerfremden a,c € Z eine Matrix M € I’ mit M = ( @ x ) .

C *
Dies folgt aus dem erweiterten euklidischen Algorithmus und der Tatsache, dass

ad — cb = 1. Somit gilt: Mt = 22 252 € Q

Also existiert fiir alle £ € Q eine Matrix M € I' mit Moo = £, o
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§2 Hauptkongruenzgruppen

In Diesem Kapitel betrachten wir eine spezielle Art von Untergruppen und konstru-
ieren einen zugehorigen Fundamentalbereich.

— Definition und Bezeichnungen —

(2.1) Definition (Kongruenz)

Seien L, M € Mat(2 ; Z) und n > 1 eine feste natiirliche Zahl, dann bezeichnet
L = M(mod n) die Kongruenz fir L und M, falls eine Matrix X € Mat(2 ; Z)
existiert mit L = M + nX. o

In Z kann man bereits aus a = a’(mod n) und b = b/(mod n) folgern, dass
ab = a'b'(mod n) ist. Dass diese Tatsache auch iiber Mat(2 ; Z) erhalten bleibt,
zeigt folgendes

(2.2) Lemma

Seien L, L', M, M' € Mat(2 ; Z) mit L = L'(mod n), M = M'(mod n), so gilt
LM = L'M'(mod n). o
Beweis

Nach Voraussetzung existieren X;, Xy € Mat(2 ; Z) mit L = L'+ nXy und
M = M’ + nXj,. Es ist also

LM = (L' +nXy)(M' 4+ nXy)
= L'M +nL'Xp + nX; M + n?X1 X
=L'M +n(L'Xp + X M +nX X))

~

€ Mat (2;Z)

Analog zu den Untergruppen nZ = {z € Z ; z = 0 (mod n)} von Z als additive
Gruppe kann man nun wegen Lemma (2.2) multiplikativ abgeschlossene Teilmengen
von I definieren. O

(2.3) Definition (Hauptkongruenzgruppe)
Man nennt I'[n]:= {M € T'; M = E (mod n)} die Hauptkongruenzgruppe(mod n).
Die Zahl n heifst Stufe von I'[n]. o
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— Eigenschaften der Hauptkongruenzgruppe —

Dass I'[n] tatsdchlich eine Untergruppe von I' ist, soll nun gezeigt werden.

Die kanonische Projektion 7w : Z — Z/nZ , x — X =: x + nZ ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Diese kann man auf Mat(2 ; Z) fortsetzen vermoge

Mat(2;Z) — Mat(2; Z/nZ)

a b — b
M= (o) =m=(24)
Im néchsten Satz soll geklart werden, ob die Einschréankung I' — SL(2 ; Z/nZ)

ebenfalls ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Dies wiirde einige niitzliche
Eigenschaften von I'[n] und I' /T'[n] liefern. Zuerst benétigen wir jedoch folgendes

al x|

(2.4) Lemma
Seien a, b, c € Z mit ¢ # 0 und ggT(a, b, ¢) = 1. Dann existiert ein x € Z mit

gegT(a+xb,c) =1

Beweis

Setze x = [],ep, pia, p|c P also das Produkt aller Primzahlen, die ¢, aber nicht 4 teilen.
Existieren keine solche Zahlen, zum Beispiel wenna =k -c, k € Z, setze x = 1.
Angenommen es existiert ein ¢4 € P mit q | (a+ xb) und g | c. Damit gilt
ggT(a+xb,c) =g > 1.

1. Fall: g | a.

Dann ist ¢ nicht in der Primfaktorzerlegung von x enthalten, d.h. g { x. Da g aber
a + xb teilt, muss gelten: g | b und g | ¢ nach Voraussetzung.

Dies ist ein Widerspruch zu ggT(a, b, ¢) = 1.

2.Fall: g 1 a.

Nach Voraussetzung gilt g | ¢ und somit ist g in der Primzahlzerlegung von x ent-
halten.

Dies impliziert g | x und wegen q | a + xb auch g | a als Widerspruch. O
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Nun also zum angekiindigten
(2.5) Satz
Die Abbildung
®:T —SL(2;2Z/nZ)
M— M

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern I'[n] ist. Somit ist I'[1] ein
Normalteiler von endlichem Index in I' und die Faktorgruppe I'/I'[n] ist isomorph

zuSL(2 ; Z/nZ). o
Beweis

Wohldefiniertheit:

(i) ®(T) C SLQ2; Z/nZ). Da det M = ad — be ™2 ™% 20 —bc = det M = T ist

das Bild von ® in SL(2 ; Z/nZ) enthalten.

(ii) @ Gruppenhomomorphismus:
Lemma (2.2) liefert ®(MN) = MN = M- N = ®(M) - ®(N)
Also ist ® ein Gruppenhomomorphismus mit
Kern(®) ={MeT;®M)=E}={M €T ;M= E(modn)} =T[n].

Surjektivitat:
Sei K = ( Z Z ) € Mat(2 ; Z) mit K € SL(2 ; Z/nZ). Ohne Einschrinkung sei

¢ # 0, sonst kann man ¢ durch ¢ 4 n ersetzen ohne dass sich K andert. Zu zeigen ist
nun, dass dieses K ein Urbild in I besitzt.
Da K € SL(2 ; Z/nZ) muss gelten det(K) = ad —bc = 1 (mod n), also existiert
ein k € Z mit ad — bc —kn = 1. Dies impliziert ggT (d, n, c¢) = 1. Da ¢ # 0,
existiert nach Lemma (2.4) ein r € Z mit ggT(c\i_ w ,¢) = 1. Man erhilt nun:

=:6

ad —bc=ad —bc+arn=14+nx+arn =14 (x+ar)n
N’
=:5€Z

Wegen ggT (6, c)= 1 gibtes x/, ¥’ € Z mit §x’ — cy’ = 1 und somit auch x, y € Z mit
ox —cy =s.
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a—xn b—yn

i ) € Mat (2; Z)

Betrachten wir nun die Matrix M = (

so gilt offensichtlich M = K, und wegen

det(M) = (a —xn)d — (b —yn)c
= ad — bc — xné + ync
——
=1+ns
=1+sn—n(dx—cy) =1
N’
=s
liegt M sogar in SL(2 ; Z) und wir haben unser Urbild zu K gefunden, dh. @ ist
surjektiv.

Aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen folgt nun I'/T[n] ~ SL(2 ; Z/nZ) und
somit [ : [[n]] = # SL(2 ; Z/nZ) < n* < oo . Also ist der Index von T'[n] in T
endlich. O

Da I'[n] ein Normalteiler von I ist, existiert wie in (1) eine disjunkte Zerlegung von I’
in Nebenklassen von I'[n]. Diese ist sogar endlich, da [I" : I'[n]]< oo, wie eben gezeigt.
Die Matrizen in einer Nebenklasse von I'[n] charakterisieren wir mit folgendem

(2.6) Lemma

Zwei Matrizen M, L € T liegen genau dann in derselben Nebenklasse von I'[n],
wenn M = L( mod n). o
Beweis

Sei M = L( mod n), also M = L + nX fiir ein X € Mat(2; Z).

_[(ab [ a+na b+np .
Ist L = ( o d ),darmfolgtM— ( ctny d+nd ) mit «, B, 7y, 0 € Z.
Wegen det(L) = det(M) = 1 kann man folgern, dass

L_lz( 4 —b ),M_lz( d+no _b_nﬁ)undesgilt:

—Cc a —Cc—ny a-+n«

1M — ad —bc+n(ad —by)  ab—db+n(dp — bd)
-\ —ac+ac+n(—ac+ay) ad—bc+n(—cp+ ad)

(10 ad—Dby dp—0b5 \ _
_(O 1)+n(—zxc+a’y —6[3+a(5)_E (mod n)

vollig analog folgert man auch M~1L = E(mod n).

10
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Es gilt also M~'L, L™'M € T[n] & L € MI'[n] und M € LI[n] = MI[n]= LT[n],
da die Nebenklassen von I'[n] paarweise disjunkt sind. Also liegen M und L in
derselben Nebenklasse. Dies war die Behauptung. O

Eine Formel zur Berechnung des Index [I : I'[n]] liefert der folgende

(2.7) Hilfssatz
[[:T[n]] =#SL(2; Z/nZ) = w’[1,,(1 — p~2) fir n > 2. o

Einen Beweis hierzu findet man bei H.Maass [1983], 63-65, ]. Lehner [1964], 356 oder
R.A. Rankin [1977], 21-23.

Bevor wir nun zu einem Beispiel eines Vertretersystems der Nebenklassen kommen,
betrachten wir noch die Fixpunkte von I'[n].

(2.8) Satz

Fiir n > 2 besitzt I'[n] keine Fixpunkte, d.h. aus Mt = Tund M € I'[n] folgt M = +E
falls n =2 und M = E falls n > 2. o
Beweis

Sei Mt = 1 fiir ein M € I'[n], M # +E. M ist insbesondere in T, also ist T ein
Fixpunkt von I'. Nach ([2], Satz (2.5)) ist dann fiirein L € T

T=Li oder T=Lp
Es gilt also MLi =Li oder MLp =Lp
und man folgert L'MLi= i oder L 'MLp= p

Mit ([1] Satz 2.2) folgt aus L~'MLi = i, dass L"!ML = +] und aus L"'MLp = p,
dass L~1ML = 4+U, U>.

I'[n] ist ein Normalteiler in I, d.h. fiir alle L € I', M € I'[n] gilt L='ML e T[n].

Also miissten +], U/ oder +U/? in I'[n] liegen. Hierzu miissen die Elemente auf der
Nebendiagonalen kongruent 0 modulo # fiir ein n > 2 sein, was weder bei

(0 F1 _( F1 +£1 ..o (0 F1 .
j:]_(il 0 ),j:Ll—(:Fl 0 )nochbeljzu _(:l:l :F1>derFalllst.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Fiir n = 2 muss also M = +E sein. Ansonsten ist M = E, da —E & I'[n] fir n > 2
und —E # E (mod n). O

11
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Zum Abschluss betrachten wir noch ein

(2.9) Beispiel ( Konstruktion eines Fundamentalbereichs von I'[2])
Aus Satz (2.5) wissen wir, dass

T/T[2] ~ SLQ2 ; Z/2Z)

Wenn wir also zu jedem M € SL (2 ; Z/2Z) ein Urbild beziiglich ® finden, so sind
diese Urbilder unser Vertretersystem. Es ist

CEnene
SL(2;Z2/2Z) <(1) é)(} é)(? 1)
(3 )-5(3 1) -7 (3 7)o

sind bereits in I' enthalten, also offensichtlich Urbilder von sich selbst.

(30 ) (i o)ma(iy)

hingegen sind nicht in I' enthalten, da ihre Determinante —1 ist. Ersetzt man aller-
dings auf der Nebendiagonalen eine 1 durch —1, so ist diese Matrix sowohl in T
als auch ein Urbild, da —1 = 1 (mod 2). Zusétzlich kann man noch eine 1 auf der
Hauptdiagonalen durch —1 ersetzen, um ,, schone “ Vertreter aus I' zu erhalten.

ww-+((13))-(11)
wn=s((14))-(11)
wr-o((37))-(1)

Insgesamt erhalten wir also das Vertretersystem
(o1)=e(on) =m(i ) —ur
(1) (T)-u(y5)-w

—_

12
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Der Fundamentalbereich von I'[2] ist also nach Satz (1.7)

F(I2)= F U TF U —UTF
U JF U UF U U’F

JF wurde bereits in [1] konstruiert. TF verschiebt F um 1 entlang der reellen Achse
und U ist die Hintereinanderausfithrung von T und ]J.

Bleiben noch U2F und —UTTF. Sowohl U? als auch —UT haben Spitzen in Q, werden
also durch drei Orthogonalkreise begrenzt.

Da ein Orthogonalkreis durch zwei Punkte festgelegt wird, geniigt es, die Bilder von
p, 0% und oo zu betrachten.

_ 0 —1 )\ —
2T — .
uu:_(l _1)11:.

0
2 = — =
l,Ioo—1 0
U?0 =p nach ([1] Satz 2.2)
_ 3., V3
Uzpz—U2<——+\/§>— L sty 1.1
2 2 %"‘i\/Tg 3 2 23
_ 1 0\ —
—UTIF—<1 1)1F
—UToo=—-=1
1 V3, 14+ 1 1
—UTp=-UT(z+i—) = 2 A
2 T T
1, :V3
— 2 +i¥2 1 V3.1 /3
B 2 _ "2 2 _(_* L A

Insgesamt erhélt man also einen Fundamentalbereich von I'[2] wie in Abbildung 1.

13
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| | |
~1/2 0 1/2 1 3/2

Abbildung 1: Fundamentalbereich von I'[2]

14
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§3 Kongruenzgruppen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine weitere spezielle Art von Untergruppen von
I', die Kongruenzgruppen.

— Definition und Zusammenhang mit den Hauptkongruenzgruppen —

(3.1) Definition (Kongruenzgruppe)
Eine Untergruppe A von I' heif$t Kongruenzgruppe, wenn es ein n > 1 gibt mit
I'[n]C A.

Das kleinste derartige n heifdt Stufe von A. o
(3.2) Lemma

Jede Kongruenzgruppe A von I' hat endlichen Index in I'. ©
Beweis

Wir wissen bereits aus (1) und Satz (2.5), dass I' = Ukeqs,... ;) T[n]My. Weiterhin ist
bekannt, dass A D I'[n] und dies impliziert AMj D I'[n]M;, Vk e {1,...,j}.

Daraus folgt, dass I' dargestellt werden kann als I' = Uiy, ... jy AMy. Diese Vereini-
gung ist im Allgemeinen nicht disjunkt (aufier wenn gerade I'[n]= A gewahlt wird).
Der Index von A in I ist somit sogar kleiner als [I' : I'[n]] und damit auf jeden Fall
endlich, was die Behauptung war. O

Nun tiberlegen wir uns, wie eine solche Untergruppe A von I, die I'[n] enthilt,
aussehen konnte.

(3.3) Bezeichnung
Eine wichtige Klasse von Beispielen sind die Gruppen

l"o[n]::{(bcZ Z)EF;CEO(modn)} o

Zu priifen ist, ob I'g[n] die geforderten Eigenschaften einer Kongruenzuntergruppe
von I' im obigen Sinne erfiillt.

Beweis

Wir beweisen zuerst I'[n] C I'g[n] C T .

I'g[n] ist Obermenge von I'[n], da fiir alle M € I'[n] : M = E(mod 1) und M insbe-
sondere die von I'g[n] geforderte Eigenschaft ¢ = 0(mod n) erfillt.

I'o[n] C T folgt sofort aus der Definition von I'g[n].
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Nun ist noch zu priifen, ob I'g[n] tatsdchlich eine Gruppe ist:
(i) E € T'[n] C Ty[n]

(i) Sei M = ( 2’ Z ) € To[n]. Dann ist M~ = (

Da ¢ = 0(mod n) = —c gilt: M~ € Ty[n].

d

—C

b ), da det(M) = 1.

(iif) SeiMz(Z Z)efo[n]undL:(?; '[;)EFO[n]

_(ab « B\ ([ ax+Dby ap+bd
jML_(C d)(fy (5>_<czx+d'y dﬁ+d(5)
Dan|cundn |y gilt: n | ca + dvy. Daraus ergibt sich, dass ML € I'g[n].

Mit (i) - (iii) ist I'o[n] eine Gruppe, was zu zeigen war. U]

(3.4) Bezeichnung
Analog zu I'g[n] definieren wir die Untergruppen

0 i a b . p—
F[n].—{(c d)EF,b_O(modn)}. o
(3.5) Lemma

I'%[1] und To[n] sind konjugiert in I'. Es gilt
[O[n]=JToln]J~'  und To[n]= ] ' To[n]]

Beweis

Sei M € To[n] mit M = <” Z)

:]M}‘1=( 1><Z )(—1(1))
()

:(—db . )EF[] dac =0 (mod n) = —c =0 (mod n)

Auf dieselbe Weise folgt | “IMJ € Iy[n] fir M € Tn]. O
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Analog zum Hilfssatz (2.7) wird eine Berechnung des Index [I : T'g[n]] gegeben durch
folgenden

(3.6) Hilfssatz
[T : To[n]] = [T : T[n]] = n[Tp(1+ ) o

Genaueres hierzu findet man bei H.Maass [1983], 63-65, ]. Lehner [1964], 356 oder
R.A. Rankin [1977], 21-23.

(3.7) Bemerkung

Eine Untergruppe A von I' von endlichem Index braucht keine Kongruenzgruppe
Zu sein.

Erste Beispiele wurden gleichzeitig von R. Fricke und G. Pick angegeben (Math. Ann.
28,99 - 118 und 119 - 124 (1887)). Weitere Beispiele findet man bei H. Maass [1983],
77 - 79, und H. Petersson (J. Reine Angew. Math. 250, 182 - 212 (1971); 268/9, 94 - 109

(1974)). o
(3.8) Bemerkung

To[n] und T[] sind fiir n > 1 keine Normalteiler in T. o
Beweis

Nach Lemma (3.5) gilt fiir n > 1:
In] = JTo[n]J~! und somit gilt auch I'g[n] = J110n] J.
Dies zeigt bereits, dass weder I'g[n] noch I'%[n] Normalteiler in T ist. (]

— Konstruktion und Struktur —

Wir wissen bereits Folgendes:
I'[n] C I'g[n] C I'. I'[n] ist Normalteiler von I" (und somit auch von I'g[n]). Mit dem
zweiten Isomorphiesatz aus der Algebra, ergibt sich:

(x) (T/T[n]) /(Tolnl /T[n]) =T /Toln]

Damit konnen wir die Struktur von I' /Ty[n] untersuchen,
indem wir (I'/T[n]) /(To[n] /T[n]) betrachten.

Idee:

Wir wissen bereits, dass I'/T[n] isomorph zu SL(2 ; Z/nZ) ist. Aus (x) folgt, dass
I'o[n] /T[n] Untergruppe von I' /T'[n] sein muss, und somit isomorph zu einer Unter-
gruppe von SL(2 ; Z/nZ) ist.
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Nun konstruieren wir analog zu ®:I' — SL(2;Z/nZ) aus Satz (2.5) ein

dy : To[n] — SL(2 ; Z/nZ) und betrachten Bild(®y) und Kern(dy).

Dann konnen wir mit Hilfe des Homomorphiesatzes folgende Aussage treffen:
To[n]/Kern(Py) ~ Bild(Dy)

SL(2; Z/nZ)/Bild(®gy) ~ (T /Ty[n])

Sucht man ein Vertretersystem von Nebenklassen von dem Bild(®y) in SL(2 ; Z/nZ)
und findet dann Urbilder beziiglich ® in I', so bilden diese Urbilder ein Vertreter-
system der Nebenklassen von I'g[n] in I'.

(3.9) Beispiel
Zur Veranschaulichung unserer Idee betrachten wir erneut den Fall n = 2:

1"0[2]:{(? Z)EF;CEO(mOdZ)}

r[z]z{<i Z)eF;MEE(modZ)}

" (1 /T1R]) /(Tel2] /T2]) ~ T/To[2]
T/T[2]~SLQ2 ; Z/2Z)
=T,

@) : Ty[2] — SL2; Fp), M — M

Zur Erinnerung:

Homomorphiesatz

Ip[2]/T[2]~ G wobei G := Bild(®y)C SL(2 ; IF») bezeichne.

18
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Da nach obigen Betrachtungen gerade T und E Vertreter von I'[2] in I'g[2] sind, folgt
insbesondere

(H1) To[2] = T[2]UT2IT

und mit (x) gilt: T/To[2] ~ SL(2; F»)/G.
Betrachtet man nun die Nebenklassen von G in SL(2 ; [F,), so ist eine Nebenklasse
natiirlich G selbst.

01 01 11 ) ) )
<1 O)Q—{<1 O)'<1 O)}1std1ezwe1’ceNebenklasse.

Die dritte Nebenklasse muss also {( 10 >, ( 01 >} sein, diese entspricht

11 11
genau(? 1)9

Da E, ] € I' kdnnen sie als Urbilder von sich selbst gewadhlt werden.

<(1) 1)§Zf,jedochist<b(u2):<b<<(1) j)):((l) 1)

Insgesamt ergibt sich also, dass E, ] und U? ein Vertretersystem von I'g[2] in I" bilden.

= T =To[2] UTy[2]] UTy[2]U? o

(3.10) Bemerkung
(a) T'p[2] hat also Index 3 in I'. Nach (H1) besitzt I'[2] Index 2 in T'g[2].

(b) Nach (2) gilt F(To[2]) = F U JF U U%F o

Abbildung 2: Fundamentalbereich I'g[2]
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Untergruppen der Modulgruppe §4 Die Kongruenzgruppen der Stufe 2

§4 Die Kongruenzgruppen der Stufe 2

Im letzten Beispiel haben wir bereits eine Kongruenzgruppe der Stufe 2, namlich
I'0[2] kennengelernt. Nun mdochten wir in diesem Abschnitt alle echten Untergrup-
pen von I', die I'[2] enthalten, betrachten.

(4.1) Satz

a) I'/T'[2] ist isomorph zur Permutationsgruppe S3.

b) I'[2] wird erzeugt von den Matrizen —E, T? und JT?] L. o
Beweis

Zu a)

Aus Satz (2.5) ist bekannt, dass I'/T'[2] isomorph zu SL(2 ; Z/22Z) ist.
Bis auf Isomorphie gibt es nur zwei Gruppen der Ordnung 6 :

* (s, die zyklische Gruppe eines Elements der Ordnung 6
¢ 53, welche 3 Elemente der Ordnung 2 und 2 Elemente der Ordnung 3 enthiilt.
Betrachtet man SL(2 ; Z/27Z), so haben

die Elemente ( 1 ), ( 1o ) und < 01 ) die Ordnung 2

01 11 10
. 11 01 .
und die Elemente ( 10 ) und < 11 ) die Ordnung 3.

Also ist SL(2 ; Z/2Z) isomorph zu S3 und somit auch I' /T[2].

zu b)

_F — -1 0 2 _ 12 27—1 1 0 . . )
E_( 0 —1 )'T —(0 1)und]T] —(_2 1)smdoffensmhthch

Elemente von I'[2]. Es bezeichne A die von den Matrizen —E, T? und JT?] ! erzeugte

Untergruppe von I'[2]. Nun soll gezeigt werden, dass dann A = I'[2] gilt.
Sei hierzu M € I'[2] beliebig. M = ( i Z ) = E(mod 2), also sind a, d ungerade

und c gerade.
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Es sind (T2)" = < (1) 21" ) und (JT2J-1)"™ = ( _;m (1) )

alsoist (T?)"M

a-+2mc b+ 2md
c d

21—1\m a b
und - (JT°] )" M = ( c—2ma b—2md )
Sei ohne Einschrinkung |a| > |c| (fiir |a| < |c| beginne mit dem nédchsten Schritt,
la| = |c| ist nicht moglich, da a ungerade und ¢ gerade).
Dann gibt es mit dem euklidischen Alghorithmus ein m € Z mit |a + 2mc| < |2c|.
Ist |c| < |a+ 2mc|, soist |a+ 2(m +1)c| < |c|, ansonsten ist bereits |a + 2mc| < |c|.
Es gibt also ein m; € Z mit

by

2\m _ ai
= ("

) =: M7 und |aq1| < |c|.
Analog kann man nun ein k; € Z finden mit

21-1yki AL — a by (@ b
(JT?] )1M1_(c—2ka1 bl_de)—.(C2 d2>—.M2und]cz]<|a1|.

Nun lésst sich wieder ein j € Z finden mit

(T2)iM; = ( a3 bs ) und |as] < |eal.
Co dz

Da alle Ungleichunge strikt sind, alle a; ungerade und alle ¢; gerade, muss nach
endlich vielen Schritten |as| = 1 und |cs41]| = 0 gelten, d.h. wir haben ein

L= (JT2 7D (T2)m - (JT?)-Hk(T2)™ € A gefunden mit LM = ( i01 I )
Da LM € I'[2], muss gelten LM = ( j;)l jzrl ) mit r € 27, da sonst det(LM) # 1.

Also ist LM = +T" € A und somit M = L~1(£T") € A. Da M € T[2] beliebig
gewdhlt war, und A C T'[2] gilt, folgt die Gleichheit von A und I'[2], was zu zeigen
war. 0
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(4.2) Erinnerung
Ist G eine Gruppe, H ein Normalteiler von G, so gilt

{J<G|J]2H}~{]<G/H}vermdge m: ] — ] o

Da I'[2] ein Normalteiler von I ist, stehen somit die Untergruppen von I', welche I'[2]
enthalten (also genau die Kongruenzgruppen der Stufe 2) in Bijektion zu den Unter-
gruppen von I'/T[2] und somit auch zu den Untergruppen von SL(2 ; Z /27Z).

Betrachten wir also die Urbilder der Untergruppen von SL(2 ; Z/2Z) beziiglich ®
aus Satz (2.5), so erhalten wir ein Vertretersystem von Nebenklassen von I'[2] der
entsprechenden Kongruenzgruppe der Stufe 2.

— Kongruenzgruppen der Stufe 2 mit Index 3 —

SL(2 ; Z/2Z) enthilt drei Untergruppen der Ordnung 2. Diese sind

to1)=2 (o) =om)
o 1) =2 (1) =ewn)
o 1)=o0: (1) =o0y

Die entsprechenden Kongruenzgruppen von I' sind also

[[2]UT2]T = To[2]
[2]UTRIUT =TI[2]
[[2]UT[2]] =:Ty

(4.3) Bezeichnung
I'y heifst Theta-Gruppe mit I'y := T'[2]JUI'[2]]. o
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Genauer charakterisieren wollen wir diese Gruppe mit dem folgenden

(4.4) Korollar
a) I'y ist Untergruppe von I' vom Index 3.

b) T = [y UTyTUT4U

c) 'y wird erzeugt von | und T.

d) Sei M € I'y so gilt M = E(mod 2) oder M = J(mod 2).

e) F(Ty) := FU TF U UF ist ein Fundamentalbereich von T'y. o
Beweis

Zu a)

I'[2] hat in I" den Index 6 nach Beispiel (2.9) und I'y den Index 2.
Der Isomorphiesatz besagt, dass

I'/Ty[2]~ (T/T[2])/(Ts[2] / T[2])
und der Satz von Lagrange, dass
[T/Tel2]] = |T/T(2]|/|Tol2] / TI2]| = § =3

Also hat I'y in I" den Index 3.

zu b)
SL(2 ; Z/2Z) lasst sich als Vereinigung von Rechts- und Linksnebenklassen von

10 01
{(0 1),(1 O>}—.Gﬂdars’cellen.

SL(Z;Z/ZZ):G19U(1 1 )GﬁU(O ! >G19

01 11
—— ——
—o(T) —o(U2)
11 11
—GﬁUGﬂ(O 1>UG§(1 0)
—a(T) —a(U)

Analog zu Beispiel (3.9) folgt also

[ =TyUTl, UU T,
= TyUT,TUTU
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Zu C)

I'[2] wir erzeugt von —E, T? und JT?]~1, somit wird T's[2]= T'[2]JUT[2]] erzeugt von
—E, T?, JT?] ! und J.

T? und | geniigen als Erzeuger, da J> = —E und JT?J ! im Erzeugnis von diesen
beiden Matrizen liegen.

zu d)

Ist M € T'y so gilt mit Bezeichnung (4.3), dass M entweder ein Element aus I'[2] oder
ein Element aus I'[2]] ist.

Somit ist M = E(mod 2) oder M = X]J, wobei X € I'[2] ist.

Aus der Multiplikativitdt der Kongruenz folgt somit die Behauptung.

zZu e)
nach b) und Satz (1.7) gilt F(T'y) := F U TF U UF ist ein Fundamentalbereich von
Iy. O

~1/2 0 1/2 1 3/2

Abbildung 3: Fundamentalbereich von I'y
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— Kongruenzgruppe der Stufe 2 mit Index 2 —

Dartiber hinaus besitzt SL(2 ; Z/27Z) mit

o 1) =000 (1 o) =own (7 )=o)

eine Untergruppe der Ordnung 3. Diese entspricht der Kongruenzgruppe

(4.5) Bezeichnung

I'y[2]:= T[2]UT[2]U U T[2]U? o
(4.6) Proposition

a) I' =Tn[2]UTN[2]T

b) Die Gruppe I'y[2] wird erzeugt von den Matrizen T2 und —U.

c) und es gilt: I'y[2] ist der einzige Normalteiler in I' vom Index 2.

d) Die Abbildung x : T — {+1}, M +— (—1)ctbc+bd ist ein abelscher Charakter von T
mit Kern(x) = I'n[2]. o

Beweis
zu a)
Nach Bezeichnung (4.5) gilt

In[2] =T[2] U T[2]U U T[2]U?
= I'y[2]T =T[2]T U T[2)(UT) U r[z](gf;)

=]
B;g' r = T[2] U T[2]U U T[2]JU? U I'[2]T U rR2)(ur) u rz2)y
29) :f;zIZ] :1“;],[2]7"
=TI'y[2] U I'N[2]T
zu b)

Zu zeigen ist Ty[2] = (T2, —U):

Nach Satz (4.1) b) wird T'[2] erzeugt von —E, T2 und JT?]'=u-'T?U.

Da I'y[2] = T[2] U T[2]JU U T[2]U? wird Ty erzeugt von —E, T? , U~'T2U und U.
Weil (—U)3 = —E, geniigen T2 und —U als Erzeuger.

Zu C)
Aus a) folgt, dass [I' : I'y[2]] = 2 und nach Ergebnissen aus der Algebra ist I'n[2]
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somit Normalteiler in T'.

Zu zeigen ist jetzt noch, dass I'y[2] einziger Normalteiler vom Index 2 in I' ist:

Sei I'* beliebige Untergruppe von I' vom Index 2.

Angenommen es existiert ein M € I mit M? & T'* (= M & T'*). Dann gilt M, M? # E,
d.h. ord(M) > 2, also insbesondere M # M?2.

Da M ¢ T'*, ist M?> ¢ T*M, d.h. I*M # I'*M?. Das heifit, man hat bereits drei dis-
junkte Nebenklassen gefunden, sodass ' D I'* UT*M U I'* M2. Daraus folgt bereits,
dass [I': I'*] > 3, was ein Widerspruch zur Annahme [I" : I"*]= 2 ist.
Somit muss fiir alle M € T gelten, dass I'M? € T*. Damit liegen auch T2, ]2 = —FE,
(L[Z)2 = U in I'¥, woraus sich die Erzeugenden T? und —U von T'y[2] konstruieren
lassen. Daraus folgt I'n[2] C I'*.
Die Gleichheit ergibt sich aus folgendem Widerspruchsbeweis: Sei I'y[2] C T*.
Dann gilt I'*T D I'y[2]T und da I' = I'n[2] U I'N[2]T folgt I'* NT*T # 0.

—— ~——

cr CT*T

Da zwei Nebenklassen mit nicht leerem Schnitt gleich sein miissen, gilt I'" = I'*T,
woraus mit der Nebenklassenzerlegung von I' sofort folgt, dass I' = I'*, was ein
Widerspruch zur Annahme ist.

zu d) Zuerst priifen wir, ob x einen Gruppenhomomorphismus darstellt, dazu ist
X(ML) = x(M) - x(L) fur alle L, M € T zu zeigen:

DaT von | und T erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass x(M]) = x(M) - x(J) und
X(MT) = x(M) - x(T) fur ein M € I'. Es gilt

_ 11 210410411 _
xn=x((51)) =1 =
X(]) =x (( (1) _01 )) _ (_1)1~0+(—1)-1+(—1) 0 _ 1
. _y a b
Sei nun M € I beliebig, M = ( .4 )

C(MT) = x (( a a+b >> — (1)t (arb)cH(arb)(c+d)

-1 )ac+ac+bc+ac+ad+bc+bd

(
— ( -1 )2ac+2bc+ad—bc+ac+bc+bd
{
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o =x((y 72))

(_1)bd—ad+ac

( 1 ) ac+bc+bd—ad+bc—2bc

( 1)ac+bc—|—bd (_1)—ad+bc'(_1)2(—bc)

J/ J/

N~ ~~

—x(M) =(-1)~1=-1 =1
= —X(M) = x(M) - x(J)
Damit ist x Gruppenhomomorphimus.

Nun wollen wir zeigen, dass Kern(x) = I'n[2]:
Nach b) wird I'y[2] von T? und —U erzeugt. Es gilt:

(T2 = x (( (1) i )) _(—)020421 (L2 g

() = 1 (( 1 _01 )): (7)Mot _ gy g

Wegen x(ML) = x(M) - x(L) ist also x(A) =1 fur alle A € T'y[2].

Somit gilt I'y[2] C Kern(y).

Sei nun B € I' \ I'y[2], dann liegt B nach a) in I'y[2]T. Daraus folgt, dass B von der
Form B = AT fur ein A € T'y[2].

= X(B) = X(AT) = x(A) - x(T) =1 (~1) = -1

= B ¢ Kern(x) und daraus folgt die Behauptung Kern(x) = I'y[2]. [
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§5 Elemente endlicher Ordnung in I’

(5.1) Satz
Sei M € I', M # +E, dann sind dquivalent

(i) M hat Ordnung 3, 4 oder 6

(ii) M hat endliche Ordnung

(iii) [Spur(M)| < 2

(iv) Esgibteint € Hmit Mt =7

(v) Esgibtein L € T, so dass LML € {£], £U, :I:LIZ} gilt. o

Beweis

(i)=(ii) klar
(ii)=-(iii) Hat M endliche Ordnung, so existiert ein n € IN mit M" = E. Ist A € C
ein Figenwert von M", so ist x" ein Eigenwert von M". Da E als einzigen
Eigenwert A = 1 hat, muss also |A| = 1 fiir alle Eigenwerte von M gelten. Das
charakteristische Polynom von M ist
xm = A2 —Sp(M)x +det(M) = Ay = 3(s £ Vs2 —4)
——— ~—
=:s =1
Angenommen s > 2, dann gilt

Ms+vVs2—4)>12+vV22—4) =1

d.h. ein Eigenwert von M wére grofier als 1.
Wire andererseits s < —2, dann wire ein Eigenwert kleiner als —1, da

Is—Vs2—4)<i(—2-(-22-4)=-1
Es muss also |s| < 2 gelten.

Betrachte nun noch s = £2:
1.Fall (s = 2) : Dann ist xp; = x> — 2x + 1 und da x»(M) = 0 nach dem Satz
von Cayley-Hamilton gilt also

M2=2M—E ()
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Zeige nun M" = nM — (n — 1)E fiir alle n € IN mittels vollstindiger Induktion.
IAn=1M' =1-M—-0-E /
1.5 M"Y M(nM — (n—1)E) = nM? — (n — 1)M

Y@M —E)—(n—1)M=(2n—n+1)M—nE= (n+1)M—nE  /

Somit gilt M" = M+ (n—1)(M —E). Da M — E # 0, ist also M" # M fiir
alle n > 2, d.h. M hat keine endliche Ordnung. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

2.Fall (s = —2) : Ist Sp(M) = —2 und hat M endliche Ordnung 7, so ist
Sp(—M) = 2 und —M hat ebenfalls endliche Ordnung.
Betrachtet man also —M erhilt man den Widerspruch aus dem ersten Fall.

(iii)=(iv) Dies ist genau die Folgerung (iii)=(i) aus ([2] Satz 1.3)

(iv)=(v) Es existiert ein T € H mit Mt = 7, also ist T nach ([2] Korollar 2.5) von
der Form Li oder Lp fiirein L € T..
Alsoist M € I't, oder M € T'y,,. Nach ([2] Bemerkung 2.4) gilt

[, =LLL™"  und Ty, =LI,L7"
& LT L=T; und LT, L =T,
Da M € I't, oder M € I't, folgt also mit [1] Satz (2.2)
LML €T; = {£]} oder L"'ML € T, = {+U, £U?}
(v)=(i) L~'ML hat dieselbe Ordnung wie M, da aus M* = E folgt
(L-'ML)f = L='"MLL"'ML--- - L'ML=L""M'L=L"'L=E

Nach Voraussetzung ist L~!ML € {+], £U , +£U?} und diese Matrizen sind
von der Ordnung 3, 4 oder 6. [
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