Beispiele ganzer Modulformen
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 01.07.2009

Andreas Freh

Nachdem wir im letzten Vortrag ganze Modulformen und Spitzenformen definiert
haben, werden wir in diesem Vortrag Beispiele solcher Funktionen ansehen. Im letz-
ten Vortrag konnten wir schon zeigen, dass My = S; = {0} fiir k < 0 oder

k ungerade. Damit zeigen diese Beispiele insbesondere, dass von der Nullfunktion
verschiedene ganze Modulformen und Spitzenformen existieren und fiir

gerades k > 4 gilt My # 5.

Zusétzlich werden wir noch einige Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten von
ganzen Modulformen herleiten.

Die Bezeichnungen aus den vorherigen Vortragen werden tibernommen.

§1 Die FOURIER-Koeffizienten

In diesem Abschnitt werden wir noch einige Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten
einer ganzen Modulform untersuchen.

(1.1) Hilfssatz
Fir alle k € Z und m € INj ist

]Mk—>C,f»—>ocf(m)

eine Linearform, das heifst fiir alle f,¢g € M und z € C gilt
s fyg(m) =z ap(m)+ag(m). o

Beweis
Es ist M} ein C-Vektorraum nach [4](4.1) und

1
el = [+ e+
0

Damit folgt die Behauptung aus der Linearitidt des Integrals. [
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In dem nichsten Satz werden wir das Wachstumsverhalten der Fourier-Koeffizienten
von Spitzenformen untersuchen.

(1.2) Satz (Wachstum der FOURIER-Koeffizienten)
Fir k > 0 und f € M gilt:

a) fist genau dann auf H beschrankt, wenn f € Sy ist. In diesem Fall nimmt fsein
Maximum an, also es existiert ein w € IH mit

f(1r) < f(w) furalle T € H.

b) Ist f € S, so gilt
ap(m) = O(m*?)  fiir alle m € N.

Beweis
a) “=" Nach [4](4.3) existiert ein C € R} sodass z.B. fiir alle T mit Im T > 1 gilt

£(0) ~ as(0) < .2
= (f(r) — /(0) - (Im T)k/z‘ < C.e2TIMT (I 7)k2,
Wendet man nun die Dreiecksungleichung an, ergibt sich
g(0) - (02| < C e 2™ (1m0 i),

wobei C - e~27Im7 . (Im 7)k/2 beschrinkt ist. Sei nun f beschrinkt, dann ist
die rechte Seite beschrankt und damit ist auch a(0) - (Im 7)K/2 beschréankt
ftir ImT > 1. Da k > 0 muss a¢(0) = 0 gelten. Damit ist f € Sj.

“«<" Sei f eine Spitzenform. Dann existiert nach [4](4.3) ein C € R, sodass fiir
allet € H mitImt > %\/g gilt

|f(T) —Déf(O)| = |f(T>| < C.e 2rImt
= F(T) <C-e 2T (Im7)k/2,

und C - e~ 27T (Im 7)k/2 st beschrinkt. Da f(Mt) = f(1) fiir alle MeT
und alle T € IH nach [4](4.5) folgt mit [4](4.6) die Beschrdnktheit von f auf
ganz H.

Nur}v bleibt nur noch die Existenz von w zu zeigen. N
Da f auf H beschrankt ist, existiert s := sup{f(t) ;7 € H} > 0, da f(7) > 0 fir
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b)

alle T € H. Ist s = 0, so folgt, dass fkonstant 0 ist und somit insbesondere sein
Maximum annimmt. Sei also im folgenden s > 0.

Aus Vortrag 2, Satz 2.2 ist bekannt, dass es zu jedem 7 € H ein M € T existiert
mit M7 € IF und somit insbesondere auch Mt € F. Da f(7) = f(Mr1), ist

f(H) = f(F) und somit braucht nur gezeigt zu werden, dass f auf F sein Maxi-
mum annimmt.

Da fir fur alle T € H mit Imt > % -1/3 und somit insbesondere fiir T € F ein
C € R existiert mit |f(7)| < C-e 7™ ynd damit

f(r) = |f(D)]- (ImT)K/2 < C- 27 IMT . (Im 1)K/ folgt mit

limy o C - e~2% - y*/2 = 0, dass ein N > 2 existiert mit f(7) < § fiir alle T € F
mit Int > N. Es ist aber {T € F; Im7T < N} kompakt und somit nimmt die
Funktion dort ihr Maximum an, was s sein muss.

w ist hierbei jedoch nie eindeutig.

Fiir alle m € N und y > 0 ist
1

agtm)| = | [ flx+iy)- e 240y
0

_ 62 tmy

f(x + ly) . e—2m'mxdx

—

< 62 tmy

£+ i) - [em2m | dx

= 2™ [y K2 f(x +iy)-1dx

< 2™y 2 max (F(x +iy)).
x€[0,1]
Nach a) ist f beschrinkt, es existiert also ein C > 0 mit (1) < C fiir alle T € H.
Damit folgt
e27my. y—k/2 . max (f(x + Zy)) < e27tmy y—k/Z .C.

x€[0,1]
Da dies fiir alle y > 0 gilt, gilt es insbesondere fiir y = 1. Setzt man dies ein, so
ergibt sich

lap(m)] < C- 2 k2,
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Das ist die Behauptung. U

(1.3) Bemerkung
In 2.18 b) werden wir sehen, dass wir Satz 1.2 b) auch schéarfer formulieren konnen
durch:

Fiir k > 3ist f : H — C genau dann eine Spitzenform, wenn f € M; und
ap(m) = O(m*?)  fiir alle m € N.
Fiir ungerades k ist die Aussage hierbei klar, da dann My = S; = {0}. ©

(1.4) Bezeichnung
Zu f € My definiert man die Funktion f* durch

f*"H—-C, 1~ f(—T7).

o
Da fiir T € H auch —T € H ist, ist f* wohldefiniert.
(1.5) Lemma
Ist f € My, so gilt
a) f* € M;.
b) Fiir alle T € H ist
f*(T) — Z DCf(WZ) . eZm’mT’
m=0

also insbesondere af-(m) = a¢(m).
c) f**=f.
d) f* = f genau dann, wenn alle Koeffizienten der FOurier-Reihe reell sind und

f* = —f genau dann, wenn alle Koeffizienten der FOURIER-Reihe imaginér sind.
Die 0 ist hierbei natiirlich sowohl eine imaginére als auch eine reelle Zahl. o
Beweis

a) Die Holomorphie kann gezeigt werden, indem wir f* um jedes T € H in eine
Potenzreihe entwickeln. Da f holomorph und —7 € H, kann man f um —7 in
eine Potenzreihe entwickeln, also existiert € > 0 mit
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fur alle x mit |x — (—7)| < e.
Fur x € H mit |[x — 7| < e ist dann |(—%) — (—T)| = |x — 7| < € und somit
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wobei die Potenzreihe aufgrund von |(—1)"ay| = |ax| den selben Konvergenzra-
dius hat.
. a b .
Sei nun M = (c d) € I', dann ist

fr(Mr) = f(—Mr)

-1 (-£5)

iy a(—t) -0
N —c(=1)+d)
Da M = (—ac _db) € I', denn det M =ad —bc =detM = 1, folgt weiter

G0 R 2 Y STV T
F(AES) = et

= (cT+d)f - f(1).

Damit folgt das Transformationsverhalten.
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Nun zeigen wir noch, dass sich f* in eine FOURIER-Reihe entwickeln ldsst. Es ist

Damit ist f* eine ganze Modulform vom Gewicht k.
b) Ergibt sich direkt aus dem Beweis von a).

¢) Sei T € H, dann ist

f**(T) 2) iOW . eZT(imT

d) Da die Fourier-Entwicklung einer Funktion eindeutig ist, ist f* = f genau dann,
wenn ag«(m) = ag(m) fiir alle m € Ny, nach b) ist as«(m) = ar(m) und es ist

ar(m) = ag(m) genau dann wenn as(m) € R fiir alle m € No.

Analog ist f* = —f genau dann, wenn as(m) = —ag(m) fir alle m € No.
Mit b) folgt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn a¢(m) imaginér ist fiir alle
m € INp. (]

(1.6) Korollar
Ist f € Mk so sind auch

o0

fre :TH ) ((Re o (m)) ezmmT)

m=0
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und

fim : T Z <(Imzxf m)) ezm’”>
ganze Modulformen vom Gewicht k. o
Beweis

Esist fre = 3 (f + f*). Denn es ist fiir alle m € Ny

a%(ﬁf*)(m) (1:1) ( f(m)+txf*(m))
ap (m) + ag(m)

(2-Reas(m)) = ap, (m).

/-\ —
— —
S g
\./ Nad?
NI = N = N =
/N

Analog ist fim = 5 (f — f*).

Da f und f* Modulformen sind folgt die Behauptung, da IMy ein Vektorraum ist,
vgl. [4](4.1). O

(1.7) Satz
a) Die Menge M} := {f € My; as(m) € R fiir alle m € Ny}, also die Menge der
ganzen Modulformen mit reellen Fourier-Koeffizienten, ist ein R-Vektorraum.

b) Jede Basis von lM,LR ist auch eine Basis von MMy, insbesondere besitzt also M eine
Basis aus ganzen Modulformen mit reellen Fourier-Koeffizienten. o

Beweis
a) Seien f,¢ € M{ und r € R. Nach 1.1 ist a,.r,,(m) € R fiir alle m € Ny, also
r-f+ge MR

b) Sei ] eine Menge so, dass f; € Mf fur alle j € Jund F = {f; ; j € ]} eine Basis
von MR. In einem spiteren Vortrag wird gezeigt, dass | endlich ist. Zu zeigen
ist, dass F Basis von M, ist.

Lmeare Unabhingigkeit:
Sei ] - ] endlich, z; = x; +i-y; mit z; € C und x; = Rez; sowie y; = Imz; fir

alle j € J'. Dann ist
0= Zz]--fj

jer’
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dquivalent zu
0=)zjap(m) firallem €Ny,
jer
da Z zj - fi € My und somit eine Fourier-Entwicklung besitzt.
jel’

Sortiert man nun nach Real- und Imaginérteil ergibt sich

0 =Re (Z zj ocf].(m)) =) xj- ag,(m)  fir alle m € No und
i€l i€l

0=Im (Z zj af](m)) =) vy ag,(m)  fiir alle m € Ny,
jel' jer

da oy (m) € R. Da F Basis von MR folgt xj = y; = 0 fiir alle j € J' und somit
zj = 0. Damit folgt die lineare Unabhéngigkeit.

Erzeugendensystem:
Sei f € IMy. Dann ist

— Z le(m) . eZT(iT
m=0

= (iORe (ap(m)) -ezmT> +i- (iolm (ap(m)) -ezmr> .

Nach 1.6 ist Z Re (af(m)) - 2™ € MR und Z Im (af(m)) - e*™7 € ME,

also ex1st1eren Lmearkombmatlonen (mit reellen Skalaren) aus F, die die beiden
Funktionen darstellen. Daraus folgt nun, dass eine Linearkombination (mit kom-
plexen Skalaren) aus F existiert, die f darstellen.

Damit folgt die Behauptung. [
(1.8) Bemerkung

Die Aussagen in 1.4-1.7 konnen mit analogen Beweisen statt fiir ganze Modulformen
auch fiir Spitzenformen getatigt werden. o



Beispiele ganzer Modulformen §2 Die EISENSTEIN-Reihen

§2 Die EISENSTEIN-Reihen

In diesem Abschnitt werden wir nun ein Beispiel fiir eine ganze Modulform ange-
ben.

Zuerst werden wir uns noch mit der Umsortierung von Reihen beschiftigen.

(2.1) Satz (Umsortierung von Reihen)
Sei ACZ x Z und as; € C fiir alle (s, t) € A.

Ist ) as; absolut konvergent, so folgt
(st)eA

Y. ast—z Y ag firl<n<oo,

(st)eA 1(s,t)e Ay
n
wenn Ay, N Ay, =0 furk; #kyund U Ay = A.
k=1

Das gilt auch, falls as; > 0 fiir alle (s,t) € Z x Z, wenn man bei den Reihen den
Wert oo zuldsst. o

Beweis
Ohne Einschrankung kann man folgende Dinge annehmen:

1. A =7Z x Z, denn sonst setzt man einfach a;; = 0 falls (s, ) ¢ A.
2. n = oo, denn sonst kann man A; = () setzen, falls k > n.

3. Zerlegt man die Reihen in Real- und Imaginirteil, so ergibt sich, dass man
a5+ € R annehmen kann.

Definiere

f:R?> =R, (x,y) — as; falls (x,y) € [s,s+1) x [t,t+1).

Dann ist

ast = / f dA.
(s, t)EA

Damit folgt die Behauptung im Falle der absoluten Konvergenz aus dem Satz von

der majorisierten Konvergenz und falls a,; > 0 fiir alle (s,t) € Z x Z, so folgt die

Behauptung aus dem Satz von der monotonen Konvergenz. [
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(2.2) Definition (EISENSTEIN-Reihen)
Fir k > 3,k € Z sind die E1sENsTEIN-Reihen gegeben durch

Gk(T)::Z,(mT—i—n)_k: Yo ont+ Y Y (mr+n)h

. nez\{0} meZ\{0} neZ

Dabei bedeutet Y, dass iiber alle Paare (m,n) aus Z x Z\{(0,0)} summiert wird.
m,n
Die hier angegebene Summationsreihenfolge ist dabei nur eine mogliche, denn in 2.4

werden wir die absolute Konvergenz der Reihe nachweisen, womit eine Umsortie-
rung beim summieren den Wert der Reihe nicht d&ndert, wie in 2.1 gezeigt wurde. ©

Beginnen wir mit der also mit der Konvergenzuntersuchung, dazu bendtigen wir
zuerst die folgende Proposition.
(2.3) Proposition
Ist K C H kompakt, so existieren 7,6 > 0 mit

Y- |mi+n| < |mt+n| <6 |mi+n|
fur alle m,n € Rund 7 € K. o
Beweis
Waibhle zuerst m, n so, dass |mi + n| = m? + n? = 1. Die Menge
M := {(m,n) € R x Rlm? +n? =1} C R x R ist aber kompakt, da M beschrankt
und f : (m,n) — m? + n? stetig, {1} C R abgeschlossen und damit f~1({1}) = M
abgeschlossen.

Damit ist auch K x M kompakt und somit nimmt die stetige Funktion

(t,m,n) — |mt+n|

auf dem Kompaktum K x M ein Minimum -y und ein Maximum ¢ an.
Ist m = 0, so folgt |m7T + n| = |n| = 1 und sonst ist
|mt +n| > |Im(mt+n)| = |m|-|Imt| >0, da T € H. Damit ist iy > 0.

Sei nun m,n € R beliebig, T € K und wahle nun  und ¢ so wie im Fall (m,n) €
M und setze b := vVm?+n? Fir m = n = 0 gilt die behauptete Ungleichung
klarerweise und sonst ergibt sich

- |mi+n| = l?ﬁiJrE
(’2)2+<(Z)2:1b mr+n _| n ‘
- b E‘_mT "
< oM <5 imi+ .
b b ]

10
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Hierraus kann man nun die absolute Konvergenz folgern.

(2.4) Lemma (Konvergenz-Lemma)
Fiir k > 3, k € Z ist Gy absolut und kompakt-gleichméfiig konvergent. ©

Beweis
Sei K C H kompakt. Mit 2.3 folgt nun fiir T € K

Y ImT+ n| =k < Y. (y|mi+n|)7*

mn mn

o Y
mn

< ,Ysz <m2 +nz)fk/z.

m,n

Da ¥ konstant ist, braucht dieser bei der weiteren Konvergenzuntersuchung nicht
mehr betrachtet zu werden.
Es ergibt sich weiter

/!

Z (mz 4+ nZ)fk/Z

(21) Y ) H2e Y (m) 24 ) Y (m? 4 n?) R
nez\{0} meZ\{O} meZ\{0} neZ\{0}

= Y @+ Y mF+ Y Yo (m*+n?) M2
neZ\{0} meZ\{0} meZ\{0} neZ\{0}

= 47(k)+ ) Y (m*+n?) —k/2,

meZ\{0} neZ\{0}

Fiir alle m,n € R* gilt m? +n? > 2 |mn| > |mn| >0,
denn (|m| — |n|)? = |m|? — 2|mn| + |n|?> = m?® — 2|mn| +n> > 0.

11
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Wendet man dies an, ergibt sich
Z Z (m2+n2)—k/2
meZ\{0} neZ\{0}

< Yy men 2
meZ\{0} neZ\{0}

( Z m|k/2) ( Z nk/z)
meZ\{0} nezZ\{0}

= (20(k/2)) - (25 (k/2)) = 4-T*(k/2).

Damit folgt die absolute Konvergenz auf K und aus dem Weierstrasschen Majoran-

tenkriterium folgt die gleichméafiige Konvergenz auf K. [
(2.5) Satz

Fiur k > 3,k € Z ist G, : H — C, T — Gi(7) eine holomorphe Funktion. ©
Beweis

Es ist T ~— (mtT +n)* fiir alle m,n € Z mit m # 0 oder n # 0 holomorph auf
H. Aus der kompakt-gleichméafliigen Konvergenz von Gi nach 2.4 folgt damit die
Holomorphie von Gy aus dem Satz von Weierstrass (siehe [1] §5 (5.1)). ]

Als nichstes untersuchen wir das Transformationsverhalten der E1sSENSTEIN-Reihen.

(2.6) Lemma (Transformations-Lemma)
Firk >3,k € Z und M € T gilt G¢|[yM = Gy, also

Ge(MT) = (ct +d)* - Gi(7)

fiir alle T € H. o

Beweis
Sei M € T, dann ist M insbesondere invertierbar und damit ist die Abbildung

Z"2\{(0,0)} — 2P\ {(0,0)} ,z—2z- M

bijektiv, denn die Umkehrabbildung ist gegeben durch z — z - M1,

12
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Es ist weiter

Z m-Mt+n)”
m,n

at+b )k
+n
m,n( i

(cr—l—d)k~(m'(m'+b) + (ct4d)-n)7*

I
01

3
=

[
1

= (ct4+d) Y (m-a+c-n)t+(m-b+d-n)™*
= (et +d)k. Y. /(m/T+n/)_k

m' i
= (ct+d)*- Gy(1),

wennmanm/ ::m~a—|—n~cundn/ :=m-a+n-c setzt, dann ist
(m',n') = (m,n) - M. Also ist dies lediglich eine Umordnung der E1seNsTEIN-Reihe,
die Aufgrund der absoluten Konvergenz gegen den gleichen Wert konvergiert. L]

Aus dem letzten Vortrag ist bekannt, dass My = {0} fiir k ungerade, und so ergibt
sich auch hier:
(2.7) Korollar

Es ist Gx = 0 fiir k > 3 ungerade. o
Beweis

Wendet man das Transformations-Lemma 2.6 auf M = —E an, so ergibt sich fiir alle
TteH

Gi(7) = Gr(~ET) = (=1)* - Gi(1) = ~Gy(7)
fiir k > 3 ungerade. Damit ist Gx(7) = 0. O

Damit ist schon gezeigt, dass Gy eine ganze Modulform ist fiir k > 3 ungerade.

Fiir eine moglichst einfache Beschreibung der FOURIER-Reihe benétigen wir noch
eine Hilfsfunktion.

(2.8) Bezeichnung

Fiir k € Ny ist die Funktion o : N — IN gegeben durch

=) d, meN.
d|m
Es wird hier nur iiber die positiven Teiler von m summiert. o

13
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(2.9) Proposition
a) Fir alle k € Z mit k > 2 ist

Yo (t+n) = Y A 2T fir alle T € HL
nez '

b) Fiir alle m € IN, k € Z und t € H ist damit

—277i k oo '
Z (mT + Tl)fk = % . Z rk*l . p2mirmt.
nez S—

Alle diese Reihen konvergieren absolut und lokal gleichméfiig auf IH. ©

Beweis
a) Wir fiihren den Beweis tiber eine Induktion nach k.

(Induktionsanfang)
Aus der Funktionentheorie I [1] ibernehmen wir Korollar (1.13) aus Kapitel 8,

welches uns
1

T 2 1
(sin(nr)) =L (t—n32 L (t+mn)?

nez nez
fir alle T € H liefert, wobei die Reihe auf H absolut und lokal gleichmaéfig
konvergiert. Weiter ist
Y
sin(7t7)

. 2
- 2711
—\ eTtiT et

— (_27.[1-)2 . eZTL’iT 1

(1 _ 62711'7)2
— (_271,1-)2 . eZm’T . Z(r+ 1) . eZT(iTT
r=0
_ (—27‘Ci)2 . Z(V + 1) _627ri(r+1)1'
r=0
= (—2mi)?- Z r. 2T,
r=1

14
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Hierbei wurde die aus der Analysis I bekannte Gleichung

1 [ee]
=Y (n+1)2" furlz] <1

angewendet auf z = e2™MT denn fiir T € H ist \62””\ = ¢Re(27iT) < 0 = 1 denn
Re(27tit) = —Im(277) < 0. Als Fourier-Reihe ist die Reihe absolut und lokal
gleichméaflig konvergent, damit ist die Behauptung fiir k = 2 bewiesen.

(Induktionsvorraussetzung)
Die Behauptung gilt fiir ein k € IN, k > 2.

(Induktionsschritt)
k—k+1
Fiir dieses k € Z gilt also
2k 2 .
Y (t+n) k= % Y AL 2T figr alle T € HL
nez T =1

Beide Reihen konvergieren lokal gleichméfiig auf H, damit kann Komponenten-
weise abgeleitet werden. Es ergibt sich

di ) (T4+n)7F

TnEZ
'L'—|—TZ

T+n —k-1

Z

Z

=L

/4

= (k) ¥ (r+n)~ ¢
nez

tir die linke Seite. Aus dem Satz von Weierstrass folgt die lokal gleichmaéfiige
Konvergenz und eine Majorante ist gegeben durch

Y (t+n)*

nesz

Damit folgt auch die absolute Konvergenz.

15
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Fiir die rechte Seite ergibt sich

|
I\J
§
M
\
I\J
3
3

Wobei diese Reihe als FOurIER-Reihe wieder absolut und lokal gleichméfig kon-
vergiert.

Es ergibt sich aufgrund der Eindeutigkeit der Ableitung
(— 2711

(=8) T () 000 = C2RE o Z k. i
woraus folgt
H;Z(T—i_ Y= (e+1) (—27kt!i)k+1 ,rirk . 2t
also die Behauptung fiir k 4 1.
b) Fir T € H und m € N ist auch mt € H, damit kann man a) anwenden. ]

Mit diesen Mitteln konnen wir nun G, auch in eine FOURIER-Reihe entwickeln.

(2.10) Satz
Sei k > 4 gerade, dann ist fiir alle T € H

Zﬂl)k i Or_ 1 mer

Gk(T) = Zg(k) +2-

Beweis
Fur alle T € H ist

Z mt +n)
= ) nk 4 Y. Z(mr-l—n)_k
neZ\{0} meZ\{0} neZ

16
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Da k gerade ist, ergibt sich weiter

Y nf=2. i n*k=27(k)
n=1

neZ\{0}

und fasst man weiter die beiden Paare (m,n) und (—m, —n) zusammen, folgt

Y Ymrem =2y ¥ (mrim),

meZ\{0} neZ m=1nezZ
da (mt+n)=* = (—mt —n)~~.

Es ist also

m=1ncZ
(2.9) —271i)k o .
= 27 (k) +2 ((k_lil LYY Akt T
s=1r=1
2mi)k & _ '
— 2€<k) +2. (S{_i)' . Z I’k 1 _EmeT’

wenn man im letzten Schritt nach 2.1 alle Paare (7,s) € IN x IN zusammenfasst, fiir
die 7 - s gleich sind. Dabei ist gerade

YAt =Y =g
()

rlm
r-s=m

Damit folgt die Behauptung. [

— Die normierte EISENSTEIN-Reihe —

Um im weiteren moglichst einfach Darstellungen zu erhalten, ist es niitzlich die
E1sEnsTEIN-Reihe zu normieren.

(2.11) Bezeichnung (normierte EISENSTEIN-Reihe)
Die normierte E1SENSTEIN-Reihe G} ist fiir gerades k > 4 gegeben durch

1
Gi := —— - Gp.
kT ork) R S
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Beispiele ganzer Modulformen §2 Die EISENSTEIN-Reihen

Es gibt einen iiberraschenden Zusammenhang zwischen den Paaren teilerfremder
Zahlen und den EiseENsSTEIN-Reihen.

(2.12) Lemma
Fiir k > 4 gerade und 7 € IH ist

1
Gi(t)=5- Y (mt+n)~
2 ggT(m,n)=1 o

Beweis

Jedes Paar (r,q) € Z x Z\{(0,0)} besitzt einen eindeutigen positiven grofiten ge-
meinsamen Teiler ¢+ € IN und die Darstellung (r,9) = (t-m,t-n) mit m,n € Z und
ggT(m,n) = 1. Es folgt also mit 2.1

Gi(t) = == - Gy(1)

1 ! _

r/

“xm kL (T

1
= . 7(k —k
0 ¢(k) ggT(mZﬂ):1(mT+n)
= % Y (mr+n)7F
ggT(mn)=1 O

Fiir eine weitere Darstellung verwenden wir eine Untergruppe von I'.

18
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(2.13) Bezeichnung
Es sei
[o:={xThneZ} ={MecT; c=0}

{00 B)rnezp :

Nun bedeutet ,M : T'x,\I'“, dass M ein Vertretersystem V' der Rechtsnebenklassen
von I nach T'«, durchldut, also

| TeM =T und ToM #ToN fir M,NeV mit M#N.
MeV

Die Existenz eines solchen Vertretersystems ergibt sich daraus, dass I' eine Gruppe
beziiglich Multiplikation ist, ndmlich eine Untergruppe von I'. Lasst man diese nun

auf I' durch
[oxIT —T,(G,M)—G-M

operieren, so sind die Bahnen dieser Operation die Aquivalenzklassen, aus denen
jeweils ein Element zu V gehort, dadurch ist die Bedingung I'noM # I'N fiir M # N
dquivalent zu I'(eM NToN = () fiir M # N.

Der Zusammenhang zu den EiseNsTEIN-Reihen wird in folgendem Satz ersicht-
lich.

(2.14) Lemma
Es ist fiir jedes M : I',\I' und gerades k > 4

Gi(t)= Y 1M(t)= Y (ct+d)~

M:T\T M:T\T o

Beweis
Mit dem aus dem zweiten Vortrag bekannten Ergénzungs-Lemma (1.3) folgt, dass in
einer Aquivalenzklasse alle M € T liegen, die die Form

>k *
+c +d
haben. Wobei ¢ und d teilerfremd sind.

Fiir jedes beliebige M in dieser Bahn gilt dann

1 M(7) = (£et+d) % = (ct+d) 7.
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Betrachtet man nun

Y. (et+d)7F

ggT(cd)=1
so wurde aus jeder Aquivalenzklasse iiber 2 Vertreter summiert. Damit ist

Y ctrd)yF=o ¥ (mran)t PR G,

M:T\T ggT(m,n)=1 ]

g (212)

Fiir den néchsten Satz benotigen wir die aus der Funktionentheorie I [1], Kapi-
tel 6 (4.3) bekannten BERNOULLI-Zahlen. Fiir n € IN bezeichnen wir die n-te

BERNOULLI-Zahl mit B, und es gilt 2{(k) = _(2711) - By fiir gerades k, vgl. [1]
§6 (4.5).
(2.15) Satz
Fiir gerades k > 4 und 7 € H gilt
Gp(1) =1- 2. 0—1(m) - 7T,
Bk m=1 o
Beweis
Es ist
Gi () = 570z G(T)
T
(210) 1 (27Ti)k - 27TimT
= (2@(k) +2 k1 mZ1 or_1(m) -e
=142 (k _(127U Z o 1 p2mimt
(27i)k - k! > i
— 1 2 . . _ . TumT
+ —(k—1)!- 27t - By m:1(7k 1(m) - e
—1— 2_k . (kal(m) .627'[1'1’11”(.
By m=1 ]
Mit By = — 55 und somit B% = —240 sowie B = ;5 und ]13—2 = 504 folgt

(2.16) Beispiel
a) Gj(t) =1+240 2 o3(m) - 27T,
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b) G}(t) =1—504 % os5(m) - 2T, o
m=1

Damit kénnen wir nachweisen, dass die EisENsTEIN-Reihen ganze Modulformen
sind.

(2.17) Satz
Fiir gerades k > 4 gilt:

a) Gy € M;.
b)MkZC-GkEBSkZC-G;@Sk. o
Beweis

a) Aus 2.5 folgt die Holomorphie von Gy und damit (M.1").
(M.2’) folgt aus dem Transformations-Lemma 2.6.
In 2.10 ist die Fourier-Entwicklung von Gy gegeben, aus der (M.3”) folgt.

b) Nach 2.10 ist g, (0) = 27 (k), damit ergibt sich

_ aGk(()) . 27 (k) —1

*6i )=S0 = 20(k)

Daraus folgt G; ¢ Sy und somit C - Gy NS = C- G NS, = {0}.

Sei nun f € M. Setze nun g := f — a¢(0) - G. Dann ist ¢ eine Spitzenform und
damit auch eine Modulform vom Gewicht k, denn mit 1.1 folgt

ag(0) = a(s—a(0).G1)(0)
= a7(0) = a(up(0)-67)(0)
= a/(0) — a(0) - a; (0) = 0,
also ist f = ¢ +a¢(0) - Gf und damit My = C - Gy + S, = C- G + 5.
Daraus folgt die Behauptung. O
Teil a) des Satzes ist auch fiir alle k > 3 richtig, Teil b) bleibt richtig, falls man die G}

auch fiir ungerades k > 3 definiert.

Nun konnen wir auch das Wachstumsverhalten der FoOurier-Koeffizienten einer all-
gemeinen ganzen Modulform beschreiben.
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(2.18) Korollar
Fir m € N, gerades k > 4 und f € M; gilt:

) ap(m) = ~ay(0) - 3 -0y (m) + O(mk"?).

b) as(m) = O(m*1).

Fiir f ¢ S kann die Abschédtzung nicht verbessert werden. o

Beweis
a) Aus dem Beweis von 2.17 ergibt sich, dass man f darstellen kann als

f=ua7(0)-G; +¢g miteiner Spitzenform g.

Aus 1.1 folgt ay(m) = af(0) - ag; (m) + ag(m). Wendet man nun 2.15 an, ergibt

sich ag: (m) = —2B—’Z - 01 und aus 1.2 kann man ay(m) = O(m"/2) entnehmen. Es
folgt die Behauptung.

b) Fiir alle r > 1 gilt, da fiir m # 0 gilt d|m genau dann wenn % € Z und somit
auch % |m folgt
m' < op(m) =) d

d|m
:Z%r:mTZdrgmr-g(r).
dlm dlm
Es folgt
2k 2k
—ap(0)- == o q| < |—af(0)- = C(k—1)| - m* L.
10)- 3 -0ia| < | =ay(0)- 32k -1

Da der Faktor von m*~1 nicht von m abhéngt, ergibt sich

2k _
—ar(0) - B 01 = O(m*1).

Aus k —1 > & folgt somit auch ap(m) = O(mk=1).

Sei nun f ¢ Sk.

Nach a) existiert ein C € R, sodass fiir alle m € IN gilt
2k

—as(0)- = w2

’ ar(0) B, m C-m

_C.m"z”),

g (m)| =

k1 2k
s CEUR
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Da =5%2 < 0 folgt

2k -
Jim, |—a(0) - 5| = Com
2k
= |—af(0)-=-| >0
70)- 5
Somit existiert ein € > 0 und ein N € IN, sodass fiir alle m > N gilt
2k —k+2
—af(0)-—|—-C-m 2 >¢
‘ 70) By

und damit auch |af(m)| > e-m*~!. Damit kann die Abschitzung nicht verbessert
werden. O

Bei den ErsEnsTEIN-Reihen treten gewisse ,, Zwangsnullstellen” auf.

(2.19) Lemma (Nullstellen-Lemma)
a) Es gilt Gi(i) = 0 fiir k # 0 (mod 4).

b) Fiir p := 3(1+iv/3) ist Gx(p) = 0 fiir k # 0 (mod 6). o
o sese = (0 ) er
- \1 0 '
Dann ist Mi = =} =i und es ergibt sich

Gi(i) = Gr(Mi)
=i7%. Gp(i).
Da i % # 1 fiir k # 0 (mod 4) folgt Gi(i) = 0.
b) Esist o> =p —1.

1 -1
Se’czenunM-(1 O)EF.

. p—1 p2 cp s
Dann ist Mp = o= =P Damit ist

Gi(p) = Gr(Mp)
= 0 *Gy(p).

Da wieder p~¥ # 1 fiir k # 0 (mod 6) folgt Gi(p) = 0. O
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Beispiele ganzer Modulformen §3 Die Diskriminante

Speziell gilt also Gg(i) = 0 und G4(p) = 0.

Da im Beweis nur das Transformationsverhalten einer allgemeinen ganzen Modul-
form genutzt wurde, kann man den Satz auch verschérfen zu

(2.20) Korollar
Ist f € My, so folgt

a) f(i) =0 fur k # 0 (mod 4).
b) f(p) =0 fir k # 0 (mod 6). o

§3 Die Diskriminante

In diesem Abschnitt wollen wir auch noch eine von der Nullfunktion verschiede
Spitzenform angeben und somit auch die Existenz einer solchen zeigen.

(3.1) Definition (Diskriminante)
Die Diskriminante A ist gegeben durch

A := (60G4)® — 27(140Gg )>. o

(3.2) Satz
Fiaralle M €T und T € H ist

A(MT) = (et +d)12- A7).

o
Beweis
Sei T € Hund M € I'. Dann ist
A(MT) = (60G4(MT))? — 27(140G6(MT))>.

Wendet man hierrauf nun das Transformations-Lemma 2.6 an, so ergibt sich

(60G4(MT))? — 27(140Gg(MT))?

= (60 (cT+d)*- Gu(1))? —27(140 - (cT + d)® - G4(7))?
= (ct+d)'? - (60G4(7))% — (cT + d)'? - 27(140Gs(T))?
= (ct+d)"- A7) 0
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(3.3) Hilfssatz
Es ist d° = d° (mod 12) fiir alle d € Z und somit insbesondere
o5(m) = o3(m) (mod 12) fiir alle m € IN. o

Beweis

Betrachte > —d® = d3- (> —1) =d?>-(d—1)- (d+1) - d.

Ist nun d gerade, so folgt 4|d? und somit 4|d° — d°.

Falls d ungerade, so gilt 2|d — 1 und 2|d + 1 woraus 4|d° — d° folgt.
Ebenso teilt 3 entweder d — 1 oder d oder d + 1 und es folgt 3|d° — d°.
Da 4 und 3 teilerfremd gilt also auch 3 - 4 = 12]d> — d°.

Das ist dquivalent zu d° — d® = 0 (mod 12) und somit d°> = d® (mod 12).

Es ergibt sich nun fiir alle m € IN

os(m) =Y d® =Y d° = o5(m) (mod 12)
d|m d\m

aufgrund der Ringeigenschaft von Z/127. [

Auch bei der Diskriminante bekommt man einige Eigenschaften schneller, wenn
man eine normierte Version betrachtet.

(3.4) Definition (normierte Diskriminante)
Die normierte Diskriminante A* ist fiir T € IH gegeben durch

A (1) == (2)2A (7).

Nun wollen wir einen einfachen Zusammenhang zwischen der normierten Diskri-
minante und der normierten E1seENsTEIN-Reihe herstellen.

(3.5) Satz
Es gilt
* 1 *\3 _ *\2
A= <(G4) (Ge) ) o
Beweis o
Wendet man die Eulersche Formel 27 (k) = — (27;!1) -Brauf k = 4 und k = 6 an, ergibt
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sich fur alle T € H
A (1)
— (27) A1)
= (27) 12 <(60G4(T))3 - 27(140@6(7))2)

— (27) 12 <(60 -27(4) - G (1))® —27(140 - 27(6) - Gg"(r))2>
— 2n) " ((60_ ( @ 34) 'GZ(T))3 o7 (140. <_(276r!i)6 .36) .GE(T))2>
- (oo (o) o) -2 (- () )

= = (G107 - (G (0)).

0

Mit diesem Satz kann man nun eine FOURIER-Entwicklung der normierten Diskri-
minante angeben.

(3.6) Satz
Es ist
2 (m meT
wobei T(m) fiir jedes m € IN eine ganze Zahl ist. o

Man beachte hierbei, dass die Bezeichnung 7(m) fiir die Koeffizienten historische
Griinde hat und 7(m) unabhingig von 7 ist.

Beweis
Nach 2.16 sind die Fourier-Entwicklungen von G; und G egegeben durch

Gi(1) =14240 Y o3(m) - ™7 und

m=1

Ge(t) =1—504 Y o5(m) - ™7,

m=1
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Setzt man nun im weiteren

A= 0’3(7)1)- 27TiMT und
m=1
B:= 0'5(71’1) 27szr’
m=1
so ist
1 3 )
N = ——((1+240A)° — ((1 —540B
s ((1+2404)° — (1 - 540B)?)
1
= 1728 (1432404 +3- (2404)? + (2404) — 1 + 2 540B — (540B7)
~ 1728 (3 240A + 3 - (240A)? + (240A)° + 2 - 540B — (540B )).

Bildet man das Cauchy-Produkt von A%, A3 und B?, so ergibt sich, dass alle drei
Fourier-Reihen sind und fiir den n-ten Koeffizienten gilt

DCAz Z 0’3 G Z,
r+s n
aq3(n Z o3 (r -o3(t) € Z,
rst
r+s+t n
DCBZ Z (7'5 G Z.

I’+S n

Hierbei wird tiber alle solche Tupel (r,s) aus N x IN beziehungsweise
(r,s,t) aus IN® summiert. Daraus folgt nun 7(0) = 0. Weiter ist 1728 = 123. Damit
ist fiir m € IN die Aussage T(m) € Z dquivalent zu der Aussage
"‘(3-240A+3~(240A)2+(240A)3+2-54OB—(54032))(m) = 0 (mod 12%).
Es ist nun
0(3.240A+3-(240A4)2 + (240A)% 1 2-540B— (54082)) (1)
WD 3. 24004 (m) + 3 - 2402 4o (1) -+ 2403 45 () + 2 - 540 (1) — 540%a g ()
122 - (5a 4

m) + 0 g2 (m) + O 43(m) + 7ag(m) — Oaga(m))
m) + 7ap(m)) (mod 12°).

o~ o~

= 122- (5ap
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Mit 3.3 folgt, dass a4 (m) = ag(m) (mod 12) und somit
12204 (m) = 12%2ap(m) (mod 123). Daher gilt

122 - (5wa(m) + Zap(m))
=127 (Sap(m) + 7aa(m))
= 12%4(m)
=0 (mod 12%).

Damit folgt die Behauptung. [

Damit ergibt sich sofort die Fourier-Entwicklung der Diskriminante.

(3.7) Korollar
Es ist

A(t) = 2m)2- Y t(m) - ™7

Nun haben wir alles bendtigte, um zu zeigen, dass die Diskriminante eine Spitzen-
form ist.

(3.8) Satz
Es gilt A € 515 und damit auch A € Myj,. o

Beweis

Da die holomorphen Funktionen eine C — Algebra bilden und G4 und Gg holomorph
sind, folgt die Holomorphie von A direkt aus der Definition.

Nach 3.2 ist

(AloM) (1) = (cT+d) 2 - AMT) = (ct+d) "2 (ct+d)2- A1) = A(7).

Eine Fourier-Entwicklung von A ist in 3.7 gegeben, wobei as (0) = 0 ist.
Damit ist A € 5q5. L]
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