Die Gewichtsformel
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 08.07.09

Chantal Holler

Ziel dieser Kapitel ist der Beweis der Gewichtsformel. Ist ihr Gewicht bekannt, ldsst
sich dann genaueres zu den Null- und Polstellen der Modulform sagen. Zunéachst
gilt es jedoch, ndheres tiber Modulformen zu erfahren. Im weiteren Verlauf werden
die Bezeichnungen aus den vorherigen Vortragen [2] bis [7] und dem zugrundelie-
genden Buch [1] verwendet.

§1 Ordnungen von Modulformen

In diesem Abschnitt werden Moglichkeiten aufgezeigt, wie man Ordnungen von
Null- bzw. Polstellen in Beziehung setzen kann. Dies wird im spéteren Beweis der
Gewichtsformel hoheren Aufwand ersparen.

— Modulformen und ihr Gewicht —

Betrachtet wird hier die Modulform f # 0 vom Gewicht k mit k gerade (da sonst
f = 0 folgt (wie bereits in [7] gezeigt wurde)), fiir die gilt nach [6] (3.1) und (2.9):

(1.1) Erinnerung (Modulform vom Gewicht k)
Ist f eine Funktion f : H — C mit den Eigenschaften

(M1) f ist meromorph

M2) fliM = f
(M3) f hat bei oo hochstens einen Pol

wobei dies dquivalent ist zu

(*M3) f besitzt die Fourier-Entwicklung

f(r) =} ap(m)er™m @)
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(die bei geeignetem y > 0, Im(7) > v absolut und kompakt-gleichmafig kon-
vergiert) mit den Koeffizienten

w+1
ap(m) = / f(T)e 2mmtgr, ()
w
dann heifit sie Modulform vom Gewicht k. o

Aus dieser Definition folgt dann f(7) = f(7 + 1) fiir alle T € H nach [6].

Wie in [6] schon gezeigt wurde, bildet die Menge der Modulformen vom Gewicht k
einen C-Vektorraum V.

Wegen (M1) existiert fiir f dann eine Laurent-Entwicklung

f= Y v(m)(t—w)" )

m=—oo

um w € H mit r € Z und y(r) # 0 sowie y(n) = 0 fir alle n < r mit endlichem
Hauptteil und einem auf einer punktierten Umgebung von w absolut und kompakt-
gleichmaflig konvergentem Nebenteil. Dieses » wird Ordnung der Modulform f an
der Stelle w genannt und es gilt

* w ist Nullstelle von f, falls r > 0 und

* w ist Polstelle von f, falls r < 0.

— Ordnungen an transformierten Stellen —

Fiir den spdteren Hauptsatz dieser Arbeit, den Beweis der Gewichtsformel, wird
folgender Hilfssatz benétigt:

(1.2) Lemma
Ist f meromorph auf H, so gilt fiir alle z € H und M € SL(2;R):

ord; f|xM = ordy, f
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Beweis
Nach der Definition des Strichoperators gilt bei der Anwendung auf die Funktion f
nach [6] (1.1)

(FlkM)(1) = (et +d)*f(MT). ()
Sei z € H beliebig und w := Mz mit M € SL(2;R). Da f eine meromorphe Funk-
tion mit Polen bzw. Nullstellen in w der Ordnung r € Z ist, ldsst sie sich nach

[0](III(3.8)) mit Hilfe einer Funktion g, die holomorph auf einer Umgebung von w
ist, ausdriicken:

f(7) = (r = Mz)"g(7) mit g(Mz) # 0. )
Sei nun eine Umgebung U von z so klein gewdhlt, dass MU ganz in der Umgebung
von w liegt. Dies ist moglich, da T — Mrt stetig auf H ist. Damit ist ¢(M7) auch
holomorph auf U. Also lasst sich in (*) f(Mt) durch (Mt — Mz)"g(MT) ersetzen
und daraus folgt

(flkM) () = (e +d) ¥ (MT — Mz)"g(M7) fiir alle T € U\ {z}

mit ¢(Mz) # 0. Durch den Zusammenhang (M1’ — Mt) = %(T’ — 1), der
aus [2] bekannt ist und weil M € T impliziert, dass det(M) = 1 ist, sieht man leicht,
dass
(FlkM)(7) = (et +d) (T +d) ™" (cz +d) (T — 2)"g(MT)

gilt.

Man benennt /(1) := (¢t +d) ¥ (cz 4 d) "g(Mt). Als Komposition von Funktio-
nen, die auf einer Umgebung von z holomorph sind ist & auch holomorph auf einer
Umgebung von z € H und man sieht /1(z) # 0 durch Einsetzen. Weil man nun

(flxM)(7) = (T = 2)"h(7)

schreiben kann, folgt, dass ord; f|yM = r.
Nach (**) gilt ordys, f = r und damit

ord; f|xM = ordp f. ]

(1.3) Bemerkung
Nun sei die meromorphe Funktion aus Lemma 1.2 eine Modulform vom Gewicht k.
Daraus folgt der Spezialfall mit

ord, f = ordy; f

fur alle z € Hund M € T =SL(2;Z), weil aus Erinnerung 1.1 (M1) mit Lemma 1.2
folgt, dass
ord; f|xM = ord; f = ordp f.
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Nach [3] erhilt man dadurch insbesondere:

Ist ord, f bekannt fiir alle z € IF, so auch fiir alle z € H.

Nun sei w € F* mit F* := F U {o0} und aus [6](2.8) tibernehmen wir orde f := my,
wobei mp minimal gewahlt ist mit a¢(m9) # 0 (vgl. (1.1)).

Analog zu der Ordnung der Fixgruppe von w € F, alsoI', = {M € T': Mw = w}
definiert man die Ordnung von w € F*.

Weil

I ={£E %]}, ordT; =4

I, = {+E;+U; £U?}; ordT, = 6

Iy ={xE};ordl, =2firalle w € F* mitw #i,p
gilt, folgt

4/2 =2 firw=1
ord(w) =< 6/2=3 firw=p
2/2 =1 sonst

§2 Die Gewichtsformel

In diesem Hauptabschnitt des Vortrags wird die Gewichtsformel bewiesen. Die Idee
dafiir besteht daraus, das Null- und Polstellen zdhlende Integral der Modulform f
vom Gewicht k iiber einem leicht verdnderten Weg des Randes des exakten Fun-
damentalbereichs zu berechnen. Dazu werden jedoch noch viele kleine Hilfsmittel
benotigt, die aus der Funktionentheorie bekannt sind oder sich aus dieser herleiten
lassen.

(2.1) Satz (Die Gewichtsformel)
Fiir eine Modulform f # 0 vom Gewicht k gilt:

)3

welF*

1 k
-ordwf—ﬁ. o

ord w

Dieser Satz soll nun im restlichen Teil des Kapitels bewiesen werden.



Die Gewichtsformel §2 Die Gewichtsformel

— Folgerungen und Erinnerungen aus der Funktionentheorie —

Fiir die Verwendung des Null- und Polstellen zdhlende Integral ist folgendes Lemma

sehr niitzlich:
(2.2) Lemma

Fiir das Residuum der logarithmischen Ableitung F = J% mit einer auf IH meromor-
phen Funktion f folgt

res,F = ord,, f fiir alle w € H,

wobei w auch Null- oder Polstelle von f sein kann. o
Beweis |
F(t) = f}((:)) ist meromorph auf H. Bis auf die Null- bzw. Polstellen von f ist F

also holomorph auf H. Fiir jede Null- bzw. Polstelle w € H von f kann man nun
den Ausdruck f(7) = (T — w)°f . o(T) verwenden, wobei ¢ wieder holomorph in
einer Umgebung von w ist und g(w) # 0 gilt nach [0](II[(3.8)). Dann folgt auf dieser
Umgebung

Und daraus folgt

e (25) o ()

mit der Linearitdt des Residuums. Weil nun g holomorph auf einer Umgebung von

w ist, folgt dies auch fiir ¢’ und letztendlich auch fiir % da ¢(w) # 0. Das Residuum
einer holomorphen Funktion ist an jeder Stelle 0, also gilt

res, F = resy, (Ordwf (ﬁ))
— ordef - ese ((T - w)_l)

(. s
~\~

=1
= ordy f. [
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/

Nun beschiftigt man sich mit der Fourierentwicklung von F = fT im folgenden

Lemma:

(2.3) Lemma ,
Die Fourierentwicklung von F = ]% mit einer Modulform f vom Gewicht k lautet

F(t) =2mi-ordef + Y ap(m) - ¥,

m>1 &

Beweis
Nach Erinnerung 1.1 (M.3%) ldsst sich jede Modulform vom Gewicht k schreiben als

f(T): Z af(m)ezmmr

m>mg

und ist absolut und kompakt-gleichméfig konvergent mit a¢(mg) # 0. Nach dem
Satz von Weierstrafs aus [0] kann diese Fourierreihe nun gliedweise differenziert
werden:

fl(t)="Y ap(m)-2mim -,

m=m
Durch [6] ist bekannt, dass die Modulform f vom Gewicht k eins-periodisch ist,
also gilt f(t) = f(t+1) und es folgt f'(t) = f'(t+1). Da F = J% muss auch
F(t) = F(t+1) gelten (siehe auch spater im Beweis zu 6), also ldsst sich F auch als
Fourierreihe schreiben mit

F(t) =Y Br(j)e™™"

jzn

mit einem geeigneten Startwert n € Z und Br(n) # 0. Wir werden sehen, dass dieser
sogar nur aus Ny gewdhlt werden kann. Dazu muss man den Quotienten aus den
beiden Fourierreihen von f und f’ berechnen:

A0 =2 e K0 = 1o

Dies reduziert das Problem auf die Berechnung des Cauchy-Produktes F(7) f(7) mit
anschlieBendem Koeffizientenvergleich mit der Fourierreihe von f’. Also folgt

F()f(7) = f1(7)
o Z 5F(j)62nijr_ Z {Xf(m)ezmmr _ Z tXf(M)ZT[imezmmT

j>n m>mg m=my
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Mit einer Indexverschiebung in beiden Reihen folgt

F(O)f(1) = Y Br(j+m)e?™ U™ 3 ap(m + mg)e™ o)t
j=0 m=0

o k
Z Z t—l— n 27(1 (t+n)T f(k 4 mo)€27ri(k7t+m0)r.

Der letzte Schritt folgt mit Bildung des Cauchy-Produkts. Durch Ausklammern er-
hélt man schliefdlich

o) k .
k=0 | t=0

Z “f me eZm’mT _ f’(T)
m>mg

Nun folgt der Koeffizientenvergleich mit der Fourierentwicklung von f/. Fir den
ersten Summanden k = 0 ergibt sich beim Vergleich der Faktoren der Potenzen von
e:

e2mit(ntk+mg) _ p27imgT
PN e2mit(ntmg)  _ p27imeT
& n =0

Fiir die Koeffizienten folgt dann mit k = 0

k
27ti(k +mo) - ag(k + mo) Z,BF (k—t+mg)
=0
N 27imyg - a g (mg) = Br(0)a f( o)
s 27Timy = ;BF(O)'

Diesen (k = 0)-Summanden zieht man nun gesondert aus der Fourierreihenenwick-
lung von F heraus und nun folgt(mit Anfangswert n = 0 und der allgemeinen Dar-
stellung vom Fourierkoeffizient), dass

F(t) =2mimge*™T 4+ Y, -1 ap(m)e?™mT
= 27ti ordeo f + Y p>1 ap(m)e? T, O

Spater wird folgender Satz aus der Funktionentheorie benétigt:
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(2.4) Erinnerung
Laut [0] II ((1.10) b) gilt folgende Abschédtzung fiir einen Weg in C und eine stetige
Funktion f : Sp(c) — C :

< L(0) - max{|f(z)[;z € Spo}

| fl2)dz

wobei L(0) die Lange des Weges ¢ und Sp(c) dessen Spur meint. Da f stetig gefor-
dert wurde und die Spur eines Weges nur kompakt sein kann, existiert somit immer
ein eindeutiges Maximum von f. o

— Das Null- und Polstellen zihlende Integral der Modulform f —

Die Hauptaufgabe des Beweises ist die Bestimmung des Null- und Polstellen z&h-
lenden Integrals der Modulform f tiber dem Weg 1:

/

!P(T)dr fur F:= j%

Aus dem Residuensatz aus [0] ist bekannt, dass

weNUP

2%'”7/]% = Y ny(w)res,f 4)

folgt und zwar mit
* N = Nullstellenmenge von f
¢ P = Polstellenmenge von f

mit NUP C F und n,(w) ist die Windungszahl von der jeweiligen Stelle w von
v, die fiir alle w € IF den Wert eins annimmt. Das Ziel des Restes dieses Kapitels
wird sein, das Integral auf dem Rand des Weges zu berechnen um damit und aus
(4) die Gewichtsformel herzuleiten. Dafiir betrachtet man den zu behandelnden Weg
néher.



Die Gewichtsformel §2 Die Gewichtsformel

Abbildung 1: Integrationsweg aus [1]

— Wahl des Weges v —

Aus [2] ist die Definition des exakten Fundamentalbereichs der Modulgruppe T’
1 1 . 1
IF:{TEIH;—E <Rer§§;|r| > und |7| < 1 fur —5 < Ret <0}

bekannt. Auf dessen Rand liegen nun die Fixpunkte zur Modulgruppe I', ndmlich i
und p = % + 1iv/3 und eventuell auch Null- bzw. Polstellen der Modulform f, hier
gekennzeichnet mit w und z. Um diese besonderen Punkte bei der Integration zu
umgehen, werden Kreisbogen x, mit v € {1,2,3,4} mit dem Radius € ins Innere von
F gesetzt. Da die Null- und die Polstellenmenge diskret in H sind, wird der Radi-
us geniigend klein gewdhlt, sodass der Kreis keine weiteren Null- bzw. Polstellen
enthdlt ausser evtl. dem Mittelpunkt. Verbunden werden diese Kreisbogen durch
Geraden bzw. Kreisbogenstiicke 7, mit u € {0,1,2}, die bei € — 0 auch gegen
Geraden konvergieren.

Der Weg o wird weit nach oben verschoben, sodass alle Null- bzw. Polstellen die
Windungszahl eins iiber y haben, sofern sie natiirlich nicht zu denen gehoren, die
von den Kreisbogen mit Radius € umgangen werden, niemals aber auf vq liegen.
Somit wahlt man <y so, dass kein w € N U P auf dem Weg < liegt. Dies ist immer
moglich wegen folgender Erklarung: Man nehme an, dass es kein solches 5 > 0
gibt mit f(x 4 iy) # 0 fiir alle x € R und y > yp, d.h. dass eine Folge x, + iy, mit
lim y, = oo und f(x, + iy,) = 0 existiert. Aus [6] weiff man, dass dann

n—oo

F(xn +iyy) = f(e2m@ntivn)) = 0 und f somit einen Haufungspunkt von Nullstellen
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in 0 hat. Nach dem Identititssatz aus [0] sind beide Funktionen dann konstant 0.
Dies ist natiirlich ein Widerspruch zur Voraussetzung und ein solches v existiert
immer und somit auch ein 7.

Da alle w € NUP, die in F liegen, nach dem Residuensatz aus [0] berticksichtigt
werden, kiimmert man sich im Weiteren nur noch um die w € N U P, die der Weg
umgeht. Es gilt

/P(T)d’l' =27 ) resy(F) Lemmaz2 o i Y. ordw(f).
o

we(NUP)NF we(NUP)NE

Die Darstellung der rechten Seite ist nun von der Wahl des Radius € der Kreise um
die Null- bzw. Polstellen unabhingig geworden. Jedoch muss man bei der Berech-
nung der linken Seite, die ja durchgefiihrt werden soll, € — 0 beachten.

— o als zusammengesetzter Weg —

So wie 1y definiert wurde, setzt sich dieser Weg aus 7y, 71, 7/1, Y2, 7/2 und «1, Kll, Ky, Kil
zusammen. An der Abbildung , Integrationsweg” erkennt man bereits, dass sich ge-
wisse Teilwege durch Modulsubstitutionen aufeinander beziehen lassen. Hilfreich

zur Aufschliisselung des Verhaltens von der betrachteten Funktion F = J% bei Mo-
dulsubstitutionen ist folgendes Lemma:

(2.5) Lemma
Sei f # 0 eine Modulform vom Gewicht k und M € I'. Dann gilt

(o ()5
Beweis

Wenn man f(Mt) = (ct +d)*f(t) mit M € T nach der Produktregel ableitet ergibt
sich:

£ (Mr) == = ke(et + )£ () + £/ (1) (et + ).

10
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Letztendlich erhilt man dann fiir F = J%:
dMt  ke(et 4+ d)1f(T) + f/(1)(cT + d)F

F(Mr) dt (ct+d)kf(T)
(T) ke(ct + d)*
(ct+d)k f(r)  f(r) (ct+d)

e ) f

kc
= ) O
cT+d +E(7)
Auflerdem gilt nach [2]
dMt D)
= (ct+d)~ "~ 5)

— Die Berechnung der Integrale iiber den y-Wegen —

Nun wird mit der konkreten Berechnung der Integrale iiber den einzelnen Wegen
begonnen, die spédter gemeinsam betrachtet das Integral {iber dem zusammengesetz-
ten Weg vy ergeben:

1. Die 7y,-Wege

* 70: Man beginnt mit der Berechnung von

/F(T)d’l’.
0

Nach der Fourierreihenentwicklung von F nach Lemma (2.3) gilt

/F(T)dT = /27ri-ordoofd'(—|—/ )y wp(m)e?™ T
o 70 Y0

m>1

Aus [0] IL.(3.3) ist bekannt, dass Summation und Integration vertauscht
werden kann wenn die Funktionenreihe gleichméfig konvergiert und die
einzelnen Funktionen stetig sind fiir alle m € M. Die erste Forderung wird

11



Die Gewichtsformel §2 Die Gewichtsformel

sofort erfiillt, weil im Argument des zweiten Summanden eine Fourierrei-
he steht. Die Stetigkeit des Integranden folgt sofort. Dann gilt:

/P )dt = /Zm orde fdT+ ) _ /zxp )e2iTm gt
m>l

,EJF,\Z f§+/\1

= / 271i - ordeo fdT + ) / ap (m)e?™ M dr

m>1
2+Az %—&—)\1

wobei A < oo die Stelle der imagindren Achse ist, auf der der Weg -, diese
schneidet.

—3+Ai —I+A
. . 1 27TimT
F(t)dt = |2mitorde f + Z ap(m) | =——e

27mim

= 2miorde f + Z M <_€2nim(%+/\i) + eZm’m(f%Jr)\j))
me1 27Tim

REO)  amin (i, o
— _2 d TUIMAL (_ ium 7'[177’1)
TTi or f—I—m§>1 rim e 4e

) —27tmA ; ;
= —2miorde f + E —7Tm) — mm)+1-0—1-0
iorde f . 2ni e (cos(—mm) — cos(rtm) + i i-0)
= —2miorde f

Also folgt das Resultat fiir den Weg - als

/F(T)dr = —271i - ordes f. (6)

* 'Yl,’)’/li Aufgrund der Symmetrie des exakten Fundamentalbereichs zur
imagindren Achse ergibt sich

/F(T)d'r + / F(t)dt =0 @)
T ’Y;

12
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wie im Folgenden erkldrt wird:

Es ergibt sich mit M =T = ( 11

0 1)€F,dass

Lemma(2.5) , k-0 AMT\ ! 5
F(t+1) = F(Tr) "2 (erP(T))(dT) S

= /F(T)dT+/F(T)dT: /F(T+1)dT+/F(T)dT
T 7 T -

Aus der Abbildung , Integrationswege” erkennt man, dass man durch ei-
ne Umparametrisierung des Weges y; mit T — 7 + 1 auf den Weg ’)//1
schliessen kann:

:>/F dr+/P dT—/FT+1dT+/ (t+1)dt=0
71 m -1

* 7, ’y/z: Anhand der Abbildung ,Integrationswege” ldsst sich erkennen,
dass sich 7, auf ’y/z durch 7 — —% abbilden lédsst. Dies entspricht der
Modulsubstitution mit M = | = < (1) _01 ) € I'. Es gilt 72 = —( ]’y;).
Nach Lemma (5) folgt also, dass

dit k-1 _k
F(Jt) - T = 1.T+O+F(T)—;+P(T).

Nun ergibt sich beim Integrieren die dquivalente Gleichung

:>/F]T ‘”T / dT+/F ®)

tiber einem beliebigen Weg o C H, auf dem keine Pole von F liegen.
Riicktransformiert ergibt dies gerade das Integral iiber dem Weg o, auf
dem die Modulsubstitution mit | € I' angewendet wird:

/P(]T d]TdT_ /F

13
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Dies gilt nach der Definition eines Wegintegrals. Dieser Umstand ist nun
sehr hilfreich bei der Berechnung der Integrale {iber den Wegen <, und 'y/z:

/ dT—/F dT+/P
72@72
= / dT—I—/F

~(J13)
- / —d + / F(t
_72
/ X+ / D)t + / F(t
_'72 _'Yz

/dr—/F dr+/F
/dr

Da der Weg auch von der Wahl von € abhdngt, kann man dies wie folgt

schreiben:
11m /P dT+/F )dt :lii]f(l) —/édl’
73
0
= —/EdT
| T
= —k[Log(7)¢
= —k[Log(p) — Log(i)]
= k{Log(% %\/—) Log(i )}

— k {—I—ln(|1|) +iarg(5 + 5iv/3) ~ In(|1]) — darg(})

14



Die Gewichtsformel §2 Die Gewichtsformel

wobei hier das Wegintegral iiber dem Kreisbogen von i nach p berechnet
wird.
Also ergibt sich

lim /P(T)d’(—|— /F(T)d’( = 271i - ﬁ )
e—0 12
72 7;

— Die Berechnung der Integrale iiber den xk-Wegen —

2. Die x,-Wege Zu Beginn der Betrachtung dieser Wege nun ein Lemma, das die

Berechnung der Integrale iiber diesen Wegen verallgemeinert:

(2.6) Lemma
Fiir die oben definierten Wege x, mit y = {1,2,4} kann man statt

lim [ F(t)dt
e—0
Ky
auch
resy F lim dr.
e—0 T—X
Ky

schreiben. x ist hier der Mittelpunkt des Kreises von denen jeweils k;, mit einem
i ={1,2,4} Teil des Kreisrandes ist. o

Beweis

Man betrachtet die Bogenldngen als Wege x;, mit Mittelpunkten x € N'U P oder
Fixpunkten dieser Kreise. Da diese x € N U P diskret in H liegen, gilt nun, dass
die Modulform f holomorph in einer Umgebung von x ist und sie ldsst sich
wegen [0] IIT (3.8) schreiben als f(7) = (T — x)°"4f - ¢(7) mit g(x) # 0 und g
holomorph in der Umgebung von x. Diese Darstellung lasst sich ableiten und
man erhalt

F(1) = (x = 0)°% T ord, f - g(1) + (1 — x)" g (1)
Fir F = J% ergibt sich

(v =)/ ord, £ (r) + (v = 1)/ (x)

h= (- 1) g (1)

=ordy f-(T—x)" 1+

15
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Dabei ist £ (( )) eine holomorphe Funktion in der Umgebung von x da g(x) # 0.
Nun interessiert man sich wieder fiir

/F dr_/<(0r(ix5) +gg/((:)))dr.

Dies ist dquivalent zu

11m</F d’t)—lim xde+l1m/g 7)
e—0 T

Ku Ku

Nach Erinnerung (2.4) und weil x;, ein Weg und % stetig ist folgt wieder

§'(7) =0
dt| < L(x,) - max ;T €Spr,t — 0
T li) { g(T) p ]l}
also folgt
/
tim | [ 8D 4z — 0.
e~0 |/ g(7)
K
Es bleibt
lim (/F(T)d”f) = lim ord fd
€0 e—0.J) T—x
Kp Ku
=resy F - lim dr. L]
e—0 T—X
Ky
b K1,K/1:

Aufgrund der Periodizitdt von F kann man statt des Weges Kll auch tiber
TKll integrieren, also folgt:

/F(T)dr+/F(T)dT: /P(T)dr—i—/F(T)dT

/
Tx,

16
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Anschaulich entspricht der Weg Tx; + 1 genau —9Ke(w). Wegen Lemma
(2.6) kann man das Integral dann umschreiben als

1
/ F(7)dT = res, F lim dt
e—0 T—W
—0dKe(w) —0Ke(w)
27T

1 .

— —res, Flim | —eiedt.
e—0J eett
0
Der letzte Schritt wird durch die Substitution T = w + ee' erreicht. Die
Grenzen des Integrals sind klar, weil —dK¢(w) ein Vollkreis ist. Die Be-
rechnung dieses Integrals ist vollkommen unabhédngig vom Grenzwert
€ — 0 und ergibt

27
— resy, FliII(l) i dt = —res,, F [iT]3"
o
= —2miresy, F
Insgesamt ergibt sich also
lim / F(t)dt + / F(t)dt | = —2mitesq, F. (10)
€E—0
K; K1

® K2, Ky
Zu Beginn der Betrachtung der Wege x; und K/z soll erwdhnt werden, dass
die Rechnung fiir x; durchgefiihrt, diese aber leicht durch Ersetzung von
p duch p? und durch Spiegelung der im Folgenden betrachteten Winkel
zur Rechnung mit Klz komplettiert werden kann. Zur Veranschaulichung
dient Abbildung 2.

Zundchst folgt mit Lemma (2.6) wieder

dT.

lim [ F(7)dt = res, F lim
e—0 €

—0 T—p
Ko K2

Nun will man eine dhnliche Substitution wie bei den Wegen «x; und K/l
durchfithren mit dem Unterschied, dass hier der Winkel, den man bei der
Substitution benotigt, durch den Grenzwert € — 0 verdndert wird. Man
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Abbildung 2: Der Weg x; aus [1]

integriert iiber den Winkel ¢, der, wie man in Abbildung 2 erkennt, fiir
€ — 0 gegen % strebt. Da jedoch nur ein Sechstel des Kreisrandes 0Ke(p)
berechnet werden soll, ist der Anfangswert genau 7 und es ergibt sich mit
der Substitution T = p + ee't

%
1
res, F lim dt =res, F 11m lee”dt
0 €00 T—p 0

*2 %+¢

T
= res, F lim[it|2
L e—0 ] 72T+(P

= res, F hrr(l)(—zgo)
E—>

T
= — _F . .—,
res F i
Insgesamt ergibt sich
lim [ F(t)dt = — 27 res, F. (11)
lim T=——resp

K2

18
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® K3, K;I
Es ergibt sich

/F(T)dT:k/d?T—F/F(T)dT
]o’ (o4 o4

(:)/F(T)dTZ/F(T)dT—k/d?T
v Jo o

der Ausdruck

/F dT+/F dr—/F YAt — k/ /F
:/ dT—k/

JKh+1x3

Da nun Anfangs- und Endpunkt von dem Weg x5 durch die Modulsub-
0
1
k3 abgebildet werden, ergibt sich, dass J«} + k3 ein geschlossener Weg ist.
Damit ist dieser Weg homolog zu —dK¢(z) auf einer punktierten Umge-
bung von z, auf der F holomorph ist, falls € klein genug gewéahlt wird.
Mit dem Residuensatz folgt, weil Kreise nullhomologe Zyklen darstellen:

[F@acs [Foar= [ Foae-k [T F(T)dr_k//d?f

—0Kc(z) oA 9K (z)

stitution mit | = ( _01 ) € I' auf den Anfangs- und Endpunkt von

= —27‘cirest—k/d—T
T
K3
Nun soll wieder der Radius um die Pol- oder Nullstelle so klein wie mog-
lich sein, also sucht man

lim /F dT—l—/P —11m( 2mires, F) — lim k dz
e—0 —0 e—0 T

/
K3
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Aus Erinnerung (2.4) folgt

/%dr < L(Ké)max{‘—

1 T € K
STEKLS.
p 3

In diesem speziellen Fall ist die Lange von x4 der halbe Kreisbogen vom
Kreis mit dem Radius €. Das Maximum ist nach Erinnerung (2.4) endlich
sagen wir genau M € R™, also folgt

K3

1

/—dr < rrie - M.
T

1

e—0

1
MﬁeeOthn/;M‘ﬁ&
K

Insgesamt ergibt sich

e—0

lim /Fuwr+/Fumr — 2riord, f. (12)

® Ky4:
Die Uberlegungen zur Berechnung des Integrals iiber dem Weg x4 sind
dhnlich denen von «;. Mit der Betrachtung des Grenzwertes € — 0 ndhert
sich der Integrationsweg immer mehr dem Halbkreisbogen an, der Teil
von 0K, (7) ist. ¢ geht somit gegen 7 fiir e — 0. Die Integrationsgrenzen
nach der Substitution mit T = i + ee'* ergeben sich somit wie folgt:

1
lim [ F(t)dt = res; F lim dt
e—0 e—0 T—1
Ky K4

=9
= res; F lim idt
e—0
T+e
= res; F lim (—2i¢)

e—0

= —res; F -7

20



Die Gewichtsformel §2 Die Gewichtsformel

Hier wird zudem Lemma (2.6) verwendet. Also ergibt sich

i
lim [ F(7)dt = o res; F. (13)
e—0 2

Ky

— Zusammensetzen des Weges v —

Die Ergebnisse aus (6),(7),(9),(10),(11),(12) und (13) werden nun zusammengefasst:
Man sieht, dass

/F(T)drz /F(T)dT+/F(T)dT
Y Tv

K u

1

= 271i —ordoof+0+£—ordzf—%ordif—s

12

~
Tv Ky

= 271i (—ordoof—k% —ordzf—ordi-ordif—ordp-ordpf—ordwf>

ord, f —ordy f

fiir die Fixpunkte und die Pol- und Nullstellen auf dem Weg < gilt. Hierbei standen
z und w stellvertretend fiir die auf dem Rand auftauchenden Null- bzw. Polstellen.
Zusammen mit der Darstellung tiber den Residuensatz fiir alle Pole und Nullstellen
im Inneren von F ergibt sich

wel

27ti Y ordy f = /F(T)dT
v

=2 <—0rdoof-|—£ —ordzf—ordi-ordif—ordp-ordpf—ordwf)

k
& Y. ordy f = (—ordoof—i—ﬁ—ordzf—ordi-ordif—ordp~ordpf—0rdwf>
welf
k
1 — _ =
A w%IF ord w Ordwf - Ordoof + 12
1 k

d = —.
< ng* ordw OF wf 12
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