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Diese Ausarbeitung beruht auf Kapitel III, Paragraph 4 Unterpunkt 1-3 aus dem
Buch: Elliptische Funktionen und Modulformen von M. Koecher und A. Krieg. Der
Schwerpunkt dieser Ausarbeitung liegt auf den ganzen Modulformen. Es werden
die Bezeichnungen aus den bisherigen Vortrdgen 1-8 iibernommen.
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§1 Die Dimensionsformel

In diesem Abschnitt werden erste Anwendungen der Gewichtsformel aus [4] ge-
zeigt. Die Dimensionsformel wird ohne Bezugnahme auf die Theorie der ellipti-
schen Funktionen bewiesen. Dariiber hinaus werden zentrale Ergebnisse iiber die
Diskriminante, insbesondere ihr Nichtverschwinden in H, bewiesen.

— Erste Anwendungen der Gewichtsformel —

Wie bereits in Satz 1.4 aus [2] gezeigt wurde, gilt:
M = {0} fiir ungerades k.
Fiir 0 # f € M stehen in der ausfiihrlich geschriebenen Gewichtsformel aus [4],

1 1
Eord,~f+§ordpf—{—ordoof—i— Z ord, f =

welF\{i,o}

k
E 7 (1)

nur nicht-negative Terme auf der linken Seite.

Als erste Anwendung der Gewichtsformel in (1) kann man fiir die Gewichte k = 4,
6, 8 und 10 die Ordnungen in F* = F U {oo} eindeutig angeben, zusammengefasst
in der

(1.1) Folgerung
Fiir k = 4, 6, 8 und 10 ist (1) fiir f € IMj nur 16sbar in den Fallen

k % orde f | ord; f | ord, f | f hat Nullstellen bei | der Ordnung
4 |1/3 0 0 1 o 1
6 |1/2 0 1 0 i 1 (2)
8 |2/3 0 0 2 o 2
10 | 5/6 0 1 1 iund p 1
und ord;f =0 VzeF\{ip} o
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Beweis
Um die Werte in der Tabelle (2) zu erhalten, setzt man k = 4, 6, 8 und 10 in (1) ein.
1.Fall k=4 = 12 =1.Da0 # f € My, muss also gelten

101‘df—|— ord f—|—ord f+ Y ordy f—1
N—— 3

-’
o ol U e o

S NO
= ordeo f =0, ord; f =0, ) ordyf=0 und ord,f=1.
welF\{i,p}

2. Fall: k = 6, 8 und 10. Analog zum 1. Fall gilt

firk=6 =5&=1

= ordeo f =0, ordy f =0, ). ordyf=0 undord;f=1,
weF\{i,p}

firk=8 = §5=

WIN

= orde f =0, ord; f =0, Z ord, f =0 und ord, f =2,
weF\{io}

firk=10 = 4=2

= orde f =0, Y, ordyf=0 und ord;f=1, ord, f = 1.
welF\{i,p}

Fiir gerades k > 12 ist (1) nicht eindeutig 16sbar. [

Eine Aussage aus [4] wird hier noch einmal neu formuliert.

(1.2) Lemma

Fiir jedes f € M gilt:

die Nullstellen von f in H, sind eindeutig charakterisiert durch die Nullstellen von
finlF. o

Beweis
Man weifs aus [4], dass fiir 0 # f € My gilt

ord, f =ordy; f VzeHund M eT. ]
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Damit folgt insbesondere fiir f, ¢ € My mit ord,f < ord,g Vz € [F:

ord; f <ord;g VzeH.

Nun kann man fiir 0 < k < 10 die Vektorraume M beschreiben.

(1.3) Satz
Es gilt:

a) My = {0} furk < 0.
b) My = C und Sy = {0}.

C) M; = {0}
d) My =C -Gy =C -G} und S = {0} fiir k = 4, 6, 8 und 10. o
Beweis

Zu a): Fur k < 0 ist die rechte Seite in (1) negativ. Also miisste die linke Sei-
te auch negativ sein. Fiir 0 # f € My sind aber ord;f, ord,f, ordef und
LweF\{ip) Ordw f nicht-negative Zahlen. Das ist ein Widerspruch, womit folgt:
M, = {0} fir k < 0.

Zu b): Angenommen 0 # f € M) ist nicht konstant.
Dann definiert man g := f — f(i) € My. § € My gilt, da auch fiir alle Kon-
stanten ¢ € C gilt c € My. Es ist ¢ # 0, da f nicht konstant ist. Wendet man
nun (1) auf g an, erhdlt man

%ordig+%ordpg+ordoog+ Y ordyg=0.

—~— weF\{i,p}
>3 ~~
2 >0
1
=

Das ist ein Widerspruch. Also ist My = C und damit Sg = {0}.

Zu c): Angenommen M, # {0}. Fiir 0 # f € M, setzt man k = 2 in (1) ein, und
definiert

w:=ordeg+ Y ordef, P:=ordif, 7:=ord,f.
weF\{i,}

Damit erhilt man
a + 1 B+ 11
2 PT3 7T ¢
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Zu d):

Fiir « = B = v = 0 ist das ein Widerspruch, da 0 # % ist.
Fir « > 0 und B, <y beliebig = oc—i—%[%—l—%’yZl.

Fir > 0 und «, <y beliebig = oc—i—%[%—i—%’yz
Fir v > 0 und a, B beliebig = oc—i—%[%—i—%’yz

WM =

Und damit folgt

04—1—1,34-1 >1
2 PT3 T g

Das ist auch ein Widerspruch. Also gilt M, = {0}.

Fir 0 # f € My mitk = 4, 6, 8 und 10 ist ord, f nach Folgerung (1.1) eindeutig
bestimmt fiir z € IF, ebenso ist fiir G, € My , ord, Gy eindeutig bestimmt.

VzeF:ord, f = ord; Gy.
Mit dem Lemma (1.2) folgt

Vz e H:ord; f = ord; Gy. (3)
Damit ist /Gy eine Modulform vom Gewicht 0, da man aus [2] weif3, dass

1
?EV,]{ fur0# f € Vg und V-V, CV;, gilt GLEWO.
k

Aus (3) folgt ebenfalls, dass f /Gy holomorph auf ganz H ist.
Auflerdem gilt noch
orde <Gik> =0,

da fur 0 # f, Gy € My mit k = 4, 6, 8 und 10 gilt

)

orde (Gi) = orde f — orde Gy = 0—-0=0.
k

Was noch zu zeigen ist.
Fir 0 # f, g € M gilt

.82mordoofT_'_'” Zmordoogr_’_.”

f = Qorde f und ¢ = &ordyg - €

und dann mit

f

L= h= €27
8
folgt

f=g8 h= Xorde g * Kmg - g2mi(ordes gmo)T + ...
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Damit gilt
orde f = orde g + myo

= orde f — orde § = mp = orde .
Also ist f/ Gy € My. Mit Teil b) folgt

i:c mitce C = f=c-Gg
Gi

Und somit ist My = C - Gy = C - G} und S; = {0} fiir k = 4, 6, 8 und 10.

Man betrachtet nun speziell zwei Félle aus (2) fiir G, € My in dem

(1.4) Korollar

a) Gy hat in F eine einzige Nullstelle. Diese liegt bei p und ist von 1. Ordnung.

b) Ge hat in FF eine einzige Nullstelle. Diese liegt bei i und ist von 1. Ordnung.

Beweis
Da G € M ist, kann man die Tabelle aus (2) anwenden.

Zu a): Fur k = 4: G4 hat in F eine einzige Nullstelle bei p der Ordnung 1.
Zub): Fiir k = 6: Gg hat in F eine einzige Nullstelle bei i der Ordnung 1.

— Beweis zentraler Ergebnisse der Diskriminante —

Aus (1) erhdlt man den

(1.5) Satz
Es gilt A*(7) # 0 fur alle T € H.

Beweis
Aus Satz (3.8) in [3] weifs man, dass A* € Sy, ist, also k = 12.
Es gilt mit Satz (3.6) aus [3]

A*(t) = Y t(m) ¥, T € H,

m=1

O]
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mit 7(1) = 1 und ordeA* = 1.

Da 0 # A* € S1p C My; ist, kann man die Gewichtsformel aus (1) anwenden:

12 1 1
=1=-ord; A"+ 3 ord, A" + orde A* + Z ord, A*
€ Ny

ﬁ 2 N — —_— .
€ Ny € Ny -1 weF\{ip}

€ Ny

1
3 ord, A" + Z ord,, A*
weF\{ip}

(. J/
-~

1
:>1:1—i—§ordiA*—|—

= ord; A" =0, ordy A" =0, 2 ord, A" =0
weF\{i,p}

= A" hat keine Nullstellen in .

Damit ist A* nullstellenfrei auf [F.
Mit dem Lemma (1.2) ist A*(7) # O fiir alle T € H.

Wie bereits in [2] gezeigt wurde, gilt

My -M; C Mgy und S;-M; C SkJrl fur kI e Z.

Ein entscheidendes Hilfmittel ist nun das
(1.6) Lemma
Fiir gerades k > 0 gilt
S = A" -Mi_qs.

Beweis

Mit (4) und A* € Sq5 hat man zunéchst: A* - My_1, C Sy
Nach dem Satz (1.5) ist A* in H nullstellenfrei.

Fiir 0 # f € Sy definiert man g := f/A*.

Beh.: g - Mkflz.
Bew.:

1. A* nullstellenfrei in H nach Satz (1.5) = g holomorph auf H.

(4)
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2. M €T und T € H beliebig:

gli-12M(7) = (cT+d) 12 g(MT)

k412 f(MT)
A*(MT)

(et +d)7F f(MT)

(et +d)12 A*(MT)

= (ct+4d)

_ f(7)
A*(T)
= g(7).
3. Es gilt A* € 51, und f € 5y, also
A (1) = Z 7(m) . 2TmT nd f(r) = Z ,Xf(m) . p2rimt
m=1 me1

Mit 2. gilt
g(t+1) =g(7)

= g periodisch mit Periode 1 = ¢ besitzt eindeutige Fourier-Entwicklung

= g(7) = i ag(m) - 7T,

m=mnig

Mit A* - ¢ = f kann man schreiben

(o) o0 [e9)
Z “f(m) _627'[17117,' — Z ocg(m) . emeT . Z T(m) . emeT (5)
m=1 m=m m=1
Cauchy-Produkt iy :
auc y:ro ukt Z < Z T(n) . ch(m . n)) . emeT.
m=mg+1 n=1

Man setzt nun mgy < 0 und betrachtet fiir m = my die Koeffizienten von 2™ ("o+1)7

= (T(l) P T(2) - 2T ) : ((xg(mo) - 2TMOT 4 o (mo + 1) - 27rilmo+1)T 4 >

=1(1) - ag(mo) - GH0mF T L mitmg +1 < 0.
—— —
£0
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Die linke Seite in (5) beginnt erst mit m = 1, ist also von der Form
le(l) . eZm’T + le(z) . eZm’ZT + le(?)) _62711'37 .

Mit einem Koeffizientenvergleich ist das ein Widerspruch,
da die Fourier-Entwicklungen eindeutig sind.

=mp>0 =g(1)=)_ ag(m) - g2mimT,
m>0

Mit 1., 2. und 3. ist g € IMy_15. Also Sy C A* - M_15.
Und somit gilt fiir gerades k > 0: S = A* - Mj_1». O]

Einen Spezialfall erhdlt man mit dem Satz (1.3).

(1.7) Korollar
Es gllt 812 =C- A" <

Beweis
Man weif3, dass A* € Sy und S = A* - Mj_1; ist. Also gilt mit dem Satz (1.3)b)

Sip=My- A" =C-A". -

Damit ergibt sich nun eine hilfreiche Formel fiir die Dimension von M.

(1.8) Satz (Dimensionsformel)
Fiir gerades k > 0 ist My endlich-dimensional und es gilt

[%} falls k = 2 (mod 12),
dimC Mk =
[%} +1, fallsk %2 (mod 12).

Beweis

Lasst man zundchst die Dimension oo fiir My zu, dann ergibt Satz 2.17b) aus [3]
dil’an =1 —l—dimSk , k > 4

und mit dem Lemma (1.6) folgt

dim Sk = dim Mk—lZ ’ k > 12.
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Zusammen erhilt man
dimM; =1+dimM;_15, kK > 12.

Die Behauptung fiir k > 12 zeigt man mit einer Induktion nach k.

(IA): Mit Satz (1.3) gilt die Dimensionsformel fiir gerades k, 0 < k < 12.
(IV): Die Behauptung gilt fiir ein gerades k € INo.
(IS): k — k4 12:

dim My 1p = 1 4 dim M

= dlka + 1.

Es gilt
(k+12) =2 (mod 12) = k=2 (mod 12)
(k+12) #2 (mod 12) =k # 2 (mod 12).
Also erhédlt man

fur k =2 (mod 12):

. . w |k k+12
dlka+12 = dlka + 1= |:E:| + 1= |:T:| .

Fiir k # 2 (mod 12):

dim My, 1o = dim M +1+1 % {%] +141= [k;’—;z} 41

Da die Behauptung fiir 0 < k < 12 gezeigt wurde, folgt sie mit dem Induktionsprin-

zip fiir alle geraden k ebenso. [

Analog zu der Folgerung (1.1) erhélt man aufgrund von (1) die
(1.9) Folgerung

Es gilt
6-ord; f +4-ord, f =k (mod 12) fiir 0 # f € My
und damit
k(mod12) |0|2(4]6|8]|10
ord;f (mod2) |0 |10 |10 1 (6)
ordpf (mod3) [0 [2 10|21 o

10
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Beweis
Aus (1) folgt

k=6-ord;f+4-ord, f +12- | orde f + Z ord,, f fir 0 # f € My
weF\{ip}

und mit (mod 12) folgt

k (mod 12) = 6-ord; f +4-ord, f fiir 0 # f € M.
Zunichst die moglichen Félle allgemein
a) ordyf =3-mmitme€Z =4-ordyf =12-m

i) ordif =2-nmitn € Z = 6-ord;f =12-n
= 6-ord;f +4-ordyf =12-m+12-n €12-Z

ii) ord;f =2-n+1mitn € Z = 6 -ord;f =12-n+6
=6-ord;f +4-ordyf =12-m+12-n+6 €12-Z +6

b) ordpf =3-m+1mitmeZ =4 -ord,f =12-m+4

i) ordif =2-nmitn € Z = 6-ord;f =12-n
= 6-ord;f +4-ord,f =12-m+4+12-n €12-Z +4

ii) ord;f =2-n+1mitn € Z =6 -ord;f =12-n+6
= 6-ord;f +4-ord,f =12-m+12-n+10 €12-Z+10

c)ordyf =3-m+2mitme€Z =4-ordyf =12-m +8

i) ordif =2-nmitn € Z = 6-ord;f =12-n
= 6-ord;f +4-ordyf =12-m+8+12-n €12-Z+38

ii) ord;f =2-n+1mitn € Z = 6 -ord;f =12-n+6
= 6-ord;f +4-ord,f =12-m+12-(n+1)+2 €12-Z +2
1. Fall: k = 12 - m mit m € Z. Es gilt

k=12-m :6-ord,-j/f—|—4~$‘dpf = 6-ord; f+4-ord, f €12-Z.
€12-Z 7 g

Also gilt a) i): ord,f =3 -7 und ord;f =2-smitr, s € Z.

11
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2. Fall: k =12 -m 42 mit m € Z. Es gilt

k=12-m+2 =6-ord;f+4-ordyf =6-ord;f+4-ordyf €12-Z + 2.
S—— —— ——
€12-Z +2 ez -7
Also gilt ¢) ii): ordyf =3-r+2und ord;f =2-s+1mitr, s € Z.
3.Fall: k =12 -m +4 mit m € Z. Es gilt
k=12-m+4 =6-ord;f+4-ordyf =6-ord;f+4-ord,f €12-Z + 4.
€12-Z + 4 cz -7
Also giltb)i): ordyf =3-r+1und ord;f =2 -smitr, s € Z.

4 Fal k=12-m+6mitmeZ = 6-ord;f +4-ord,f €12 -Z +6.
Also gilt a) ii): ordpf =3-rund ord;f =2 -s+1mitr, s € Z.

5.Fall k=12-m+8mitme€Z = 6-ord;f +4-ord,f €12 -Z + 8.
Also gilt ¢) i): ordpf =3-r+2und ord;f =2-smitr, s € Z.

6.Fall k =12-m+10mitm € Z = 6-ord;f +4-ord,f €12 -Z +10.
Also gilt b) ii): ordyf =3-r+1und ord;f =2-s+1mitr, s € Z. O]

Und damit erhalt man das

(1.10) Korollar
Fir 0 # f € My gilt ordef < dim M. o

Beweis
Aus der Gewichtsformel ergibt sich mit (1) im Falle f # 0

1ordf+ ordpf—l—ord f+ Z ordy, f

12
o = ol oWRC Y

J/

G]NO

Mit (6) ergibt sich fiir k = 2 (mod 12)

k 1 1 1 1 1
5= pudiftgordofrodsft ), ordyf >ordeft gt oty
>1 7 e, wER\er o
= = 0
GE&IQ

12
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und sonst

12 2 —

k1 1
— =—-ord; f + gordp]:+ordoof+ Z ord, f > orde f.
€ N € Ny e, @R\ o,

E‘HF\TO
Insgesamt erhdlt man

LIS

{ordoof—i—%—i—%—i—%, falls k =2 (mod 12),
12 —

orde f , sonst .

Mit der Dimensionsformel (1.8) folgt

dim My, = {%} > {ordmf + g} = orde f + 1, falls k = 2(mod 12)

dim My, = {%} +1> [orde f] +1 = orde f + 1, falls k # 2(mod 12).

Also ist orde f < dim M. O

Anders ausgedriickt besagt dieses Korollar, dass aus
af(m) =0 fiir 0 < m < dim My immer f = 0 folgt, denn

Z Déf(m) _ezmmr

m>0

— Z zxf(m) . eZm’mT

m>dim My,

= orde f > dim M.

Mit dem Korollar (1.10) ist das ein Widerspruch.

13
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§2 Einfache Folgerungen

In diesem Abschnitt werden einige einfache Folgerungen mit den Ergebnissen aus
§1 bewiesen. Man kann jetzt mithilfe des Lemmas (1.6) und der Dimensionsformel
(1.8), die Vektorraume My fiir 12 < k < 26 beschreiben. Und damit die Ergebnisse
in Satz (1.3) erweitern.

(2.1) Folgerung

(M1, =C-Gj,@C- A%, Spp = C - A",
My, =C- Gy, S14 = {0},
My =C-G'&C-A* -G} ,,, Sy =C-A*-G}

fir k = 16, 18, 20, 22, 26,
Moy =C-G3,&C-Gf, A" B C-A*?, Sy =C-Gj,-A*©C A2

Beweis
Mit Satz 2.17b) aus [3]

My =C -G @S, fir gerades k > 4
folgt
fir k = 12: dim My, = 2.
Mp =C-Gj, ®C-A" mit S = C-A* nach Korollar (1.7).
Fir k = 14: dim M4 = 1.
My =C-Gjy; mit Sy4 = {0} nach Lemma (1.6) und Satz (1.3)c).
Far k = 16, 18, 20, 22, 26: dim M, = 2.
Weiter gilt fiir k = 16, 18, 20, 22:
Sk =C- A" - G{_;, nach Lemma (1.6) und Satz (1.3)d).
Und fur k = 26:
Sk =C-A"-G{_;, nach Lemma (1.6) und M4 = C - GJ;.
Damit folgt insgesamt fiir k = 16, 18, 20, 22, 26:
My =C -G ®C-A"-Gi_qp.

14
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Fur k = 24: dim M24 = 3.
Syy = C-Giy- A" ®C-A*? nach Lemma (1.6) und My, = C -G}, ® C - A*.
Also gilt fiir k = 24:

My =C-Gi®C-Gip-A*®C- A2 a

(2.2) Bemerkung
Natiirlich bleiben diese Beziehungen giiltig, wenn man jeweils die normierte Eisenstein-
Reihe G; durch die urspriingliche Reihe Gy ersetzt. o

Daraus ergeben sich sofort einige Identitdten, zusammengefasst in der

(2.3) Folgerung

Gi> =G}, dh.aberauch 3-G?=7-Gg,

GZ'GESZGTO, also 5'G4-G6:11~G10,

Gj>-Gf =G}y, also 2-3-5-G3-Gg=11-13-Gyg. o

Beweis
Nach (4) gilt
My-M; C My, furk, I € Z.

Also gehort GZZ zu Mg = C - Gg, daher gilt

G?2=_c -G
£0

= G}*(1) = ) ocGZz(m) L2 — ¢ Y. ag; (m) 2T — G (7T)
m=0

m=0
Koeffizientenvergleich
= = ag2(0) = c-ag;(0)
4 ——
=1

=c=1.

Der konstante Koeffizient von GZZ folgt aus dem Cauchy-Produkt (vgl. Bew. zu (1.6)).
Analog gehort G - G zu M9 = C - Gj, und Gj:z -G zuMyy = C-Gjy.

15
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Nach Satz 2.10 aus [3] gilt

. 2 o0 )
Gr(t) =20(k) +2- % Y o1 (m) - e¥MT |k > 4 gerade.
B ©om=1
Und nach 2.11 aus [3] gilt
1
L= >4
Gy 2200 Gk, k > 4 gerade
und damit folgt laut Satz 2.15 aus [3]
Gi(t)=1—- %k - Y o1 (m) - ™M, k > 4 gerade
k' m=1

=1+ag (1) Pt aG: (2) P

Also erhilt man

Gl’:z(‘[) =14+2. “G;(l) ,€2m"r + (2 . “G;(Z) + (“G]’(‘ (1))2> .e2m'2'r 4.
N—— ~— /,
_. “G;Z(l) =: IXG;;Z(Z)

Gi(1)-Gf(t) =1+ (“G*(l) +0¢G*(1)> . 2T

G;Z(T) ) GZ*(T) =1+ (“G;(Q(l) + OCGI* (1)) L 2T

+ (fxc;gz(Z) +ag:(2) +2-ag: (1) '06(;1*(1)> LT

Fiir die ersten drei Koeffizienten der eindeutigen Fourier-Entwicklungen von Gy und
G; fir k = 4, 6, 8, 10, 12, 14 gilt mit Korollar 2.18 aus [3]

2k
ag, (m) = —ag,(0) - B 0x_1(m) , k > 4 gerade.
k
2k
agy(m) = —ag(0) - o= - 0k-—1(m) , k > 4 gerade.
By
k | ag:(0) | age (1) | ag(2) xG, (0)
4] 1 240 9 - 240 -k
6 1 —504 | 33 - (—504) 0 - o=
8 1 480 129 - 480 70 - e (7)
2
RN AL ne WL
12 1 691 2049 - 261 ”14 i 638312875

16
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Also gilt

G¥ =1+ (2-240) - ¥ + (2924042407 ) - X" 4 ..
= 14480 - 2T 4 (9 - 480 + 120 - 480) - 2727 - ..
— 14480 - e?™7 4129 - 480 - 27 1 ..
=G

G} -Gi =1+ (240 — 504) - ¥ (9 - 240 — 33 - 504 — 240 - 504) - 227 4 ..
=1 —264-e?™7 4 (—450 - 264 — 63 - 264) - 22T | .
=1 —264- 7T —513.264 - 227 4 . .
= Gjp.

G}2- G} =1+ (480 — 504) - ¥ + (129 - 480 — 33 - 504 — 2 - 240 - 504) - 22T 4.,
=1 —24 -7 4 (2580 - 24 — 693 - 24 — 10080 - 24) - 227 1 ...
—1—24-¢77 — 819324 22T 4 .

- G:T4.
Das heisst die Konstante c ist jeweils als 1 zu wiéhlen.
Mit , .
Gi =7+ G = - Gy
£ 20(k) a6, (0)

folgt aus der Tabelle in (7)

45\ 2 4725
(_) -Gi = "= -Gg

= 3-675-G2=7-675-Gg
=3-G3=7-Gg

und
45 945 93555
wi G4 s G0 = gm0
= 5-8505- Gy - Gg = 11 -8505 - Gqg

=5-G4-Gg =11 Gy

- G1o

17
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und

45\% _, 945 127702575
Tt ) 4'%'G6_W'Gl4
= 30-893025 - G3 - Gg = 143 - 893025 - G4
=2-3.5-G7-Gg =11-13- Gy4. .
(2.4) Lemma
Es gilt
1 691 691
Af = *¥3 2 Y70 o 2\ *3 % .
1728 <G4 6> 762048( 12 6) 432000( 4 GH) o
Beweis

Aus dem Beweis von Folgerung (2.3) folgt
GP(T) =143 ag:(1)- ™+ ...
Es gilt Gf’ — Gg‘Z € 510 = C - A*, also ein Vielfaches von A*, da

Analog sind Gj, — GZZ und GZ3 — Gj, € 512 = C- A%, unterscheiden sich also von
A* nur um einen konstanten Vorfaktor. Also gilt, da A*(t) = 1-¢?™T + ..., also
KA* (1) =1:

aGIS—GgZ(l) =3. “GZ(l) -2 DCGZ (1) =3-240+2-504 = 1728

= A = 171—28 (6*-c?)

65520 762048
a6y, —c2(1) = (1) = 2-ag; (1) = “z5= +2-504 =

691
* * %2
A= 762048 <G12 Ge )

“GIS—GTz(l) =3 [XGI(l) - “sz(l) =3-240 —

65520 432000
691 691

691
* *3
= A= 132000 <G4 G12> : 0

Aus diesem Lemma (2.4) kann man direkt folgern.

18
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(2.5) Korollar (Ramanujan-Kongruenz)
Es gilt
T(m) = oq1(m) (mod 691) fiir alle m € IN.

Beweis
Nach Satz 3.6 aus [3] gilt

und mit

d o0
A= Z 0’11(7}1) -emeT und B := Z 0'5(11’[) . emer
m=1 o

kann man schreiben

1008 - 65
Gh=1+4———-A und G{=1-504-B.
691
Mit
G;? =1—1008 - B + 254016 - B
folgt
1 .
G, —G? = % - A +1008 - B — 254016 - B2

Und dann folgt mit Lemma (2.4)

. 691 . 1008 - 65 A4 1008 - 691 B 254016 - 691 B2
762048 691 691 691
- 65 691 691 5
=756 At7sg B3 B

Man multipliziert jetzt beide Seiten mit 756

— 756- A" =65 A -+ 691 - (3—252-32)

J/

—F
wobei F eine Fourier-Reihe mit Koeffizienten aus Z bezeichne. Aus dem Cauchy-

Produkt und der Definition von B folgt, dass die Koeffizienten in Z liegen.
Und dann mit (mod 691) gilt

65- A" =65- (A (mod 691))
= A" = A (mod 691), da ggT(65,691) = 1.
Mit einem Koeffizientenvergleich folgt

T(m) = o11(m) (mod 691). ]
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§3 Basen von M;

In diesem Abschnitt werden mit den bisherigen Ergebnissen aus §1 und §2 Basen
von M bestimmt. Jetzt kann man die Ergebnisse aus Folgerung (2.1) weiterfiithren
und allgemein fiir gerades k > 0 die Vektorrdume IM; beschreiben. Um die Formeln

etwas zu vereinfachen setzt man
Go:=Gy:=1,Gy:=G;:=0

und es sei stets k > 0 gerade. Eine Iteration von Lemma (1.6) ergibt das

(3.1) Lemma
Es gilt
M= P C Gy, A
0<r<( 5]
Beweis

Die Aussage in (8) wird durch eine Induktion nach k bewiesen. Es gilt

My = C- G} ®A* - My_1,.

(IA): (8) gilt mit Satz (1.3) und Folgerung (2.1) fiir gerades k, 0 < k < 26.

(IV): Die Behauptung gilt fiir ein gerades k € INp.
(IS): k — k4 12:

ZC-Glyp @A D C- Gy A"

o<rs[4)

=C- G @ C'chk—ur'A*(rH)

osr<[]

=C- Glj+12 EB C: G;ck—lz(r—l) AT

1<r<[5]+1

= @ C'chk+12—12r'A*r-

o<r<[i

Damit ist die Aussage in (8) nach dem Induktionsprinzip gezeigt.
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Analog zu My = C - G @ S hat man den

(3.2) Satz
Fiir jede Losung r, s von
dr+6s =k, k>4, 9)
in nattirlichen Zahlen r, s gilt
My =C-G;" - Gg® ® S (10)
und es gibt solche Losungen 7, s. o

Beweis
Die Losbarkeit von (9) ist fiir k = 0 (mod 4) klar, also: k = 4r fiir r € IN.
Fiir den Fall k = 2 (mod 4), also k = 4m +2 > 6 mit m € IN, kann man zum Beispiel:
r =m —1und s = 1 wihlen.
Damit folgt
k=4-(m—1)+6-1

=4m + 2.

Noch zu zeigen ist (10).
Fiir f € My definiert man g := f —a¢(0) - G} - G¢* € My. Damit folgt mithilfe des
Cauchy-Produkts

DCg(O) = DCf(O) — (Xf(O) . DCGZr (0) . DCGgs (0) =0
:>g65k :>f:o¢f(0)-GZr-G25—|—g_

Also gilt My = C- G} - G{° © 5, da auflerdem ocGZr.Ggs(O) = 1 und somit

C- G} -G NS, = {0}. O
(3.3) Satz
Fiir k > 4 gerade gilt
M, =EPC- Gy G (11)
r,s
wobei tiber alle nattirlichen Zahlen 7, s mit 4r + 6s = k zu summieren ist. o

Beweis
Die Aussage in (11) wird durch zwei Induktionen nach k bewiesen.

1. Induktion nach k um zu zeigen, dass die Formen G;" - G¢® mit 4r + 6s = k den
Vektorraum Mj aufspannen.
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2. Induktion nach k um zu zeigen, dass die Anzahl der Paare (7, s) € Ng x INp mit
4r 4+ 6s = k gerade {%] ist, falls k = 2 (mod 12) bzw. [%] + 1, falls k # 2 (mod
12).

Es gilt nach Satz (3.2) und Lemma (1.6)
My =C -G G B My_pp- A mit A" = —— (G*3 _ G*Z) :
4 6 - 1728 4 6

Zur 1. Induktion:
(IA): (11) gilt mit Satz (1.3) und Folgerung (2.3) fiir gerades k, 4 < k < 12.
(IV): Die Behauptung gilt fiir ein gerades k € Z, k > 4.
as): k — k+12:
MkJrlz:C-Gim-ng@Mk-A* mit 4m+6n =k+ 12
1

Ton (6P~ Gi?) mit 4r+6s=k

QC'sz'GgHGBC'GIr‘GgS'
7,S

=C- Gim . ng EBC . (Gz(r+3) . Ggs _ GZLW . Gg(s+2))
r,s

mit 4(r+3)+6s=k+12 und 4r+6(s+2)=k+12
C) C-G™-G" mit 4m+6n=k+12.
m,n

Zur 2. Induktion:
(I1A):

k=4 =4%#2(mod 12) und {14—2]—1—1:1.

Es gibt nur ein Paar (v, s) € N x INg mit 47 + 6s = 4, ndmlich (1, 0).
Analog ebenso fiir k = 6, 8 und 10.

k=12 =12 # 2 (mod 12) und H—ﬂ—kl:z

Es gibt also zwei Paare (7, s) € INg x INg mit 4r + 6s = 12, ndmlich (3, 0) und (0, 2).

k=14 = 14=2 (mod 12) und {%} =1.

Es gibt nur ein Paar (7, s) € Ng x INg mit 47 + 6s = 14, namlich (2, 1).
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(IV): Die Behauptung gilt fiir ein gerades k € Z, k > 4.
(IS): k — k4 12:

dm+6n =k+12 mit (m,n) € Ny x Ny
& 4(m—3)+6n=k
S4r+6n=k mit r=m-—23.

1. Fall: m > 3
Nach Induktionsvorraussetzung gilt

fur k = 2 (mod 12): Anzahl der Paare = [%
fiir k # 2 (mod 12): Anzahl der Paare = [%} + 1.

2. Fall: m <3
a) m=20:

40-3)+6n=k

sS6n=k+12 < k=0 (mod 6)
b) m=1:

4(1-3)+6n==k

so6n=k+8 < k=4 (mod 6)
c)m=2

42-3)+6n==k
sob6n=k+4 < k=2 (mod 6)

Nur einer der drei Félle a), b) oder c¢) aus dem 2. Fall kann eintreffen, wodurch man

ein Paar mehr erhilt.
Also erhilt man
fir k = 2 (mod 12): Anzahl der Paare = [%] (+1),

fur k # 2 (mod 12): Anzahl der Paare = [%} + 1 (+1).

Damit sind die G;" - G;* eine Basis von My, da mit der Dimensionsformel (1.8) die

Dimension genau der Anzahl dieser Elemente entpricht.

Man betrachte nun den C-Vektorraum

M= @ M=COM;&Mg®--- .
k gerade
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(3.4) Bemerkung
Wegen My - M; C My, ist M eine kommutative C-Algebra mit Einselement, die
nach (12) graduiert ist. o

Aus der Darstellung als direkte Summe im Satz (3.3) folgert man das

(3.5) Korollar
Es gilt M = C [G}, G}] und G}, G} sind algebraisch unabhiingig. o

Beweis
Mit dem Satz (3.3) weifs man, dass die Formen G;" - G¢® eine Basis fiir den Vektor-
raum M;, bilden mit 4r 4 6s = k.
Nun wird gezeigt, dass G;, G; algebraisch unabhéngig sind, wodurch dann M dem
Polynomring C [G}, G| entspricht.
P(G;,G;) € C[G}, G| mit entsprechender Graduierung 4r + 6s = k.
Zu zeigen:
P (G;,G¢) =0 wobei My die Basis G;" - G¢° hat, so ist P = 0.
———

€ My
Also
P(G},G¢) =) ars-Gy -G =0
r,s
S =0 V(r,s) mitdr+6s =k,

da G;" - G;° eine Basis von My ist.
Daraus folgt P = 0, und damit sind G;, G; algebraisch unabhingig.
Wodurch man die Darstellung M = C [G}, G| als Polynomring erhalt. O
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