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Die Fourieranalysis beschiftigt sich mit dem Problem, inwiefern sich Funktionen
mittels Sinus und Cosinus, das heifst periodischen Funktionen, approximieren las-
sen. Diese Darstellungen sind sowohl in der Mathematik als auch in der Physik von
grofier Bedeutung und haben in viele Bereichen Anwendung.

§1 Fourier-Reihen: Definitionen

Wir betrachten im Folgenden periodische Funktionen.

(1.1) Definition (periodische Funktionen)
Eine auf ganz R definierte Funktion f heifst periodisch mit Periode L > 0, falls fiir
alle x € R gilt:

fx+L) = f(x).

(1.2) Bemerkung
Hat f die Periode L, so hat die Funktion F, definiert durch

Fx) = f(%x) fiir alle x € R

die Periode 27t. o

Im Folgenden setzen wir voraus, dass f Riemann-integrierbar ist, auf jedem be-
schrankten Intervall. Wir wollen nun wissen, welche Funktionen eine Reihendarste-
lung der Form

(ee]

flx) = 5 T Y (an cos(nx) + b, sin(nx)) (I

n=1

besitzen. Dazu schauen wir uns zunéchst einige grundlegende Eigenschaften von
Funktionen, fiir die eine solche Darstellung existieren. Wir stellen uns also die Frage:
"Besitzt eine Funktion f eine Reihendarstellung der Form (I), wie miissen wir dann
die Koeffizienten a,, und b, bestimmen?"
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(1.3) Definition (trigonometrisches Polynom)
Eine Funktion f: R — R heifit trigonometrisches Polynom der Ordnung n € IN,
talls sie sich schreiben ldsst als:

n
f(x) =a0+ Z (apcoskx + by sinkx) mitag,ar, by €ER, firk=1,...,n.
k=1

Alternativ zu der obigen reellen Darstellung existiert noch eine komplexe Darstel-
lung:

n
flx)="Y_ cke’™ mitc €C, firk=—n,...,n
k=—n <o

Analog zur Analysis ldsst sich nun die Definition einer trigonometrischen Reihe auf-
schreiben.

(1.4) Definition (trigonometrische Reihe)
Eine Funktion f: R — IR heifdt trigonometrische Reihe, falls sie sich schreiben ldsst

als:
o0

f(x) =ag+ ) (acoskx +bysinkx) mit ag,ar, by € R, fiir k € N
k=1

oder

fx)=)_ cee’™  mit ¢, € C, fiir k € Z.
k=—o0 <o

Damit kdnnen wir nun, die spezielle trigonometrische Reihe, die Fourier-Reihen de-
finieren.

(1.5) Definition (Fourier-Reihen)
Sei f: R — R eine auf dem Intervall [, b] der Lange L = b — a mit a < b integrier-
bare Funktion, dann heifSen

i) die Fourier-Reihe von f

ad A TTinx ad 2 2
) Z_:oof(n)ez L~ oder 512_0 +) (an cos (%) + b, sin ( 7ILnx)> .

= n=1

Man schreibt auch

(]

f)~ Y cne™t

n=-—oco
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um zu verdeutlichen, dass die Reihe auf der rechten Seite die Fourier-Reihe von

f ist.
ii) der n-te Fourier-Koeffizient von f fiir n € Z

A

f(n) =cu:=

=

b
/f(x)e_zfmx dx.
a

iii) die k-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f

2minx

k
Se(x) = Y cpe” L firk e N.

n=—k

(1.6) Bemerkung

Nun beschéftigen wir uns mit der Frage, inwiefern sich eine Funktion f als tri-
gonometrische Reihe beziehungsweise Fourier-Reihe darstellen ldsst. Das heifst wir
wollen die Koeffizienten a,, b, und c, gerade so auffassen, dass sie eine gute Appro-
ximation darstellen und die Fourier-Reihe gegen f konvergiert. Im Idealfall wiirde
gleichméflige Konvergenz vorliegen, welche wir im Folgenden auch annehmen. ¢

Wir zeigen zunéchst die Aquivalenz der beiden Ausdriicke fiir Fourier-Reihen aus
(1.5) bei entsprechender Wahl der Koeffizienten a,, b, und c,.

Herleitung
Sei f: R — R eine auf dem Intervall [a,b] der Lange L integrierbare Funktion und

1
angenommen f ldsst sich als Fourier-Reihe schreiben, dann folgt mit a, @ cn+c_p
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fur n € Ng und b, @ i(ch+c_p) firn € N:

0o .
2minx

f)~ Y e’

nx . . 2mnx 27tnx . 27tnx
)-l—zsm(T) +cp COS(—T)-l—zsm(— T )

=0+ 35 (e +eon)cosE) e, — o) sin(ZE)

1),2) a ad 27Tnx . 27mnx
(:()?0+Z<ancos( 3 ) + by sin( I ))

Hier erklart sich nun auch der Faktor % in der Schreibweise (I) von oben.

(1.7) Bemerkung
Betrachten wir nun den Fall [a,b] = [0, 277] und nehmen an, die Funktion f lasst sich
als Fourier-Reihe -

fa)= Y ™

n=—oo

schreiben. Durch multiplizieren beider Seiten mit e"ikx ez beliebig, und an-
schliefender Integration, unter der Annahme, dass die termweise Integration tiber
die Summe erlaubt ist (siehe Bemerkung (1.6)), erhélt man:

27 o 27
/f(x)eikxdx =) cn/ei(”k)xdx.
0 0

Nun gilt fiir k # n:

27 27T
/ei(n—k)xdx _ { 1 ei(n—k)x] _ 1-1 _ 0
0

und fiir k = n:

27T 27T
/el(”k)xdx = /1dx =27
0 0
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Wir erhalten also:
27

/f(x)e_ikxdx = 27Tcy

0

1 2
== 5 /f(x)e_ikxdx.
0

Die Koeffizienten der rellen Fourier-Reihe sind gegeben durch

27
ayp =cp+c_y = %/f(x) cos(nx)dx ,n>0
0
27
by =i(ch —c—y) = %/f(x) sin(nx)dx ,n>1
0 o

Weiterhin sind die von uns gewédhlten Integrationsgrenzen zur Bestimmung der Ko-
effizienten nicht relevant, wie das folgende Lemma zeigt.

(1.8) Lemma
Ist f periodisch mit Periode p und integrierbar auf jedem abgeschlossenen Intervall,

dann ist [ ;H'P f(x)dx unabhéingig von a € R. Weiter gilt fiira € R™ :

falls f ungerade ist.

r 2[5 f(x)dx falls f gerade ist,
_/uf(x)dx = {O 0

Beweis
Seia € Rund n = min{n € Z|n > a}, so dass

as<np<a-+p

und sei weiterhin p; =a + p — np.
Wir substituieren x = y — np,dx = dy und erhalten

p1 a+p a+p
[fwdx= [ fly—mp)y= [ fo)ay @)
0 np np
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sowie durch die Substitution x =y —np+p=y— (n—1)p,dx = dy

/f dx—/f (n—1)p)dy = /f (2)

Insgesamt folgt somit nach (1) und (2)

p1 a+p a+p

if@m / dx+/f dw—/f dx+/f dw—/f
0

Auferdem gilt fiir f mita € R*:

if(x)dx = /af(X)der /Of(X)dx

_/f dx+/f

2 [y f(x)dx falls f gerade ist,
0 falls f ungerade ist. =

Hierdurch erhalten wir letztendlich unsere Definition der Fourier-Reihe wie in (1.3)
angegeben fiir Funktionen auf allgemeinen Intervallen [a,b] € R. Da heif$t, das Ent-
scheidende bei der Berechnung der Fourier-Koeffizienten ist lediglich die Periode
oder anderes ausgedriickt das Intervall auf dem wir unsere Funktion f durch eine
trigonometrische Reihe approximieren wollen.

Allgemein gilt also nach obigem Lemma fiir die Fourier-Koeffizienten von f:

b
72 in
/ nxdx ,furn € Z.

ﬁl»—‘

f(n)

(1.9) Satz
Sei f: R — R eine 27-periodische integrierbare Funktion, so ist die Fourier-Reihe
von f gegeben durch:

£x) ~ F(0) + 2 (1F(m) + F(~n)]cos(ux) + ilf(n) — F(—n)]sin(nx))

n=1
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mit den Fourier-Koeffizienten

f(”) = % /f(x)e_i”xdx fiirn € Z.

Beweis
Betrachten wir nochmal eine Funktion f (welche eine Darstellung als Fourier-Reihe
nach (1.6) besitzt). Dann folgt:

ap < 27TNnx . [ 2mnx
f(x)~§—|—r§<ancos< 3 )—i—bnsm< T ))

Es gilt nach (1.5):

an=cp+c_n=f(n)+f(—n) farneN,
by =i(cn —c_p) = i[f(n) — f(—n)] firn € N.

Somit folgt:

f(x) ~ £(0) + il (IF(n) + f(=n)] cos(nx) +ilf(n) — f(~m)] sin(nx) ) . .

Wir wollen nun weitere Eigenschaften der Fourier-Reihen betrachten.

(1.10) Satz
Sei f: R — R eine 27r-periodische integrierbare Funktion, dann gilt:

i) Ist f gerade, dann ist
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Beweis
Es gilt sin(—nx) = — sin(nx) und cos(—nx) = cos(nx) fir alle n € Z.

i) Sei f gerade und 27 -periodisch, dann ist f(x) = f(—x). Sei weiterhin
fi(x) := f(x) cos(nx) = f(—x) cos(—nx) = fr(—x)

und

fa(x) := f(x)sin(nx) = —f(—x) sin(—nx) = — fo(—x).

Offensichtlich ist f| gerade und f, ungerade und es folgt mit (1.7) und (1.8)

21 T T
ay = %/fl(x)dx = % /fl(x)dx = —/f(x) cos(nx)dx
0 -7 0
und
1 27 1 T
b, = p /fZ(x)dx = /fz(x)dx =0
0 -7

Insgesamt gilt also

ii) Sei f gerade und 27t-periodisch, dann ist f(x) = —f(—x). Sei weiterhin

fi(x) := f(x) cos(nx) = —f(—x) cos(—nx) = —fr(—x)

und

fa(x) := f(x)sin(nx) = f(—x)sin(—nx) = fo(—x).

Offensichtlich ist f; ungerade und f, gerade und es folgt mit (1.7) und (1.8)

n = %7f1(x)dx = % /nf1(x)dx =0
0 -7
und 27 T T
b, = %/fl(x)dx = % /fl(x)dx = —/f(x) sin(nx)dx.
0 -7 0
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Insgesamt gilt also

f(x) ~ F(0) 4 2i ilf(n) sin(nx).

(1.11) Satz
Sei f : R — R eine 27r-periodische integrierbare Funktion.Wenn f(n) = f(—n) fir
alle n € Z, dann ist die Folge der Partialsummen (a)gcy mit

k .
ag =y f(n)e™
n=—k
der Fourier-Reihe von f reellwertig. o

Beweis

A

Mit f(n) = f(—n) gilt:

und insbesondere

Damit erhalten wir:

k
ax = Z f(”)ei”x
n=-—k
k ) A . o
=Y |f(=n) e +fn) & + £(0)

—_

n= =cos(nx)—isin(nx) =cos(nx)+isin(nx)

A A

(f(m) + f(=n)) cos(nx) + (f(m) = f(=n)) isin(nx)| + £(0)

I
M?\“

Ny
I
—_

I
M?\“

:2 Re(f (1)) cos(nx) + 2i Im( f(n))ism(nx)] +Re(£(0))

By
I
—_

I
M?\“

:2 Re(f (1)) cos(nx) — 2Im(f(n)) sin(nx)} +Re(£(0)).

By
I
—_

J/

€R fiir alle keN O
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§2 Beispiele und spezielle Fourier-Reihen

Im Folgenden betrachten wir nun einige Beispiele von Fourier-Reihen.

(2.1) Beispiele
i) Sei f: [-m, ) — R,x — x, dann gilt fiir n # 0 mit partieller Integration (nach
Analysis II VI (2.7), da f stetig differenzierbar):

7T

A 1 :
f(n) = oy / xe "dx
—7T
= i [_ﬁe—inx} & + 1 /7Te—inxdx
2t L in -7 27min
—7T
fr i [_ze—inn_{_ieinﬂ] + 1. _.le—inx &
27 n n 27Tin n o
1 .. .
= ——— |cos(—nr) +isin(—nr) + cos(nr) + isin(nrm)
2in ——— ———
=0 =0
1 1 —inm 1 ing
+27Tin [ in’ ( in’ )
_ _cos(nm) + ! — cos(—nrt) — isin(—n7) + cos(nm) + isin(nn)
a in 27t(in)? —— ~———
—0 =0
=(=1)"
———
_ cos(nm)
a in
(_1)n+1
T in
Und fur n = 0:

7T
A 1
f(n)zﬂ/xdx:O
—7T
Da f ungerade ist, folgt mit (1.10)(ii) insgesamt fiir die Fourier-Reihe von f:

f(x)~2 i(_l)nﬂm-

n

10
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H

/

—
4
x

ik
ik
A/

Graph von f mit den Partialsummen 3,6 und 30.
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ii) Sei f: [0,27) - R, x — (n;—x)z, dann gilt fiir n # 0 mit partieller Integration
(nach Analysis II VI (2.7), da f stetig differenzierbar):

27

. 1 —x)% .
0
2 27

_ 17 —27Tx+xze_inx " / i S G

27 4in 0 4in

0
2 2 2 2 on 2%
_ L _7-( — 4 +4m e—27‘[in + 7T_ . _27T+2xe—inx _/_ e—inxdx
S 2 4in 4in 4i2n2 0 2i2n2
0
2

— L _n_ze—Zmn 7T_ T _2min _ T 1 —inx "

27 in 4in  2i?n? 2i%n? | 2i3n3 0
— L __2 —27in 7T_2 _ T _2min _ T _ 1 e—Zm'n 1

27\ 4in 4in  2i?n2 2i2n2  2i3n3 21313

1 2 . 2 .
= E(_E Sos(;Zﬂnl+zsin(:27m) + n o2 cos(;Zrm) +zsin(;27mz

=1 =0 =1 =0
T .. 1
—W — W SOS(—27T7’1) —‘—len(—ZTCTlZ + W)
-1 =0
1
- 2n2
Und fiir n = 0:

0
1 31271
e o
87 310
1 8 2
(2P —at 4 = &
871(” ”+3”) 12

12
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Somit folgt insgesamt fiir die Fourier-Reihe von f:

o)~ Y g™

n=—oo

2 o0
_ T 1 —inx inx)
1 n; g (€7 e

2 oo

o . Z cos(nx)

nz

n=1

13
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T T T T
_6 -4 -2 0 2 4 ]
x

Graph von f mit den Partialsummen 2,4 und 6.
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iii) Sei f: [0,2m) — R,x — Sm(%ef(ﬂ*x)“, dann gilt fiir « € R\ Z mit sin(x) Q
2

sin(x 4 27tn) und cos(x) = cos(x + 27tn) fir n € Z:

~—

27
]?(n) _ L/ : T ei(n—x)ae—inxdx
0

27
_ 1 /ei(na—(a+n)x)dx
2 sin(7ta) /
1 27
= Zein(ra) / [cos(rt — (a 4+ n)x) +isin(ma — (o +n)x)] dx
0
= ! - sin(mmta — (a + n)x) + : cos(ma — (a + n)x) "
~ 2sin(ma) | a+n x 0
1 : i
= Zsin(ra) [— i sin(7ta — 27t — 27tn) + P cos(mma — 27t — 27tn)
1 i
+0¢+n sin(7rta) — ncos(mx)]
1 1
_ _ in(— 7 — 2
2sin(re) [ a+n sin(—7ta — 27tn)
. i
+- e cos(—ma —27tn) + P sin(7ta) — . cos(7w)]
1 : i
= Ysin(ra) [a e sin(7ta + 27tn) + P cos(ma + 27tn)

_|_

sin(7ta) — " : cos(7a)]

bt
(1),(2) 1 2sin(7tw)
- 2sin(ma) a+n
1
Cat+n

Somit folgt insgesamt fiir die Fourier-Reihe von f:
o inx

;o € R\ Z.
a+n

15
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(2.2) Definition (Dirichlet-Kern)
Das trigonometrische Polynom definiert auf [—7, 71| durch:

N .
Dn(x)= ), ™ ,firNeZzZ®"
n=—N
nennt man den N-ten Dirichlet Kern. >
JaNTANNAN /\ | A N AN
5 \J.'z\/\_'}fv.v\/\/i\/\/a

10-ter Dirichlet Kern.

(2.3) Satz
Der N-te Dirichlet Kern ist weiterhin gegeben durch:
sin(N —&—%)x
Dy(x)={ smd) X7 Nez".

2N +1 sonst,

Beweis
Es gilt:

mit w = ¢ kann man diesen umschreiben zu:

N -1
Dn(x) =) "+ Y "
n=0 n=—N

16
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und mit Anwendung der geometrischen Summenformel fiir x # 27tk fiir k € Z:

_1_wN—|—1 w‘N—l

1—w 1—w

DN(X)

Fiir x = 27tk fiir ein k € Z gilt:
DN(X) =2N+1. ]

In Anlehnung an den Dirichlet-Kern gibt es noch den Fejér-Kern, welcher das geo-
metrische Mittel iiber die Summe der Dirichlet-Kerne darstellt. Ein wesentlicher Un-
terschied besteht darin, dass der Fejér-Kern positiv ist.

(2.4) Definition (Fejér-Kern)
Der Fejér-Kern n-ten Grades ist gegeben durch:

1
(Do + D1+ ...+ Dn—l)r

Pn = -
n <&

wobei D; der i-te Dirichlet-Kern (fiiri = 0,...,n — 1) ist.

T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 1] 1 2 3

Fejér-Kern vom Grad n = 5.

17
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(2.5) Definition (Poisson Kern)

Die Funktion P,, genannt der Poisson Kern, ist definiert fiir x € [—7, 1] und 0 < r <
1 durch die absolut und gleichméfiig konvergente Reihe:

Pr(X) — Z r|7’l|81‘7’1x.

n=-—oo o

(2.6) Bemerkung

Der Poisson Kern ist in der Tat eine absolut und gleichméfiig konvergente Reihe,
denn es gilt:

P (x) = Z plnl ginx

n=—oo

=1+2)_ rI"l cos(nx)

n=1

=142 r"cos(nx)

n=1

[,]
=2 r"cos(nx)—1
n=0
Weiterhin ist
7" cos(nx)| < |r't| ="

und da 0 < r < 1 konvergiert die geometrische Reihe

Somit folgt nach Weierstrafs’schem Majorantenkriterium (Analysis II VII (1.10)) die
absolute und gleichméfiige Konvergenz der Reihe

1+2) r"cos(nx) = ) rlnleinx

n=1 n=—oo o

18
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[
L.

T T T T T T T T
-3 -2 -1 1
X

Poisson Kern fiir r = 1.
(2.7) Satz
Der Poisson Kern ist weiterhin gegeben fiir x € [—7, 1] und 0 < r < 1 durch:

112
P (x) =
(%) 1—2rcosx + 12 o

Beweis
Es gilt mit w = re™®:

Pr(x) =) w"+ ) @"

n=0 n=1

Da

lw| = |re’*| = \/72 cos2(x) +r2sin®(x) =r < 1,

folgt mit Anwendung der geometrischen Reihe:

1 w
P =10 t1 5
l1-w+(1-w)w
N (1-—w)(1-w)
1 w]?
“ T wp
B 1— 72
 1—2rcosx 472 0

19
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Schlusswort
Die Definition der Fourier-Reihe einer Funktion f ist rein formal und es ist nicht of-
fensichtlich, inwiefern diese gegen f konvergiert. Die Schwierigkeit, dieses Problems
zu 16sen, hdangt davon ab, in welcher Weise wir erwarten, dass die Reihe konvergiert,
oder welche zusatzlichen Einschrankungen wir fiir f festlegen.
Angenommen, f ist Riemann integrierbar und definiert auf [—7t, 7t]. Es stellt sich die
Frage, ob

lim Sn(f)(x) = f(x) fur alle x € R gilt?

n—oo

Es ist klar, dass wir dies im Allgemeinen nicht gelten wird. Denn wir kénnen
immer eine integrierbare Funktion in einem Punkt verdndern ohne die Fourier-
Koeffizienten zu verandern.

Somit konnten wir die obige Fragestellung nochmals betrachten unter der Annahme
dass f stetig und periodisch ist oder vielleicht ist es zudem noch erforderlich, dass f
stetig differenzierbar ist, um gleichméfiige Konvergenz der Fourier-Reihe zu gewin-
nen. Dies ldsst uns zu der Fragestellung vom Beginn zurtickkommen, konnen wir
eine Funktion f durch eine trigonometrische Reihe approximieren. ]

20



