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Fourierreihen: Eindeutigkeit & Konvergenz §1 Eindeutigkeit

Bisher wurde geklart, wie Fourierreihen gebildet werden und welche Eigenschaf-
ten sie haben. Im Nachfolgenden mochten wir kldren, ob Fourierreihen eindeutig
bestimmt sind und ob sie konvergieren, beziehungsweise welche Voraussetzungen
gegeben sein miissen, damit sie eindeutig sind beziehungsweise konvergieren.

§1 Eindeutigkeit

Wann koénnen wir etwas tiber die Eindeutigkeit von Fourierreihen aussagen und wel-
che Eigenschaften sind erforderlich, damit sie eindeutig bestimmt sind? Wir werden
schnell sehen, dass es geniigt, dass eine Fourierreihe von f gegen f konvergiert,
damit sie eindeutig bestimmt ist. Denn unter dieser Annahme der Konvergenz kon-
nen wir sagen, dass die Fourierreihe eindeutig bestimmt ist. Es ldsst sich also sagen,
dass wenn f und g die gleichen Fourierkoeffizienten haben, sie identisch sein miis-
sen. Dies kann man leicht, mit der Differenz f — g, umformulieren zu f(n) = 0 fur
alleneZ = f =0.

Wir sehen also, wenn zwei Funktionen sich nur in endlich vielen Punkten unter-
scheiden, so haben beide die gleichen Fourierreihen.

Wir werden also im ersten Abschnitt immer voraussetzen, dass die Fourierreihe von
f gegen f konvergiert, ebenso gilt fiir beide Abschnitte, dass die Funktionen (meist
f) Riemann-Integrierbar sind. Somit kommen wir zu unserem ersten Satz:

(1.1) Satz

Eine beschriankte Funktion f auf dem Intervall [, b] ist genau dann Rieman-Integrierbar,
wenn f fast iiberall auf [, b] stetig ist (dass heif3t, die Menge der Unstetigkeitspunkte
von f Maf 0 hat.) o

Beweis (zu Satz (1.1))

Wir schreiben | = [a,b] und I(¢,7) = (¢ —r,c +r) fiir die offenen Intervalle mit
Radius r > 0 um c. Die Oszillation von f auf dem Intervall I(c,r) wird definiert
durch

osc(f,c,r) :=sup|f(x)— f(y)]

wobei das Supremun tiber alle x,y € ] N I(c,r) genommen wird. Dies existiert, da f
beschrénkt ist. Die Oszillation von f an der Stelle ¢ wird definiert durch

osc(f,c) == }136 osc(f,c,r).
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Da osc(f,c,r) > 0 ist und es eine fallende Funktion von r ist, existiert dieser Grenz-
wert. Nun ist f stetig im Punkt ¢, genau dann wenn osc(f,c) = 0, was direkt aus der
Definition folgt. Fiir jedes € > 0 definieren wir

Ac:={ceJ:osc(f,c) > €}

So konnen wir sehen, dass die Menge der Punkte in |, in denen f unstetig ist,
U€>O Ae iSt.

(1.2) Lemma
Wenn € > 0 ist, ist A abgeschlossen und somit kompakt. o

Beweis (zu Lemma (1.2))

Konvergiere (¢,)neN € Ae gegen ¢ und sei ¢ ¢ Ae. Schreibe osc(f,c) = € — J, wobei
4 > 0. Wéhle ein r > 0, sodass osc(f,c,7) < € — g, und ein 7, mit |c, — c| < 5. Dann
ist osc(f,cu,1v/2) < €, also osc(f,c,) < €, also ein Widerspruch. O

Fortsetzung zum Beweis von Satz (I.T):

Sei nun D die Menge der Unstetigkeitsstellen von f, die Maf} 0 hat und sei € > 0.
Da A C D ist, konnen wir A¢ durch eine endliche Anzahl von offenen Intervallen
Iy, ..., In der Lange kleiner € tiberdecken. Das Komplement dieser Vereinigung I ist
kompakt und um jeden Punkt z in diesem Komplement kénnen wir ein Intervall I,
finden mit

supxyer|f(x) = f(y)l < e

daz & Ag ist.

Nun konnen wir eine Teiltiberdeckung von |J,¢c I, finden welche wir mit Inq, ..., In/
bezeichnen. Nun nehmen wir alle Endpunkte dieser Intervalle und erhalten eine Par-
tition P von [a, b] mit

N
U(P,f) —L(P,f) <2M ) || + (b —a) < Ce, |f(x)] < M fiir alle x.

j=1
Somit ist f integrierbar auf [a, b], was zu zeigen war.
Nun sei f eine integrierbare Funktion auf dem Intervall |4, b] und D sei die Menge
ihrer Unstetigkeitspunkten. Da D gleich J;,_; A1/, ist miissen wir zeigen, das jedes
A1/, Maf3 0 hat.
Sei € > 0 und wahle eine Partition P = {xy, ..., xy} so, dass U(P, f) — L(P, f) < €/n.
Wenn dann A;,, das Intervall I; = (x;_1,x;) schneidet, haben wir supxeyf(x) —
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infrerf(x) > 1/n und das zeigt, dass

1

LY suren-Lef <
{710 A/ n 70}

Wenn man also Intervalle nimmt, die A; /,, schneiden und diese etwas grofser macht,

konnen wir Aj/, mit offenen Intervallen der Linge kleiner gleich 2e tiberdecken.

Und somit hat A;/, Mafs 0, was den Beweis beendet. O]
(1.3) Satz

Sei f eine integrierbare Funktion auf dem Kreis und

f(n) =0 fiir alle n € Z so gilt:

f(x) =0, falls f stetig ist im Punkt x .

SO

Nach Satz gilt also f(x) = 0 fuir fast alle x. o
4 =
3 -
el
-3 -2 -1 L 1 2 3
x

Abbildung 1: Die Funktionen p;, ps und pi5 mit e =0, 1.

Beweis (zu Satz
Wir zeigen die Behauptung durch einen Widerspruchsbeweis und betrachten zu-

nichst den Fall, dass f eine reellwertige Funktion ist:
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Sei ohne Einschrankung f : [—7, 1] — R,0p = 0 und f(0) > 0
Die Idee ist nun, eine Familie trigonometrischer Funktionen {py},en zu konstruie-
ren, welche ihren , Peak” bei x = 0 haben und fiir die gilt:

lim [ pe(6) - £(6)d6 = .

Dies wird der entscheidende Widerspruch, denn die Integrale nehmen den Wert
Null an nach Annahme (die Funktionen sind beide 27t-periodisch).
Da f stetig ist im Punkt 0, kénnen wir 0 < 6 < 7 wahlen, sodass f(8) > £ ( ) ist fiir
alle 6] < 4.
Sei nun

p(0) = € + cos(0)

mit einem geeigneten, kleinen € > 0 gewahlt, sodass |p(0)| < 1 — § ist, falls 6 <
6| < .

Dann wird p; definiert als py(x) = [p(x)]*.

Nun sein 0 < 77 < 4§, sodass p(6) > 1+ 5 fir |8] < 7.

Wahle B so, dass |f(0)| < B fir alle 6, was moglich ist, da f eine integrierbare
Funktion, und damit nach Analyis II (Kapitel VI, Definition (1.10)) beschrankt, ist.
Da nach Konstruktion jedes py ein trigonometrisches Polynom ist und f(n) = 0 fir
alle n € Z sind und beide Funktionen 27-periodisch sind, gilt:

7T
/f((?) -pr(0)d6 = 0 fiir alle k € N
—7T

Wir erhalten daher folgende Abschitzung;:

[ F@pue)ds] <2-7-B- (1= 5)5 dalf(6)] < Bp(e) < (1-5). (1)

<|8|<m

Unsere Wahl von § garantiert, dass fiir alle |0 < ¢ gilt: p(#) > 0 und f(6) > 0,
sodass

/ £(0) - pr(6)de > 0. 2
n<|0|<é
Ebenso gilt:
/f 0)d6 > 21 - @ (1+§)k,daf(9)z@,p(e)zug. 3)
|0]<n
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Aus den drei Abschitzungen (1), (2) und (3) folgt unmittelbar, dass

[ pr(6) - f(6)d6 X2, %, was den Beweis beendet, wenn f € Rist.
Ansonsten ldsst sich f schreiben als

f(0) =u(@)+i-v(0) mit u,v € R.

Wir definieren also

und setzen u(0) und v(0) auf

und mit

verschwinden die Fourierkoeffizienten von u, v da f = 0 ist und f stetig im Punkt
x = 0ist. O

Nach diesem Satz kann man sofort sehen, dass auch Folgendes gilt:

(1.4) Korollar
Ist f eine periodische, stetige Funktion mit f(n) =0 firallen € Z,so gilt f =0. ©

Beweis (z{1 Korollar (1.4))
Aus Satz (1.3) folgt direkt, dass f(x) = 0 gilt fiir alle Punkte x, in denen f stetig ist
und wenn f periodisch ist. Da nun ganz f stetig ist, folgt direkt die Behauptung. [

(1.5) Korollar
Sei f eine stetige Funktion die auf dem Kreis definiert ist und die Fourierreihe von

f sei absolut konvergent, das heiflt Y"°° . |f(n)| < co. Dann konvergiert die Fou-
rierreihe gleichméfiig gegen f, mit anderen Worten

lim Sn(f)(60) = f(0) gleichmé&Rig in 6. o

N—oo
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Beweis (zu Korollar (1.5))
Aus der Analysis II wissen wir, dass die Grenzfunktion einer gleichmaflig konvergie-
renden Folge von stetigen Funktionen ebenfalls stetig ist. Nun folgt aus der Voraus-
setzung der absoluten Konvergenz auch, dass die Partialsummen der Fourierreihe
absolut und gleichmifig konvergieren nach dem Majorantenkriterium.
Setzen wir nun N
6) := f(n)e" = lim f(n)en?.

36)= Y, fe = im Y] fn)
Dann folgt, dass auch g eine stetige Funktion auf dem Kreis ist und die Fourierkoef-
fizienten von g sind ]?(n) und wegen der gleichméfiigen Konvergenz konnen wir die
Summation und Integration vertauschen. Wenden wir nun Korollar (1.4) auf f — ¢
an, erhalten wir f = ¢ wie gewtinscht. [

§2 Konvergenz von Fourierreihen

Im ersten Abschnitt wurde unter der Voraussetzung der Konvergenz gezeigt, dass
die Fourierreihe zu einer bestimmten Funktion eindeutig definiert ist. Um dieses
Ergebnis nutzen zu kénnen, muss also noch die Konvergenz gezeigt werden. Dabei
stellen wir fest, dass dies nicht immer der Fall ist, und zeigen im Folgenden zwei
hinreichende Voraussetzungen an f fiir die Konvergenz der Fourierreihe von f.

Im Folgenden bezeichne C*(a,b) die Menge, der auf (a,b) € R k-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen, insbesondere ist C°(a,b) die Menge der auf (a,b) stetigen
Funktionen und wir kiirzen ab, Ck := Ck(—oo, ).

— Glatte Funktionen —

(2.1) Bemerkuhg

Das Korollar 1} liefert bereits eine Voraussetzung fiir die Konvergenz, namlich
die absolute Konvergenz. Bei der absoluten Konvergenz gentigt es den Betrag der
Fourierkoeffizienten zu betrachten, da |¢™| = 1 fiir alle n € IN, 0 € R gilt. o

Wir werden zeigen, dass die ,Gldtte” einer Funktion eine wichtige Voraussetzung
ist. Dazu fiihren wir zunéachst eine hilfreiche Notation ein.

(2.2) Definition (O-Notation)

Sei f : R — R eine Funktion,
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(i) dann ist O(f) definiert als

O(f) :=={g: R — R|3c € RTIN € R, so dass Vn > N gilt [g(n)| < c|[f(n)|} (4)
(ii) oder alternativ, falls f(n) # 0 fast tiberall, als

O(f) := {g:ReR\HCGR*:IiI;Lszp]%|SC}. (5)

Wir schreiben fiir eine Funktion ¢ mit ¢ € O(f) auch und im Folgenden ¢ = O(f).
Wenn wir in der zweiten Definition den Limes n — a bilden statt n — oo, schreiben
wir g(n) = O(f(n)) fiir n — a. Es bedeutet, dass ¢ durch f lokal beschrankt wird. ¢

Vor dem néchsten Korollar beschreiben wir einige Eigenschaften der Fouriertrans-
formation in einem Hilfssatz, die wir im Folgenden noch brauchen werden.

(2.3) Hilfssatz (Eigenschaften der Fourierkoeffizienten)
Seien f € C° 2m-periodisch, f,(t) = f(a + t) die Translation von f um a € R und

27
die Norm ||f||; := [ |f(t)|dt. Dann gelten
0

(i)

f(n)| < ”ﬁl firalle n ¢ Z,
(ii)

e f(n) = f(n—1) furalle n€Z,
und
(i)

~

faln) =™ f(n) firalle neZ.
(iv) Ist zusatzlich f € C!,1 € N, dann gilt

f®(n) = (in)f(n) firalle neZ firalle k<IkeN.
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Beweis
(i) Es folgt direkt aus der Definition der Fourierkoeffizienten und der Dreiecks-
ungleichung fiir Integrale fiir alle n € Z:

1 27 1 27 1 21 HfH
i — |_— —int < _/ —int — _/ — 1.
Fol = I [fe™an < o [Ifwe ™ ar = o [ 17w =12
0 0 0
Das ist die Behauptung.
(ii) Ebenfalls aus der Definition folgt fiir alle n € Z
27 27
27tf(n —-1) = /f(t)e_i(”_l)tdt = /eitf(t)e_i”tdt = 27tet f(n)
0 0
und damit die Behauptung.
(iii) Durch die Multiplikation einer 1 folgt fiir alle n € Z
2r 2r
2rfa(n) = /f(a + e Mdt = ei”“/f(a + t)e Mmina gy
0 0

27+a
SlﬁS- eina / f(t/)e—int/dt/ LAél.S) 27‘(€inaj?(”)-

a

Beim letzten Schritt wird Lemma (1.8) vom Vortrag 10 verwendet und die Di-
vision durch 277 liefert die Behauptung.

(iv) Man sieht leicht, dass es dazu geniigt (1) = inf(n) fiir alle n € Z zu zeigen:

27

27f(n) = / F(0)e"d0

0

I

ae]

27
[F@) ] +in | Fe)emae
0

27

= in/f(@)einedﬂ = in27f(n)

0

Dabei verschwindet in der zweiten Zeile die Klammer wegen der 27t-Periodizitat
von f. Insgesamt also f'(n) = inf(n). Der Vollstindigkeit wegen konnen wir
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dies nun als Anfang einer Induktion nach k betrachten. Es gelte also die Be-
hauptung ) (n) = (in)kf(n) fiir f € C¥ und alle n € N fiir ein k € N. Im
Induktionsschritt schreiben wir fiir ein f € Ck+1

L ——

FED () = inf®n)
Y in- (in)ff(n) = (in)F f(n)

Damit folgt die Behauptung mit dem Beweisprinzip der vollstandigen Induk-
tion. U

(2.4) Korollar
Sei f € C? und 27-periodisch. Dann gilt

fin) = 0(#»

so dass die Fourierreihe von f absolut gleichméfiig gegen f konvergiert. o
Beweis I
Wir folgern mit Hilfssatz (2.3)(iv) fiir k = 2
2n 27
2rlnPAf(n)| B2 2m( ()| = | [ 7 (0)e o] < [ |f"(0)1d0 < C.
0 0

C ist unabhdngig von n und fiir die Fourierreihe von f folgt

> fme™ < ¥ Ifml< ¥ S

N=—o0 n=—oo Nn=—oo

Da die letzte Reihe konvergiert, folgt mit dem Majorantenkriterium die absolute
Konvergenz und damit die Behauptung. [

(2.5) Bemerkung
Man sieht, dass fiir Funktionen f € C k k > 2, die Fourierreihe umso schneller abso-

lut konvergiert je hoher das k € N ist. Es gilt f(n) = O(ﬁ) fiir jedes f € Ck. o

— Holder-stetige Funktionen —

Nun betrachten wir den Fall fiir k < 2. Hierzu fiithren wir die Holder-Bedingung ein.
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(2.6) Definition (Holder-Bedingung)
Sei U C R offen. Dann erfiillt die Funktion f : U — R die Holder-Bedingung der
Ordnung a € (0,1], falls ein A > 0 existiert, so dass gilt

sup [f(0+1t) — f(0)] < Alt|* furalle te U.
ocl

Man nennt f auch Holder-stetig, wenn f diese Bedingung erfiillt. o

(2.7) Bemerkungen (Einordnung der Holder-Stetigkeit)
(i) Man erkennt leicht, dass die Holder-Bedingung eine Erweiterung der Lipschitz-
Bedingung ist. Denn die Holder-Bedinung entspricht fiir « = 1 der Lipschitz-
Bedingung.

(ii) Ebenfalls impliziert die Holder-Stetigkeit die gleichméfiige Stetigkeit. Denn zu
jedem & > 0 lasst sich 6 := {/§ > 0 definieren, so dass fiir alle x,y € R mit
|x —y| < 6 gilt |[f(x) — f(y)| < e. Die Umkehrung gilt nicht wie das Beispiel

(2.8)(ii) zeigt.

(iii) Im Grenzfall « = 0 ist f eine beschrdankte Funktion. o

(2.8) Beispiele
(i) Wir betrachten eine konstante Funktion f(x) = ¢ mit ¢ € R. Dann sind die
Fourierkoeffizienten fiir n € Z\{0} gegeben durch:

7T

f(”) = % / ce ¥ dx = LE(_Z) (€T — ginm)

21 n
—7T
¢ 1 inf —inm ¢ . n#0
Y (e e ) o sin(7tn)

~

Im Falle n = 0 liefert bereits die Integration im ersten Schritt f(0) = c¢. Damit
ist die Fourierreihe

(ee]

Flmpe i — o
n——oo

offensichtlich (absolut) konvergent gegen f. Dies kann man auch aus Korollar
folgern, da ¢ € C? gilt. Hier ist f ebenfalls Holder-stetig.

(ii) Nun betrachten wir f : [0,a] — Rmita € (0,1) und

In(x)

0 , x=0.

f(x) {—L , 0<x<a

10
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Dann ist f offensichtlich stetig auf (0, 4] als Komposition stetiger Funktionen,
wegen

-1

) 0

ist sie stetig auf dem Kompaktum [0,a] und damit gleichmiBig stetig. An-
genommen f wdre ebenfalls Holder-stetig, dann existiert ein A > 0, so dass
|f(x)] < A|x|* fiir alle x € (0,4] und ein « € (0, 1]. Dann folgt

ae(0,1]
= Q.

| | | L'Hospital |
= im—ax
( ) o xlO ln( ) x|0

Dies ist ein Widerspruch, da A € R und daher nicht A > co gelten kann. o

<A = A>] -

In(x)

Aus der Holder-Bedingung lasst sich die Konvergenz der Fourierreihe auch fiir nicht
differenzierbare Funktionen folgern. Vorher benétigen wir noch zwei Sitze.

(2.9) Satz (von Riemann-Lebesgue fiir stetige Funktionen)
Seien f(n) fiir n € Z die Fourierkoeffizienten einer 27t-periodischen, stetigen Funk-

tion f. Dann gilt liril f(n) =o0. o
n— -0

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f periodisch um 0 und f verschwindet
in 77 und pi, anderenfalls subtrahiere eine Konstante oder verschiebe das betrachtete
Intervall. Mit dem Satz von Stone-Weierstrafs aus Vortrag 9 gibt es fiir die Restrikti-
on f|_ ;i eine Folge von trigonometrischen Polynomfunktionen (¢ ), das heifst
¢r € C*(—m, ) mit kompaktem Triger, so dass zu jedem ¢ > 0 ein kg € IN existiert
mit |f(x) — ¢r(x)| < 5 fiir alle k > ko und x € [—7,7r). Wahle nun eine Teilfolge
¢ dessen ersten zwei Ableitungen ebenfalls auf [—7, 71) einen kompakten Trager
besitzen. Setzt man ¢y 27r-periodisch auf R fort, so ist ¢ zweimal stetig differen-
zierbar und damit ¢y (n) = O(ﬁ) nach Korollar . Mit Hilfssatz (i) folgt

|( f dr)(n)| < M < 2 < £. Mit der Linearitat der Fouriertransformation

folgt, dass ein C € ]R und ein N € IN existieren, so dass gilt

F)| = |§e(n)+ (F— ge)(m)] < | ()] + | (f — o) (m)]
%—F % < %—F% <e

und damit |f(n)] < e fiir groBe |n|. O

11
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(2.10) Folgerung
Seien f € CY(—m, ) 27t-periodisch und 1o ( ) e C%(—¢,9) fiir ein § > 0, so konvergiert
die Fourierreihe von f an der Stelle 0 gegen 0. o

Beweis
Offenbar ist @ € CO(—m, 7r). Wir zeigen zunichst g(t) := % € C¥(—m, ).

Die Funktion ¢(t) := (t) =

1 (mit Anwendung des Satzes von L'Hospital auf und Grenzwertsitze). Also ist
¢ beschriankt und es gibt ein K > 0 mit |¢(¢)| < K in [—7, 77|, so dass

sl =110

elt—1

0
<k <

Da der Nenner von g ebenfalls periodisch ist, folgt die Periodizitit von g aus der von
f. Das heifit ¢ € C°(—r, 7). Zwischen den Fourierkoeffizienten von f und g besteht
mit Hilfssatz (2.3)(ii) und f(t) = (1 —¢'*)g(t) die Beziehung

f(n) =8(n) —g(n—1).
Die Summe
P
Y. fm) = ) gn)-gmn—-1)=g(p)-g(-p-1)
n=—p n=—p

ist also eine Teleskopsumme und nach dem Satz strebt die rechte Seite gegen 0
fiir p — oo. So konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle 0 gegen 0. O

Hieraus folgt durch Transformation der Konvergenzsatz.

(2.11) Satz (Konvergenzsatz)
Seien f € C%(—m, 1) 27t-periodisch, 6 € [—7, 7] und ¢ € C, so dass f(gtt)_c stetig in
einer Umgebung U; () fiir ein 6 > 0 ist. Dann konvergiert die Fourierreihe von f an

der Stelle 6 gegen den Wert c. o

Beweis

Fiir die Funktion g(t) := f(0+1t) —c gilt ‘@ € C%(—m, ), das heif3t die Fourierreihe
konvergiert in 0 gegen 0. Nun ergibt sich aus der Linearitdt der Fouriertransforma-
tion, dem Beispiel (2.8)(i) und Hilfssatz (2.3)(iii)

c = ot Y gmeml=c+ Z g(n
n=-—oo n=—o0
B0 § e 5 A S e
Das ist die Behauptung. O

12
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(2.12) Bemerkung

Wenn man nun den Satz von Riemann-Lebesgue auf integrierbare Funktionen erwei-
tert, was uns leider im Rahmen des Proseminars zur Analysis 1 (mit Hilfe von Wis-
sen aus Analysis 2) nicht moglich ist, kann man zeigen, dass Holder-stetige Funk-
tionen gegen ihre eigentliche Funktion konvergieren. ©

(2.13) Bemerkungen
(i) Wiirde man den Satz von Riemann-Lebesgue wie in Bemerkung(2.12) erwei-
tern konnte man die Menge der Funktionen f deren Fourierreihe gegen f kon-
vergieren sogar auf Holder-stetige Funktionen ausweiten (siehe [2]).

(ii) Es liefle sich zeigen, dass Holder-stetige Funktionen mit a0 > % sogar absolut
konvergent sind.

(iii) Mit Satz (2.9) und dem Dirichlet-Kriterium kénnen wir sogar schon die Kon-
vergenz fiir alle integrierbaren Funktionen an den Stellen x ¢ 27tZ folgern. Die

no. . 1
Folge der Partialsummen Y e = %,X ¢ 2ntZ, der Dirichlet-Kern,
k=—n 2

ist beschrankt und die Fourierkoeffizienten mit dem Satz (2.9) eine Nullfolge.
Damit konvergiert die Fourierreihe, wenn auch nicht notwendigerweise abso-
lut gegen f. o

(11 [2]
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