Topologische Grundbegriffe II
Vortrag zum Seminar zur Analysis, 03.05.2010

Dennis Joswig, Florian Goy

Aufbauend auf den Resultaten des Vortrages Topologische Grundbegriffe I unter-
suchen wir weitere topologische Eigenschaften von metrischen Raumen. Dariiber
hinaus werden wir auch Resultate aus der Analysis I auf alle metrischen Rdume
ausdehnen.
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§1 Begriffe auf Mengen

Wir fithren zunédchst die Begriffe Abschluss, Inneres und Rand einer Teilmenge eines
metrischen Raumes ein.

Sei im Folgenden M ein metrischer Raum und S eine Teilmenge von M.

(1.1) Definition (Abschluss)
Wir nennen S den Abschluss von S mit

S:= N K. o
SCK
K abgeschlossen

(1.2) Definition (Innere)
Wir nennen §$ das Innere von S mit

S = U K. o
KcS
K offen
(1.3) Definition (Rand)
Wir nennen 0dS den Rand von S mit
0S:= S5\ S. o

(1.4) Korollar
Alternativ ldsst sich der Rand 9dS von S definieren durch:

90S = SN Se. o
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Beweis
Die Gleichheit folgt aus der Definition des Abschlusses (1.1):

3s=5\$=5nE)"Psn( U K-
KcS
K offen

Das ist nach De Morgan:

—

SA( N KYESn( N K)=85nse.
KcCS S¢CK*
K offen K¢ abgeschlossen

~

(%) Nach Topologische Grundbegriffe (1.5) ist K genau dann abgeschlossen in M,
wenn K offen in M ist.
Sei x € S§¢. Das impliziert x € M\ S, alsoist x € (M \ SU S \ K).
Dann gilt mit K C S C M, dass x € M\ K, also x € K° ist.
Insgesamt folgt dann 5S¢ C K°.
Also ist 5S¢ eine Teilmenge von K¢, wenn K eine Teilmenge von S ist. [

Eine wichtige Figenschaft des Abschlusses erhalten wir in dem

(1.5) Satz
Es gilt die Identitat:

S =1imS§S. o

Beweis

,C “ Nach dem Vortrag Topologische Grundbegriffe I, Satz (1.14), ist die Menge der
Beriihrpunkte lim S abgeschlossen. S ist eine Teilmenge von lim S, denn fiir alle
s € S liegt die konstante Folge (s, )nen, mits, = s fiir alle n € N, in S und es
gilt lims, = s. Weil S die kleinste abgeschlossene Menge ist, die S enthilt und

n—oo

da lim S abgeschlossen ist, folgt:
S C lim S.
,= “ lim S besteht aus allen Beriihrpunkten von S, also gilt:

limS C S. O
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§2 Vererbung

Im Folgenden untersuchen wir die Eigenschaften von metrischen Unterrdumen. Da-
bei stellt sich die Frage, welche Eigenschaften eines metrischen Raumes an seinen
Unterraum vererbt werden.

Seien N, M metrische Rdume, S eine Teilmenge von M und S eine Teilmenge von N.
Sei zum Beispiel S abgeschlossen in N, ist S dann auch abgeschlossen in M?

Dass dies nicht der Fall sein muss, zeigt das folgende

(2.1) Beispiel
Seien a, b € R, a < b. Das Intervall (a,b) ist abgeschlossen in sich selbst, aber nicht
abgeschlossen in R. o

Notation: Da bei der Notation aus §1 nicht direkt hervorgeht, in welchem metri-
schen Raum operiert wird, fithren wir die folgende Schreibweise ein:

clp(S) statt S (Abschluss von S in M),
dm(S) statt S (Rand von S in M),
inty(S) statt $ (Menge der inneren Punkte von S in M).

(2.2) Korollar
Sei M ein metrische Raum, N ein metrischer Unterraum von M, r € R, p € N und
S C N. Dann gilt:

@) Nrp = Mrp NN,
(i) cIn(S) = cm(S)NN. o

Beweis
(i) Ein Punkt x ist nach Definition einer r-Umgebung genau dann in N,p, wenn x
aus M,p und aus N ist.

(ii) Ein Punkt x ist nach Definition des Abschlusses (1.1) genau dann in cly(S),
wenn x aus clpf(S) und aus N ist. O
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(2.3) Satz (Vererbungsprinzip)
Sei K C N C M und N ein metrischer Unterraum des metrischen Raumes M. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist abgeschlossen in N.

(ii) Es existiert eine Teilmenge L C M, die abgeschlossen in M ist und K = LN N
erfllt.

Man sagt auch N erbt seine abgeschlossenen Mengen von M. o

Beweis

(i) = (ii) : Sei K abgeschlossen in N und L := clj(K). Dann ist L per Definition
abgeschlossen in M und L C M. Es gilt LN N = cly(K) nach Korollar (2.2)(ii)
und cly(K) = K, weil K abgeschlossen in N ist. Also folgt:

K=LNN.
(ii)) = (i) : Sei L C M, L abgeschlossen in M und K = L N N. Dann enthdlt LN N
alle seine Beriihrpunkte in N, also ist K abgeschlossen in N. [

(2.4) Korollar

Analog erbt ein Unterraum die offenen Mengen seines metrischen Oberraums.

Sei KC N C M und N ein Unterraum des metrischen Raumes M. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) K ist offen in N.
(ii) Es existiert eine Teilmenge L C M, die offen in M ist und K = L N N erfiillt. ¢

Beweis
(i) = (ii) : Sei K offen in N, dann ist K§; abgeschlossen in N nach Topologische
Grundbegriffe I, Satz (1.5). Somit existiert nach dem Vererbungsprinzip, Satz
(2.3), eine Teilmenge U C M, die abgeschlossen in M ist und es gilt: K§, =
UNN.
Wir definieren L = Uj,, dann ist L offen in M und es folgt:
v=UNN<&K=(UNN)y
=N\ (UNN)
= U§,
=UyNN
=UyNNNM
=Uy NN
=LNN.
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(ii) = (i) : Sei L C M, L offen in M, und K = LN N, so folgt:

=M\ (LNN)
— KyNN=(M\(LNN))NN
— K§y = Ly
— Ky =Ly NN.

Dann ist nach dem Vererbungsprinzip, Satz (2.3), K; abgeschlossen in N.
Nach Topologische Grundbegriffe I, Satz (1.5), ist K offen in N. O]

(2.5) Korollar
Sei N ein metrischer Unterraum von M und sei N abgeschlossen in M.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) K C N ist abgeschlossen in N.
(ii) K ist abgeschlossen in M. o

Beweis

(i) = (ii) : Sei K abgeschlossen in N und p ein Beriihrpunkt von K. Dann ist p auch
Bertihrpunkt von N und liegt in N, weil N nach Voraussetzung abgeschlossen
in M ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von K in N, liegt p auch in K, also
ist K abgeschlossen in M.

(ii) = (i) : Sei K C N abgeschlossen in M, N C M und N abgeschlossen in M.
Dann folgt:

K ist abgeschlossen in N. O

(2.6) Korollar
Sei N ein metrischer Unterraum des metrischen Raumes M und N offen in M. Fol-
gende Aussagen sind dquivalent:

(i) Eine Menge U C N ist offen in N.
(ii) U ist offen in M. o

Beweis

(i) = (ii) : Sei U C N offen in N, dann existiert nach Korollar (2.4) eine Teilmenge
L C M, sodass L offen in M ist und LN N = U gilt. Weil nach Voraussetzung
N offen in M ist, folgt aus dem Vortrag Topologische Grundbegriffe I, (1.8)(b),
dass L N N als endlicher Schnitt offener Mengen wieder offen in M ist. Also ist
U offen in M.
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(ii) = (i) : Sei U C N offen in M. Dann existiert fiir alle p aus U ein v > 0, sodass
fur alle g aus M mit d(p,q) < r folgt, dass g in U liegt. Weil N eine Teilmenge
von M ist, ist U auch offen in N. O
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§3 Cluster- & Kondensierungspunkte

In dem Vortrag Topologische Grundbegriffe I haben wir bereits Bertihrpunkte einer
Teilmenge S eines metrischen Raumes M kennengelernt. Dabei haben wir bereits
den Unterschied zu dem uns bekannten Haufungspunkt festgestellt. Wir werden
den Begriff der Beriihrpunkte jetzt noch weiter klassifizieren.

(3.1) Definition (Cluster)

Sei S C M, M ein metrischer Raum und r € R.

Wir nennen p € M einen Cluster von S, wenn in jeder beliebigen Umgebung U, (p)
unendlich viele Punkte von S enthalten sind. o

(3.2) Definition (Kondensierungspunkt)

Sei S C M, M ein metrischer Raum und r € R.

Wir nennen p € M einen Kondensierungspunkt von S, wenn in jeder beliebigen Um-
gebung U, (p) tiberabzéhlbar viele Punkte von S enthalten sind. o

(3.3) Satz
Sei S C M, M ein metrischer Raum und r € R, r > 0, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) p ist ein Cluster.

(i) Es existiert eine Folge (pn)nen in S\ {p}, sodass (pn)nenN gegen p konvergiert.
(iii) In jeder Umgebung U,(p) existieren unendlich viele Punkte aus S.
(iv) In jeder Umgebung U, (p) existieren mindestens zwei Punkte aus S.

(v) In jeder Umgebung U, (p) existiert mindestens ein von p verschiedener Punkt
aus S. o

Beweis
(i) < (iii) : Dies ist die Definition eines Clusters (3.1).

(ii) = (iii) : Angenommen die Wertemenge von (py)nen ist endlich, dann existiert
m = min{p,|n € IN}. Wir definieren ¢ = d(p,m). Dann ist ¢ ungleich 0,
weil (pn)nen eine Folge in S\ {p} ist. Dann liegt in der e-Umgebung von p
kein Punkt von (py)sen. Das ist ein Widerspruch zur Konvergenz der Folge
(Pn)nen gegen p. Also ist die Wertemenge von (p;),en unendlich.
Nach der Definition der Konvergenz einer Folge (p,),en haben zu beliebigem
r > 0 alle bis auf hochstens endlich viele Punkte einen kleineren Abstand als r
zu p. Also existieren in jeder Umgebung von p unendlich viele Punkte aus S.



Topologische Grundbegriffe II §3 Cluster- & Kondensierungspunkte

(iii) = (iv) : Klar.
(iv) = (v) : Da zwei verschiedene Punkte aus U,(p) existieren, existiert ein von p
verschiedener Punkt.
(v) = (i) : Seir > 0und p; € S\ {p}, mit p; € U,(p).
In Uy, (p) wahle p1 € S\ {p}. Setze r, := min{1,d(p1,p)} fiir r € N und in
U,,(p) wihle p € S\ {p}. Fahre induktiv fort, also setze r, = min{1,d(p,_1,p)}
und in U,, (p) wahle p,11 € S\ {p}.
Die Punkte p, sind verschieden, da sie von p jeweils andere Abstdnde haben.
Es gilt:
d(pr,p) 2 r2>d(p2,p) 213 >d(ps,p) = ...
Fiir ein € > 0 sei Np(e) = 1, sodass fiir alle n > Nj gilt:
d(pn,p) <1y < % < Nio =e.

Insgesamt folgt die Aquivalenz der Aussagen (i)-(v). [

(3.4) Satz
Bezeichne S’ die Menge aller Cluster von S. Dann gilt:

Sus' =S8. o
Beweis

,C “ Sei p ein Cluster von S. Nach Satz (3.3)(ii) ist p dann auch ein Beriihrpunkt.

Alsoist S’ Clim S 12 S.

Weil S eine Teilmenge von S ist, folgt: SU S’ C lim S.

,=2 " Sei p ein Berithrpunkt von S. Dann liegt p in S oder in jeder Umgebung von p
existiert ein von p verschiedener Punkt aus S. Also liegt p in S oder in S'.

Insgesamt folgt: SUS" = lim S = O
(3.5) Korollar
S ist genau dann abgeschlossen, wenn S’ C S. o

Beweis
S ist genau dann abgeschlossen, wenn S gleich der Menge seiner Beriihrpunkte ist
und es gilt:

(3.4)

WelHs g g cs 0

S=1limS

\O
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(3.6) Korollar
Sei ) # S C R beschréankt. Dann gilt:

infS € Sund sup S € S.
Falls S abgeschlossen ist, gilt:

infS € Sund sup$S € S. o

Beweis
Weil R vollstandig und ¢ # S C R beschrankt ist, existieren a2 := sup S und
b:=infS.

(i) Sei r € R%. Dann ist in jedem Intervall (a —r,a] ein Punkt aus S, da a die
kleinste obere Schranke ist. Dann folgt:

a€limS=S.
Falls S abgeschlossen ist, gilt:
S=S=uaes.

(i) Injedem Intervall [b,b+ r) ist ein Punkt aus S, da b die grofite untere Schranke
ist. Dann folgt:

belimS=_.
Falls S abgeschlossen ist, gilt:
S=S=bes O

10
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§4 Produktmetrik

Wir definieren eine Metrik auf dem kartesischen Produkt M = Mj; x M, zweier
metrischer Rdume. Dabei verwenden wir drei intuitive Metriken auf M und zeigen,
dass sie wohldefiniert sind.

(4.1) Lemma (Euklidische Metrik)
Seien p,q € M und d; die Metrik von M; und d, die Metrik von M. Dann ist die
Euklidische Metrik dg gegeben durch:

de(p,q) == Vdi(pr, q1)? + da(p2, 42)*. o

Wir zeigen, dass dr eine wohldefinierte Metrik ist.

Beweis
Seien p,q,z € M.

a) Positive Definitheit: Die Wurzel ist per Definition > 0.

b) Null-Abstand: Wir zeigen, dass dr(p, ) genau dann gleich 0 ist, wenn p gleich
q ist:

,= “ Es gilt

de(p.p) = \/d1 (1, p1)? + d2(p2, p2)?

— 1/02_|_02

=0

<" Es gilt

0= \/dl(Pl,th)z +da(p2,42)2 = 0 = d1(p1,91)* + d2(p2, 42)?
= d1(p1,91) =0und da(p2,q2) =0
:>p1:q1undp2:q2
Damit gilt die Aquivalenz.

c) Symmetrie: d; und d; sind symmetrisch.

11
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d) Dreiecksungleichung: Es gilt folgende Abschatzung:

de(p,z) +de(z,q9) = \/dl(Plzzl)z +da(p2,22)? + \/dl (z1,91)% + da(z2, 92)?
> \/dl(PLZl)z +da(p2,22)? + d1(z1,91)% + da(2z2,q2)?
> \/dl(m,oh)z + da(p2, 42)*. O

(4.2) Lemma
Seien p,q € M, d; die Metrik von M; und d; die Metrik von M,. Dann ist die
maximale Metrik d,,;, auf M; x M, definiert durch:

Amax(p,q) := max {d1(p1,q1), d2(p2,q2)} o

Wir zeigen, dass d.x eine wohldefinierte Metrik ist.

Beweis
Seien p,q,z € M.

a) Positive Definitheit: d; und d; sind wohldefinierte Metriken.
b) Null-Abstand: d; und d, sind wohldefinierte Metriken.
¢) Symmetrie: d; und d; sind symmetrisch.

d) Dreiecksungleichung: Weil die Dreicksungleichung bereits fiir d; und d; gilt,

folgt:
Amax(P,2) + dmax(z,q9) = max{dy(p1,21),d2(p2,22) } + max{di(z1,91),d2(z2,92) }
= max{di(p1,z1) +d1(z1,q1), d1(p1,21) + d2(22,92),
dy(p2,z2) +d1(z1,q1),d2(p2, 22) + da(z2,92) }
> max{d1(p1,91),d2(p2,92) }
= dmax(p, 9)- -

(4.3) Lemma (Manhattan Metrik)
Seien p,q € M und d; die Metrik von M; und d, die Metrik von M,. Wir definieren

dsum als die Manhattan Metrik mit

dsum(p,q) = d1(p1,q1) + da(p2,92)- ©

12
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Wir zeigen, dass ds,, eine wohldefinierte Metrik ist.

Beweis
Seien p,q,z € M.

a) Positive Definitheit: d; und d, sind > 0 nach Voraussetzung.
b) Null-Abstand: d; und d; sind nach Voraussetzung wohldefinierte Metriken.

¢) Symmetrie: Weil d; und d; nach Voraussetzung symmetrisch sind, folgt:

dsum(Pz Q) = dl(Plr 41) + dz(sz qz)
= d1(q1, p1) + d2(q2, p2)
= dsum (4, p)-

d) Dreiecksungleichung: Die Dreicksungleichung gilt nach Voraussetzung fiir
dy und d,, also folgt:

Asum(p, z) + dsum(z,9) = d1(p1,21) + d2(p2, 22) + d1(z1,91) + d2(22,92)
> di(p1,q1) + d2(p2, 92)
= dSum(Pr‘l)- O

(4.4) Hilfssatz
Seien d.x, dp und dg;,;, Metriken auf My x M, wie in Lemma (4.1), (4.2) und (4.3)
definiert, dann gilt:

dmax S dE S dsum S 2 dmux- <o

Beweis
Sei im Folgenden ohne Einschrankung di1(p1,41) > d2(p2, 92).
Wir zeigen zundchst dp > dyyay:

de(p.q) = \/dl(m, q1)* + d2(p2, 42)?

> \/di(p1,q1)?

— dl(pl; ql)
= max{di(p1,q1),d2(p2,92) }
= dmax(Pz q>

13
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Wir zeigen dr < dgu,. Dabei verwenden wir, dass dg und ds,;;, > 0 sind:

de(p,9)* = di(p1,q1)* + d2(p2, 92)°
<di(p1,q1)* +2-di(p1,q1) - d2(p2, g2) + da(p2, g2)*

= dsum(p, ‘J)z
Somit folgt, dass dp < dgy ist.

Zuletzt zeigen wir noch, dass ds;m < 2 - djyay ist:

dsum(p,q9) = d1(p1,q1) + d2(p2,92)
<2-di(p1,71)
= 2-max{d1(p1,q1),d2(p2,q2) }

(4.5) Satz
Sei (pn)neN mit py = (p1n, p2n) mit n € N eine Folge in M = M; X M. So sind
folgende Aussagen dquivalent:

(@) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik d ;4.

(b) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik df.

(©) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik dgy,.
(

(d) (p1n)nen und (p2n)nen konvergieren in My bzw. M,. o

Beweis
(@) = (b) = (c) : Sei ¢ > 0 und existiere ein Ny(e) € IN so, dass fiir alle n > N gilt:

dmax(Pn/ P) < %
Dann folgt aus Satz (4.4):

dmax(pn/ P) < dE(Pn/ p)

< dsum(f)n/ P)
<2. dmax(pn; P)

€
2.5 —¢.
< 5 =¢

Somit konvergiert (p,),en auch beziiglich dp und dsym.

14
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(c) = (d) : Sei ¢ > 0 und existiere ein Ny(¢) € IN so, dass fiir alle n > N gilt:
Asum(Pn, p) = d1(P1n, p1) + d2(p2n, p2) < &
Weil d und dp > 0 sind, gilt dann fiir alle n > Np:
di(pin,p1) <& und da(pag, p2) <e.

Das heift, (p1,)nen konvergiert beziiglich di und (p2,)nen konvergiert beziig-
lich d,.

(d) = (a) :
Seien N1, N, € IN und € > 0 so, dass folgende Ungleichungen gelten:
di(p1n, p1) <e Vn>N; und da(pan, p2) < e VYn > Ny
Dann gilt fiir beliebiges € > 0, Ny := max{Nj, N>} und fiir alle n > Np:
Amax (P, p) = max{di(p1n, p1),d2(pan, p2)} < e.

Somit konvergiert (p,),en auch beziiglich dyy. O

(4.6) Hilfssatz
Sei M = M; X My X ... x M,, ein metrischer Produktraum und d;,...,d,, die ent-
sprechende Metrik. Weiterhin seien folgende Metriken definiert:

m
dsum(p,q) := Zdi(Pz’,%),
i=1
Amax(p,q) := max{d;(p;,q;)| i € {1,...,m}},

m

de(p,q) = di(pi, 3:)*.
i=1

Dann gilt:

Amax < dp < dsym < m - dpgy. <&

15
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Beweis
Sei ohne Einschriankung d1(p1,q1) = max{d;(p;,q;)|i € {1,...,m}}.
Dann gelten mit d;(p;, g;) > 0 die folgenden Ungleichungen:

Wir zeigen zunédchst dy,5 < dp:

m

Y di(pi, g
i=1
= \/d1(P1,LI1)2 +Y di(pi,g:)?
i—2

d{>0
di(p1,q1)? L= d1(p1,q1)
= dmax(p, q)-

Wir zeigen dg < dsy,. Dabei verwenden wir, dass dg und ds;,, > 0 sind:

3

dsum(p/ q)z = (Z di(pil qi))z

m

di(pi, q:) Z P]r%
]:

~
I
—_

Il
[\13

~.
I
—_

I
™=
NE

~
I
—_
~.
Il
—_

di(pi,qi) - d;(pj, ;)

Il
1=

(dz(Puqz +Zd pz;qz : j(Pj/qj))
J#i

Ai(pi, qi) - dj(pj, 9) + Y di(pi,qi)®
i=1

_.
I
—_

[
o
M

_.
I
—_
~.
*
lin

AV
=
Q..

z(Pll‘iz)

q)°.

I
S
—~ =
3

Somit folgt, dass drp < dsy ist.

Zuletzt zeigen wir noch, dass dgsym < m - dyay ist:

m m
dsumzzdigzdlzm‘dmax- O]
i=1 i=1

16
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(4.7) Korollar
Sei (pn)neN mit pp = (P10, P2ns - - - Pmn) fir n € N, eine Folge aus dem kartesischen
Produkt von m metrischen Riumen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(@) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik d 4y

(b) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik df.

(©) (pn)nen konvergiert beziiglich der Metrik dg,.
(

(d) (pin)nen konvergiert jeweils in M; fir allei € {1...m}. o

Beweis
(@) = (b) = (c) : Sei ¢ > 0 und existiere ein Ny(e) € IN so, dass fiir alle n > Ny gilt:
<

£
g

A max (Pn/ P)
Dann gilt mit Satz (4.6):

dmax(Pn/ P) < dE(Pnr P)
< dsum(Pn; P)
<m- dmax(r)n/ P)

€
<m-— =E&.
m

Somit konvergiert die Folge (p,),en auch beziiglich dr und dsyy, im Produk-
traum.

(c) = (d) : Sei ¢ > 0 und existiere ein Ny(e) € IN so, dass fiir alle n > Ny gilt:

m
dsum(Pn/ P) = Zdi(pin/ pz) <E&
i=1
Dann gilt fiir allen > Nound i € {1...m}:
di(pin, pi) < &
Somit konvergiert jede Folge (p;,)neN beziiglich d; in M;.

17
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(d) = (a) : Seien Ny, Np,..., Ny, € N und € > 0 so, dass fiir allei € {1,...,m} und

n > N; gilt:
di(pin, pi) <€
Dann gilt fiir e > 0, Ny := ?ax {N;} und fiir alle n > Nj:
ieql
Amax(Pn, p) = Gglax {di(pin, pi)} <e 0

Somit konvergiert auch die Folge (pn),en beztiglich dpyy im Produktraum.

(4.8) Korollar (Konvergenz im IR")
Eine Folge von Vektoren (v;,),cN aus R™ konvergiert in R™ genau dann, wenn jede
seiner Komponentenfolgen (v;,,),en in R konvergiert fiir 1 < i < m. Der Grenzwert
dieser Folge (v,)nen ist der Vektor

v= limo, = (hm V1, hm 0 0y ey lim vyy,). o
n—oo — 00 n—oo
Beweis
R™ ist ein metrischer Produktraum. Wir setzen ds,,, als Metrik von IR, dann folgt
die Aussage aus Korollar (4.7). O]
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§5 Stetigkeit der arithmetischen Funktionen auf R

Wir schreiben im Folgenden die arithmetischen Operationen auf R als Abbildungen
von R X R — R und untersuchen sie auf Stetigkeit.

(5.1) Definition (Die arithmetischen Funktionen)
Wir definieren die arithmetischen Funktionen

f+ ' RxR =R, (x,y)—x+y,
f-:RXxR—=R,(xy)—x—y,
fiRxR—=R,(x,y)—x-y,

f+:]R><1R\{O}—>1R,(x,y)n—>§. o
(5.2) Satz
Die arithmetischen Funktionen auf R sind stetig. o
Beweis

Seien (x9,y0), (x,y) € R x Rund € > 0. Sei sg := |xo| + |vo].
.+ : Wihle 6 = e. Sei dsum ((x,y), (x0,¥0)) = |x — x0| + |y — yo| < 6, dann ist:
[f+((xy)) = f+((x0,90)) | = [(x +y) = (x0 + vo)]|

= [(x =x0) + (¥ = vo)|
<lx—xo|+]y—vol <d=e

Also ist f4 nach dem Epsilon-Delta-Kriterium stetig.
» — " : Wahle § = ¢. Sei dsum((x,y), (x0,Y0)) = |x — x0| + |y — yo| < J, dann ist:

|f~((x,y)) = f~((x0,y0))| = [(x —y) — (x0 — o)
= [(x —x0) + (yo — y)|
<[x—xf+[y—wl<d=e

Also ist f_ nach dem Epsilon-Delta-Kriterium stetig.
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- Wahle 6 = min{1, ﬁ}
Sei dsum((x,y), (x0,Y0)) = |x —x0| + |y —yo| < 6, dann ist |x —xg| < 1 und es gilt:

1f-((x,y)) = f.((x0,50))| = [(x - ¥) — (%0 yo)]
=[x y—x-yo+x-yo—x0" Yol
<|x-y—2x-yol +|x-yo—xo- Yol
= |x| - ly = yol + [x — x0[ - [yo|
<[y —yol - (14 x0) + [yo| - |x — x0|
<[y —yol - (L4 50) + (1 + [x0] + [yol) - |x — xo|
= (T+50) - (ly —wol + [x —x0[) <5 (1+30) =&

Also ist f. nach dem Epsilon-Delta-Kriterium stetig.

, —" :Wihle 6 = min{@, 2.%(12 g, 1},
Sei dsum ((x,y), (x0,Y0)) = |x — xo| + |y — yo| < 6.

Dann ist |[x — xo| < 1, |y — yo| < 1 und @ < |y| und es gilt:

|f—((x/y)) _f+((X(),y0))| = |E_@
¥y Yo
_ [x-yo—x0-y|
v - Yol
_ lx-yo—x-y+x-y—x0-y|
v - Yol
vyl eyl
a v - Yol
_ [xlly = yol + [x — xolly]
v - yo
~ (1450) - [y = yol + |x = x0 - (1 +50)

Y - yol

21y ol 3

<6-2
Also ist f- nach dem Epsilon-Delta-Kriterium stetig. [

(5.3) Korollar

Die Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten reeller, stetiger Funktionen
sind wieder stetig. o
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Beweis

s
II+

‘"
4

‘"
7

‘"
4

: Seien f,¢: M — R stetig.

Definiere die Abbildung: h : M — R x R, x — (f(x),g(x)), dann ist h auf M
stetig nach Korollar (4.8).

f+g=froh:M—R,x— f(x)+g(x),

Also ist f 4 g als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig.

: Seien f,¢: M — R stetig.

Definiere die Abbildung: h : M — R x R, x — (f(x),g(x)), dann ist h auf M
stetig nach Korollar (4.8).

f—g=f-oh:M—->R,x— f(x)—g(x)

Also ist f — g als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig.

:Seien f,g: M — R stetig.

Definiere die Abbildung: h : M — R x R, x — (f(x),g(x)), dann ist h auf M
stetig nach Korollar (4.8).

f-g=foh:M—->Rx~— f(x)-g(x)

Also ist f - g als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig.

: Seien f,g: M — R stetig und g(x) # 0 Vx € M.
Definiere die Abbildung: h : M — R x R, x — (f(x),g(x)), dann ist h auf M
stetig nach Korollar (4.8).

_ . (x)
Jé—f+oh.M—>]R,xr—>]gﬁ

Also ist i—i als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig. [
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