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Min Ge, Niklas Fischer

In diesem Vortrag werden die Eigenschaften von kompakten, metrischen Rdumen
vertieft. Unser Ziel ist es Techniken zu erlernen, um die Kompaktheit von Mengen
feststellen zu konnen. Insbesondere werden wir uns mit der Beziehung zwischen
Uberdeckungs- und Folgenkompaktheit auseinandersetzen. Weiterhin fithren wir
einen neuen Begriff, die Totalbeschridnktheit, ein. Dieser ermoglicht uns zu {iber-
priifen, ob ein metrischer Raum kompakt ist. Nebenbei beweisen wir die Uberab-
zahlbarkeit von R.

§1 Uberdeckungskompaktheit

Zwar ist der Begriff der Uberdeckungen bildlich gut vorstellbar, jedoch sind Aussa-
gen iiber die Uberdeckungskompaktheit einer Menge nur schwer zu treffen. Deshalb
stellen wir in diesem Abschnitt einen Zusammenhang zwischen Uberdeckungskom-
paktheit und Folgenkompaktheit her.

— Einleitung —

(a) (b)

Abbildung 1: Beispiele verschiedener Uberdeckungen
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(1.1) Definition (Uberdeckung)
Eine Menge U heiflt Uberdeckung von A, wenn A in der Vereinigung der zu U geho-
renden Elemente (welche auch Mengen sind) enthalten ist. o

(1.2) Beispiele
1. Die Menge U = {P,Q, R} iiberdeckt A. (Siehe Abbildung 1a)

2. R wird von {{x}|x € R} tiberdeckt.
3. Z? wird tiberdeckt von {IR?}.

4. (0,1] wird tiberdeckt von {[%, 1],n € IN}. o

(1.3) Definition (Reduktion, Teiliiberdeckung)

Wenn U/ und V beide A iiberdecken und V C U ist (damit ist gemeint, dass jede
Menge, die Element von V ist, auch Element von I/ ist) dann heifst V Teiliiberdeckung
von U. Man sagt auch: U reduziert sich zu V. o

(1.4) Beispiele
1. B wird von V = {S,T,U} iiberdeckt. V' = {T,U} ist eine Teiliiberdeckung.
(Siehe Abbildung 1b)

2. [0,4] wird von U = {[0,1],[1,2],[2,4]} und V = {][0,2],[2,4]} tiberdeckt. V ist
keine Teiltiberdeckung von U, denn [0,2] & U.

3. Die Uberdeckung U = {[%, 1]|n € IN} von A = (0,1] kann nicht auf eine end-
liche Teiliiberdeckung reduziert werden, da, nach der Wegnahme von beliebig
vielen Elementen der Uberdeckung U, noch unendlich viele Elemente von U
benotigt werden um A zu tiberdecken. o

(1.5) Definition (endliche Uberdeckung)
Eine Uberdeckung U heifit endlich, wenn die Michtigkeit von U in Ny liegt. o

(1.6) Definition (offene Uberdeckung)
Eine Uberdeckung U heifit offen, wenn jedes Element von U eine offene Menge ist. ©

(1.7) Beispiele
1. Sei A = [0,4]. So sind Y = {(—1,5)} und V = {(—1,1),(0,4),(3,5)} offene
Uberdeckungen von A.

2. Jede Menge A hat eine offene, endliche Uberdeckung, denn es existiert immer
eine offene Menge M, die alle Elemente von A enthalt. &/ = {M} ist also eine
offene, endliche Uberdeckung von A. o



Kompaktheit und Uberdeckungen §1 Uberdeckungskompaktheit

(1.8) Definition (Uberdeckungskompakheit)
Wenn sich jede offene Uberdeckung von A auf eine endliche Teiliiberdeckung redu-
zieren lasst, heifst A iiberdeckungskompakt. o

(1.9) Beispiel
Die Menge (0,1] ist auf R nicht iiberdeckungskompakt, da die Uberdeckung

i {(2asE)nen]

zwar offen ist, U sich jedoch nicht auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren
lasst. o
(1.10) Bemerkung

Zu zeigen, dass eine Menge A iiberdeckungskompakt ist, gestaltet sich schwierig,
da wir iiberpriifen miissen, ob alle offenen Uberdeckungen von A sich auf eine end-
liche Teiliiberdeckung reduzieren lassen. Wir werden uns nun damit beschéftigen
Techniken zu entwickeln, um tiberdeckungskompakte Mengen schneller zu erken-
nen. o

(1.11) Lemma (Uberdeckungskompaktheit endlicher Mengen)
Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist iberdeckungskompakt. o

Beweis

Sei U eine offene Uberdeckung der Menge A = {x1,xa,...,%,} mit n € IN. Wihle fiir
jedes 1 < i < n eine offene Menge W; aus U, die x; enthilt. Dann ist {W;|1 <i < n}
eine offene endliche Teililberdeckung von A. Somit ist A ist iiberdeckungskom-
pakt. O

(1.12) Bemerkung

Obwohl uns das Lemma (1.11) ein Stiick unserem Ziel ndher bringt Aussagen tiber
die Uberdeckungskompaktheit einer Menge zu machen, so hilft eine Aussage, die
sich auf endliche Mengen beschrankt nur sehr wenig weiter. Wie sieht es mit unend-
lichen Mengen aus? Im Folgenden werden wir zeigen, dass in metrischen Rdumen
die Folgenkompaktheit einer Menge dquivalent zu ihrer Uberdeckungskompaktheit
ist. Fiir diesen Beweis brauchen wir aber noch ein Lemma, mit dem sich der nachste
Abschnitt befasst. o

— Die Lebesguezahl —

(1.13) Definition (Lebesguezahl)

Eine Lebesguezahl fiir eine Uberdeckung U von A ist eine positive reelle Zahl A, die
so gewdhlt ist, dass es fiir jedes a € A ein W € U mit Uy (a) C W gibt. Dabei ist U,
von a abhédngig, aber A fiir alle 2 € A konstant. o



Kompaktheit und Uberdeckungen §1 Uberdeckungskompaktheit

(1.14) Lemma
Jede offene Uberdeckung einer folgenkompakten Menge hat eine Lebesguezahl A,
die echt grofier als 0 ist. o

Beweis

Angenommen die Aussage gelte nicht. So gibt es eine offene Uberdeckung U einer
folgenkompakten Menge A. Fiir jedes A > 0 gibt es dann ein a € A so, dass U, (a)
in keiner Teilmenge W von U liegt.

Nehmen wir an, dass A := % und (a,),en eine Folge in A sei, bei der fiir jedes a,
gilt, dass U1 (a,) in keinem W € U liegt.

Abbildung 2: Die Menge U, (p) (grofSer Kreis) enthilt die Menge U 1 (a,,,) (kleiner
Mk
Kreis), da d(ay,,, p) + nlk <r

Weil A folgenkompakt ist, muss es eine Teilfolge (a,, )ren geben, die gegen einen
Wert p € A konvergiert und weil U eine offene Uberdeckung von A ist, muss es ein
r > 0und ein W € U mit U,(p) C W geben. Wenn k grof8 genug gewéhlt wird, dann
gilt d(ay, p) < 5 und nlk < 5, also auch

1
d(a”k’p) + =<
Ny
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(siehe Abbildung 4). Damit muss U1 (ax) C U,(p) C W fiir ein k € IN gelten, was
g

im Gegensatz zu der Annahme steht, dass es kein W € U, das alle U (a,) enthilt,
gibt. Wir schliefSen, dass ¢/ doch eine Lebesguezahl A > 0 haben muss. O]

— Folgen- und Uberdeckungskompaktheit —

(1.15) Satz
Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raums sind folgende Aussagen dquivalent:

a) A ist iberdeckungskompakt.
b) A ist folgenkompakt. o

Beweis
1. Aus a) folgt b) durch Widerspruch:

A sei eine tiberdeckungskompakte Teilmenge eines metrischen Raums. Wenn
A nicht folgenkompakt ist, dann miisste eine Folge (pn)n,en in A existieren,
von der keine Teilfolge in A konvergiert. Also hétte jeder Punkt a € A eine
Umgebung U, (a) (r ist klein genug und abhdngig von a) mit der Eigenschaft,
dass nur endlich viele Folgenglieder von (p,),enN in ihr liegen.

Die Menge {U,(a)|la € A} ist eine offene Uberdeckung von A und weil A
tiberdeckungskompakt ist muss es eine endliche Teiliiberdeckung

{Ur (a1), Ury(a2), - .., Un () }

fur alle K € IN, geben. Weil (p,),en in jeder dieser endlich vielen Umgebungen
Uy, (a;) nur endlich oft auftritt, folgt mit dem Cantorschen Diagonalverfahren!,
dass (pn)nen nur endlich viele Folgenglieder hat. Dies ist ein Widerspruch.
Also kann es (pn)nen nicht geben und A ist tiberdeckungskompakt.

2. Aus b) folgt a):

Sei U eine offene Uberdeckung der folgenkompakten Menge A. Wir wollen U
auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren.

Nach dem Lemma (1.14) hat ¢/ eine Lebesguezahl A > 0. Wahle nun ein belie-
biges a1 € A und ein Wy € U, sodass Uy (a1) C Wy erfiillt ist.

1Vgl. Krieg, Analysis I, Satz 11(2.4)
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e Wenn A C W dann reduziert sich ¢/ auf die endliche Teiliiberdeckung
{W;}, die aus einer einzigen Menge besteht. Die Behauptung aus a) folgt
b) ist bewiesen.

¢ Falls dies nicht der Fall ist, wahlen wir ein weiteres noch nicht tiberdecktes
a; € A und ein W, € U, sodass Uy (a2) C W, gilt.

Entweder U lésst sich auf die endliche Teiliitberdeckung {W;, W, } reduzieren
(und der Beweis ist vollbracht), oder wir fiihren die oben beschriebene Metho-
dik weiter. SchlieSlich kommen wir auf eine Folge (a,),cN in A und eine Folge
(Wn)nen in U, sodass

U)\(ﬂn) Cc W,

und
a1 € (A\ (WL U...UW,))

fur n € N ist.

Wir zeigen nun, dass die Folgen (a,)nenN, (Wn)nen zu einem Widerspruch
fithren. Wegen der Folgenkompaktheit von A hat (a,),en eine konvergente
Teilfolge (au, )ken mit einem Grenzwert p € A. Fiir hinreichend grofie k gilt
d(an,p) < Aund p € Uy(ay,) C Wy,. Alle a,, mit | > k liegen auBerhalb von
W, .

Da p aber in Wy, liegt kdnnen sie sich p nicht mehr anndhern, was ihrer Kon-
vergenz gegen p widerspricht. Also endet der Prozess des Punkte a,, und Uber-
deckungen W, Suchens und U ldsst sich auf eine endliche Teiliiberdeckung
{Wy,...,W,} von A reduzieren. Also ist U tiberdeckungskompakt. ]

(1.16) Bemerkung
Der Begriff , kompakt” kann nun fiir jede Menge, die a) oder b) erfiillt gebraucht
werden. o

(1.17) Beispiel

Das oben besprochene Beispiel einer Uberdeckung der Menge (0,1] € R kann nun
aus einem anderen Blickwinkel betrachtet werden. Da (0, 1] nicht abgeschlossen und
beschrankt ist, was, wie wir aus der Analysis I wissen, dquivalent zur Folgenkom-
paktheit einer Menge ist, wissen wir nun auch, nach Satz (1.15), dass A nicht tiber-
deckungskompakt ist. o
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§2 Totalbeschranktheit

Der Satz von Heine-Borel besagt, dass eine Teilmenge A von R™ genau dann kom-
pakt ist, wenn A abgeschlossen und beschréankt ist. Jedoch gilt diese Aussage nicht
in allgemeinen metrischen Raumen.

(2.1) Beispiel

Wir betrachten die Menge A := [3,4] N Q.

A ist abgeschlossen und beschrankt in Q. Aber A ist nicht kompakt, da zum Bei-
spiel, die Folge (71;);en = (3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415,...) gegen 71t konvergiert. Jede
Teilfolge (a,, )xen konvergiert somit auch gegen 7, das aber nicht in Q liegt. ©

Aus dem letzten Beispiel wissen wir, dass die Beschranktheit und Abgeschlossenheit
keine hinreichende Bedingung fiir die Kompaktheit eines metrischen Raums ist.

Wie sieht es aber mit vollstdindigen metrischen Rdumen aus?

(2.2) Beispiel

Mit der diskreten Metrik d : N x N — ]R(J)r ,(x,y) —

{ 0 wennx=y konnen

1 sonst
wir den metrischen Raum auf IN vervollstindigen. Denn falls eine Folge auf IN kon-

vergiert, so liegt ihr Grenzwert in IN. Aber (N, d) ist nicht kompakt, da die Folge
(ax)ren mit a; = k keine Teilfolge in IN hat, die konvergiert. o

Um das Heine-Borel Lemma fiir den metrischen Raum zu verallgemeinern, miissen
wir einen neuen Begriff, die Totalbeschrinktheit, einfiihren.

(2.3) Definition (Totalbeschranktheit)
Eine Teilmenge A C M ist totalbeschrinkt, falls es fiir jedes ¢ > 0 eine endliche
Uberdeckung von A durch e-Umgebungen gibt. o

(2.4) Satz (Verallgemeinerter Satz von Heine-Borel)
Eine Teilmenge eines vollstandigen metrischen Raums ist kompakt genau dann,
wenn sie abgeschlossen und totalbeschrankt ist.

Beweis

»= " Sei A eine kompakte Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raums. Dann
ist A abgeschlossen, denn aus der Kompaktheit folgt, dass alle Hiufungspunk-
te in A liegen.
Sei U := {U,(x) | x € A} fiir ¢ > 0 eine Uberdeckung von A. Da A kompakt
ist, folgt aus dem Satz (1.8), dass U iiberdeckungskompakt ist. Somit kann
U auf eine endliche Teiltiberdeckung von A reduziert werden. Folglich ist A
totalbeschrankt.
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,< " Sei M ein vollstdndiger metrischer Raum sowie A C M abgeschlossen und to-
talbeschrankt. Seien (a,,),cN eine Folge in A und ¢ = %, fiir k € IN.
Um die Kompaktheit von A zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass A folgenkom-
pakt ist. Da A totalbeschrinkt ist, existiert eine endliche Uberdeckung U, von
A durch e;-Umgebungen mit

Z/{l = {u€1 (p]_l)l u€1 (plz)/ ceey uslz(plm)}/
wobei pj; € Mmitj=1,...,m.

Wegen des Cantorschen Diagonalverfahrens nehmen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit an, dass unendliche viele Folgenglieder von (a,),en in
U, (p11) liegen. Wir wihlen nun einen Punkt, der

anl € A]_ - A N Ugl(p]_]_)

erfiillt. Da jede Teilmenge einer totalbeschrankten Menge wieder totalbeschrankt
ist, ist A totalbeschrankt. Analog wie eben sei i/, eine endliche Uberdeckung
von Aj durch e;-Umgebungen. Ug,(p21) € Uy besitzt unendlich viele Folgen-
glieder von (a,),en. Wahle wieder einen Punkt aus der Folge (a,,),cn mit

an, € Ay = A1 N Ug,(p21),
wobei 1y > ny. Siehe Abbildung 3.

Abbildung 3

Wir wiederholen dieses Verfahren induktiv. Wahle somit

n, € Ax = A1 N Ue (pra),
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wobei 1 > ny_4. Die Teilfolge (a5, )ren ist dann eine Cauchy Folge, da fiir alle
k,1>K,
2

An,, an, € Ax und d(ay,, a,,) < diam(Ag) < 2ex = X

gilt. Weil M vollstandig ist, konvergiert (a,, )xen in M. Weil (a,, )ren auBerdem
eine Folge in A ist und A abgeschlossen ist, liegt deren Grenzwert p in A. Also
ist A folgenkompakt. [

(2.5) Korollar
Ein metrischer Raum ist kompakt genau dann, wenn er vollstindig und totalbe-
schrankt ist. o

Beweis

»= " Sei M ein kompakter metrischer Raum und (an)nen eine Folge in M. Aufgrund
der Kompaktheit von M, existiert eine Teilfolge von (ay)nen, die in M kover-
gent ist.
Falls eine Cauchy Folge eine Teilfolge hat, die in M konvergent ist, konver-
giert diese Cauchy Folge auch in M. Folglich konvergiert (a,),en in M. Da
wir (a,),eN beliebig gewdhlt haben, folgt weiter, dass jede Cauchy Folge in M
konvergent ist. Somit ist M vollstandig.?
Sei U eine Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, ist M iiberdeckungskom-
pakt. Folglich lasst sich ¢/ auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren. Somit
ist M totalbeschrankt.

< " Da jeder metrische Raum in sich selbst abgeschlossen ist, folgt aus dem Satz
(2.4) direkt, dass M kompakt ist. ]

§3 Perfekte metrische Raume

(3.1) Definition
Ein metrischer Raum M heifst perfekt wenn jedes p € M ein Haufungspunkt von M
ist. o
(3.2) Beispiel
a) N ist nicht perfekt.
Denn sei x € N, und ¢ = 3, so ist Ug(x) "IN = {x}. Somit kann kein Punkt in N
ein Haufungspunkt sein.

2Das heifit: Jeder kompakte metrische Raum M ist vollstandig.
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b) [a,b] ist perfekt.
Denn sei x € [a,b], so enthidlt die Umgebung U (x) fiir alle ¢ > 0 unendlich viele
Punkte von [a, b].

c) Q ist perfekt.
Denn sei x € Q. Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine e-Umgebung von x mit Ug(x) =
(x —¢&,x +¢). Es ist klar, dass Ug(x) N Q eine unendliche Menge ist. Folglich ist x
ein Haufungspunkt von Q. Da x ein beliebiger Punkt in Q ist, ist jeder Punkt in
Q ein Haufungspunkt. Folglich ist Q perfekt.

(3.3) Lemma
Jeder nicht leere, perfekte, vollstindige, metrische Raum ist tiberabzéhlbar.

Abbildung 4: Die Grafik zeigt die inneinander verschachtelten, immer kleiner wer-
denden, Umgebungen Yj,...,Y,; und wie alle Punkte xy,...,x; von
der Umgebung Y;, ausgeschlossen werden.

Beweis
Wir nehmen an, dass M ein nicht leerer, perfekter, vollstindiger aber abzadhlbarer
metrischer Raum sei. Wegen der Abzdhlbarkeit und Perfektheit von M setzen wir

M = {x1,x2, ..., Xn, Xpi1,---}-

Sei y; = xp, r1 = min {1,%d(x1,y1)} sowie Y| = LAIr1 (y1) eine abgeschlossene Um-
gebung von y; mit dem Radius ry. Offensichtlich wurde der Punkt x; aus Y7 aus-
geschlossen. Weil M perfekt ist, ist jedes x, mit n € IN ein Hdufungspunkt von M.
Somit liegen unendlich viele Punkte in der Umgebung U, (y1), welche eine offe-
ne Umgebung des Haufungspunkts y; ist. Wéhle einen Punkt y, aus Uy, (y1) mit
Y2 # xp und setze nun Y, := ﬁrz (y2) mit

. [11
72 = min {5, Ed(yz, Xz), (7’1 - d(y1/y2))}'

10
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Nun wurden die Punkte x; und x; aus Y, ausgeschlossen und Y; liegt geschachtelt
in Y7. Wenn wir dieses Verfahren weiter iterieren, bekommen wir eine geschachtelte
Mengenfolge (Yy),en mit

Y1 DY, DYsD...D Y, := U, (y,) fiir alle n € N.

Aus Y, wurden die Punkte x1,xy,...,x, ausgeschlossen. Da der Radius r, < % ist,
ist die Folge (v, )nen eine Cauchy-Folge. Aus der Vollstandigkeit von M folgt, dass
Nm yn =y € M.
existiert. Weil alle Y}, fiir n € IN abgeschlossen und ineinander verschachtelt sind,
liegt y auch in jedem Y. Jedoch ist y # x, fiir alle n € IN, denn jedes x,, wurde

von dem entsprechenden Y}, ausgeschlossen. Folglich liegt y nicht in M. Dies ist ein
Widerspruch zur Vollstindigkeit von M.

(3.4) Korollar
R und [4, b] sind iiberabzéhlbar. o

Beweis
R ist nicht leer, vollstindig und perfekt. Aus Lemma (3.3) folgt direkt die Uberab-
zdhlbarkeit von R.

Aus der Kompaktheit von [4,b] C R folgt, dass [a,b] vollstindig und perfekt ist.
Offensichtlich ist [, b] nicht leer. Nach dem Lemma (3.3) ist [a, b] iiberabzdhlbar. [

(3.5) Korollar
Ein nicht leerer, perfekter und vollstindiger metrischer Raum ist iiberall iiberabz&hl-
bar in dem Sinne, dass jede r-Umgebung tiberabzahlbar ist. o

Beweis

Sei A ein nicht leerer, perfekter und vollstindiger metrischer Raum und U,(p) eine
r-Umgebung des Punktes p € A.

Da A perfekt ist, ist Uy(p) auch perfekt. Folglich ist U, (p) perfekt. Eine abgeschlos-
sene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raums ist wieder vollstandig. Somit

ist U%(p) vollstandig und offensichtlich ist U%(p) nicht leer. Somit folgt aus dem

Lemma (3.3), dass U, (p) iiberabzéhlbar ist. Da Uy (p) C U:(p) ist, folgt direkt die
Uberabzihlbarkeit von U, (p).

11
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