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§1 Vollstindigkeit

— (I) Vervollstindigungstheorem fiir metrische Riume —

Ziel des Vortrags

Viele metrische Rdume sind vollstandig. Wir wollen im ersten Teil zeigen, dass
Vollstandigkeit eine Figenschaft ist, die potentiell jedem metrischen Raum zu-
kommen kann. Im zweiten Teil folgt dann eine Anwendung unserer Ergebnisse,
dahingehend dass R aus Q konstruiert wird.

(1.1) Beispiel
Alle abgeschlossen Unterrdume des Euklidischen Raumes sind vollstandig (siehe
Vortrag 4 Cauchy Folgen und Kompaktheit, Satz (1.7). o

Es folgt ein Hilfssatz, welcher im Grunde nur eine Anwendung der Dreiecksun-
gleichung darstellt, sich aber im Laufe des Beweises als sehr niitzlich erweisen
wird.

Hilfssatz
(1.2) Satz
Sei (M, d) ein metrischer Raum und seien p, g, x,y € M, dann gilt
d(p,q) —d(x,y)| <d(p,x)+d(q,y). ©
Beweis

Aus der Dreiecksungleichung und der Symmetrie der Metrik folgt fiir p,q,x,y €
M gilt:

d(x,y) <d(x,p) +d(p,q) +d(q,y)  und (1)
d(p,q) <d(p,x) +d(x,y) +d(y,q) =d(x,p) +d(x,y) +d(q,y) )
Falls d(p,q) > d(x,y)

d(p,q) —d(x,y) > d(p,q) —d(x,p) —d(p,q) —d(q,y) = —d(p,x) —d(q,y) 3)

d(p,q) —d(x,y) <d(p,x)+d(x,y) +d(y,q) —d(x,y) =d(p,x) +d(qy) 4

N

@)
Daraus folgt

—d(p,x) —d(q,y) g) d(p,q) —d(x,y) g) d(p,x)+d(q,y)) (5)
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3)

(4)

Falls d(p,q) < d(x,

d(x,y) —d(p,q)

)

d(x,p) +d(p,q) +d(q,y) —d(p,q) =d(p,x) +d(q,y) (6)

<

A
=IA

d(x,y) —d(p,q) (22) d(x,y) —d(x,p) —d(x,y) —d(q,y) = —d(p,x) —d(q,y) ()
Aus beiden folgt daher
—d(p,x) —d(q,y) (;) d(x,y) —d(p,q) (%) d(p,x)+d(q,y) (8)

Fiir ein k € R>p und / € R gilt trivial:

—k<I<k=|l|<k 9)
Also folgt insgesamt
d(p.g) —d(x,y)| < dp,x)+d(qy). —
(5).(8),09)

Vervollstindigungstheorem
Dieses Theorem ist das Herzstiick des Vortrages und mit seinem Beweis werden
wir uns gesamten ersten Teil beschaftigen.

(1.3) Satz (Vervollstindigungstheorem)
Jeder metrische Raum M mit der Metrik d kann zu einem metrischen Raum M
mit einer Metrik D vervollstandigt werden. ©

(1.4) Bemerkung

Jeder metrische Raum M kann als Unterraum eines vollstandigen, metrischen
Raumes M angesehen werden, welcher dann als Vervollstindigung bezeichnet
wird und durch M eindeutig bestimmt ist. o

Anwendung

Ein bereits aus der Vorlesung Analysis I bekanntes Beispiel ist, dass der metri-
sche Raum Q durch R vervollstindigt wird. Dies werden wir im zweiten Teil des
Vortrags ausfiihrlich zeigen.
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— (II) Beweis des Vervollstindigungstheorem —

(1) Konstruktion von M
Zunichst konstruieren wir den metrischen Raum M aus M. Daf'r benétigen wir
zuerst zwei Definitionen.

(a) Definition der Menge C und der Co-Cauchy Eigenschaft

(1.5) Definition
Sei C := {(pn)neN | (Pn)nen ist Cauchy Folge in M} die Menge der Cauchy
Folgen in M. o

(1.6) Definition (Co-Cauchy Eigenschaft)
Zwei Cauchy Folgen (pn)neN,(gn)nen im metrischen Raum (M, d) sind genau
dann Co-Cauchy, wenn gilt

lim d(pn,qn) = 0. o

n—oo

(b) Beweis von ~¢, ist Aquivalenzrelation
(1.7) Satz

Die Co Cauchy Eigenschaft definiert eine Aquivalenzrelation ~¢, auf C, also

(Pn)neN ~co (qn)nen & Hm d(pn,qn) = 0. o

Beweis
Die Bindre Relation ~ ¢, muss reflexiv, symmetrisch, transitiv sein.

Seien (pun)neN, (Gn)neN, (rn)nen Cauchy Folgen in M

(i) Reflexivitat
Es ist zu zeigen, dass (pn)neN ~co (Pn)nenN gilt.
Fur (pn)nen gilt trivial

d(pn, pn) =0Vn € N
also folgt
nlgrc}od(Pann) =0

und damit

(pn)ne]N ~Co (pn)neN‘
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(ii) Symmetrie
Es ist zu zeigen, dass (pn)neN ~co (Gn)nen dquivalent zu (§x)neNn ~co

(Pn)ne]N~
Fur (pn)neN, (§n)nen gilt nach Symmetrie der Metrik

d(pu,qn) = d(qu, pu) ¥n € N
also folgt

lim d(pn,qn) = Him d(qn, pa)

n—o00

und damit

(Pn)neN ~co (Gn)neN € (Gn)neN ~co (Pn)neN-

(iii) Transitivitat
Es ist zu zeigen, dass aus (pn)neN ~co (9n)neN und (gn)neN ~co (*n)neN
folgt (Pﬂ)ne]N ~Co ("n)neN-
Fiir (pu)neN ~co (9n)nen und (gn)neN ~co (Fn)nen gilt

lim d(pn,gn) = 0 und nli_r&d(qn,rn) =0

n—oo

also gilt mit positiver Definitheit und Dreiecksungleichung

0 < lim d(pp, ) < nh_r}go (d(pn,gn) +d(gn,m2)) =04+0=0

n—oo

und damit

(Pn)ne]N ~Co (GIn)nG]N A (Qn)ne]N ~Co (rn)ne]N = (Pn)neN ~Co (rn)ne]N- O

(c) Definition von M und dazugehoriger Metrik D
Wir definieren nun den metrischen Raum (M, D), der (M, d) vervollstindigen
wird.
(1.8) Definition
Sei M :=C/~, = {P:= [(Pn)nen] | (pn)nen ist Cauchy Folge in M} die Menge
der ~c, Aquivalenzklassen. o

(1.9) Definition
Sei P := [(pn)nen], Q := [(qn)nen]. Auf M sei durch

D(P,Q) := lim d(pn,qn)

n—oo

eine Metrik definiert, wobei (py)neN, (9n)neNn C M Reprisentanten der Aqui-
valenzklasse P, Q € M sind. o
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Im néchsten Schritt werden wir zeigen, dass der definierte, metrische Raum
(M, D) auch tatsdchlich ein vollstindiger, metrischer Raum ist.

(2) M existiert als Vervollstindigung von M

(1.10) Satz
(M, D) ist ein vollstandiger, metrischer Raum und (M, d) ist metrischer Teilraum
von M. o

Der Beweis dieses Satzes erfordert die Wohldefiniertheit der Metrik D, die Teilrau-
meigenschaft von (M,d) zu (M, D) und natirlich die Vollstindigkeit von (M, D).

(a) Beweis der Wohldefiniertheit der Metrik D auf M
Die Wohldefiniertheit erfordert die Existenz des Grenzwertes, seine Eindeutig-
keit und insbesondere, dass die Eindeutikgeit unabhédngig vom gewdahlten Re-
prasentanten ist.

(i) Existenz des Grenzwertes
Sei € > 0, da (pn)neN, (9n)nen Cauchy Folgen in M sind, gilt

ANy € N:|d(pm, pn)| <§ Vm,n > Ny, D
AN, € N d(qm,0)| < 5 W m,n > Ny, )
Dann existiert ein N := max{Ny, N, }, so dass gilt

€ €
|d(pm, pn)| < 5 und |d(qm, qn)| < > VYm,n>N

Mit (1.2) gilt fiar puw, pn, Gm, qn € M

AP, Gm) — AP, qn)| < d(Pms Pn) +A(Gms Gn)
—_———  N——

<§ <§
1)? 2)*
€ €
<-4+=-=¢€ Vm,n > N.
2 2 -

Also ist (d(pn,qn))nen Cauchy Folge in R und da R vollstandig ist, gilt

JdL € R,sodass L = lim d(pu,qn).

n—o00
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(i)

(iii)

Eindeutigkeit des Grenzwertes
Seien (pn)nen, (Gn)nen Co Cauchy Folgen zu (pu)nenN, (4n)nen mit

L = lim d(pu,qn) und

n—o00

L = lim d(pyn,dn)-

n—00

Sei e >0, da (d(pn, gn))nen, (d(Pn, Gn))nen Cauchy Folgen in R sind, gilt

€

IN; € N: |d(pn,gn) — L| < 3 Vn> Ny, 3)
IN, € N : [d(pu, G — L| <§ V> N 4)

Da die betrachteten Folgen Co-Cauchy Folgen zu (pn)neN, (9n)nenN sind,
gilt

SALAREC N,

ANs € N |d(gn, du)| < Vn > Ny 6)

Es) existiert ein N5 := max{ N3, Ny}, so dass gilt

\d(pn,qn) — d(Pn, Gn)| < d(pn, pn) +A(qu, Gn)

€ € €
< -4+ -=-<= Y n > N=. 7
(5(6) 6 6 3 tee @)

Dann gilt V n > max{Nj, N2, N5} mit der Dreiecksungleichung

d

L =|L-
glL—d

P, qn) + d(pn,Gn) — d(Pn, Gn) + d(Pn, Gn) — L’
Pnsdn)| 4 |d(pn, qn) — d(f)n/qn)l‘i‘id(ﬁn/qn) - LJ

-~ -~

€
<% <

3)
c, e, €
3 3 3

7) @3

Qlm

N

= €.

Damit ist gezeigt, dass ILm Ad(pn, Gn) = ILm d(pn, qn) Also ist der Grenz-
n—oo n—oo

wert in D wohldefiniert.

Erfiillung der Metrikbedingungen

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass D eine Metrik ist. Die Bedingungen
an eine Metrik umfassen Symmetrie, Definitheit und Dreiecksungleichung.
Die Nonnegativitat ldsst sich daraus immer ableiten.
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(1) Symmetrie
Da d symmetrisch auf M ist und der Limes die Symmetrie erhalt, ist
auch D symmetrisch auf M.

(2) Definitheit
Seien P := [(pn)nenN], Q := [(qn)nen] und D(P,Q) = 0, dann ist zu
zeigen, dass P = Q ist.

D(P,Q) =0« r}i_r&d(pn,qn) =0

~ (Pn)neIN ~Co (QH)nE]N
s P=0Q.

(3) Dreiecksungleichung

Seien P := [(pn)nen), Q = [(@n)nen], R := [(rn)nen] € M, mit der
Dreiecksungleichung fiir d folgt

D(Q,R) :nli_r&d(qn,rn)
< Jim, (d(qa, pu) + d(pu, )
=nh_r>r.}od(qn, pn) + nlglgod(pn/r”)
=D(Q,P) + D(P,R).

Damit ist (M, D) ein metrischer Raum.

by MC M
Sei My := {p € M| p = [(p)nen] ist konstante Folge , p € M}. Wir zeigen,
dass My C M gilt, dass eine surjektive Isometrie zwischen (Mg, D) und (M, d)
existiert und dass M dicht in M liegt.
(i) My cC M
Dies ist klar nach Definition von M
(ii) (M, D) ist isometrisch zu (M, d)
Esseii: M — Mo, p— [(P)neN]
Fir p,q € M gilt
D(i(p),i(q)) = lim d((p)nen, (9)nen) = d(p,q)-

n—oo

Ausserdem ist i nach Definition surjektiv.
Also ist i eine surjektive Isometrie zwischen den metrischen Riumen (M, d)
und (M, D).
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(iii) My liegt dicht in M

Sei P := [(pn)nen] € M und € > 0.
Da (pn)nen eine Cauchy Folge ist, gilt

AN e N:d(prps) < Vr,s>N

¢
2
und speziell gilt

d(pn, pr) < g vk > N.

Sei nun Q := [(pn)nen] € Mo, dann gilt

. €
D(P,Q) = lim d(pn, pn) < 5 <e

Also liegt M dicht in M

(c) M ist vollstandig

ey

()

Definition von Cauchy Folgen in M
. k .
Sei (Pk)ke]]\] = ([(P;l))ne]l\l]/ [(sz))nelN]/ [(Pi(qg))nelN]/ ceey [(pi(”l ))nelN]/ s ) cme
Cauchy Folge von Aquivalenzklassen in M, deren Konvergenz beziiglich der
Metrik D behandelt wird. Zeige 3 Q = [(g,)nen] € M, so dass klim P = Q.
— 00

Hilfsbehauptung
Da D wohldefiniert ist, gilt

VkeNI (p)nen € (Pken

K (k 1
d(py), pi) < 2

Alle Glieder dieser reprasentativen Folge aus P, haben einen Abstand kleiner
als %, nicht nur die mit hohem Index.

Um dies zu zeigen, wihlen und fixieren wir zunéchst eine beliebige Folge
( ﬁ,gk))ne]N € Py. Diese ist eine Cauchy Folge, also existiert ein von k abhangi-
ges N (k) € IN, so dass

vV m,n € N. (1)

1
d(pw), sy < £ VmnzN.

Die Glieder dieser reprasentativen Folge aus P, besitzen erst ab einem be-
stimmten Index einen Abstand kleiner als % Aus dieser beliebigen Cauchy
Folge leiten wir nun folgende spezielle Cauchy Folge ab.

(pigk))ne]l\l = (ﬁgﬁ)_f_N))nE]N € by
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©)

Da beide Folgen denselben Grenzwert haben, gilt natiirlich:
(pﬁ,k))neN ~co ( ﬁ,gk))neN, also befinden sich beide Folgen in deselben Aqui-

valenzklasse. Desweiteren erfiillt (p,&k))neN die Ungleichung (1) fiir alle In-
dices. Nun wéahlen wir V k € IN auf die gleiche Weise einen Reprasentanten

( p,(j‘))neN, die allesamt Ungleichung (1) fiir alle Indices erfiillen.

Beweis der Vollstandigkeit von M durch e-Abschitzungen

Sei Q := [(qn)nen] = [(pﬁl”))neN], dann wollen wir zeigen, dass Q :=
[(gn)nen] in M liegt und nlgn P, = Q, also dass M vollstandig ist. Um dies zu

beweisen, sei zundchst € > 0. Da (Py)ken = ([(p,(lk))neN])keN eine Cauchy

Folge in M ist, gilt

IN >3 tim d(p, p) = D(P, ) < g VkI1>N )

€ n—o

Sei also k,I > N, dann gilt mit (1) und der Dreiecksungleichung,

(g, q1) = d(pl”, p)
<d(p®, p) +a(pP, o) + !, p")

1 1
< L sap® )+ !
N~ ~—
<5 <5

(1) (1)

Die obige Ungleichung gilt fiir alle n € IN und d(gy, ;) ist unabhingig von
n. Der Grenzwert von d (p,(qk), pg)) fiir n — oo ist nach (2) D(P, P) < §

2¢ k) (1
<3 +d(p, p)
—_———

< £
@)’
<e€

Also gilt V k,1 > N : d(qk,q;) < €, damit ist (g,cN) eine Cauchy Folge in
M. Daraus wiederum folgt, dass Q := [(g,)nen] € M
Sei e > 0, da (gi)ren eine Cauchy Folge in M ist, gilt

L d(qq)) < g Vk1>N.

10



§1 Vollstandigkeit

Nun konnen wir zeigen, dass Q der Grenzwert fiir (P )i ist, denn es gilt:

d(p,qn) < d(p¥, py +d(p, g.)

~—
=k
k k
=d(p”, p") +d(ar 30)
<} <3
<48
kK 2
< E.

Da lim d(p, q.) = D(P,, Q) gilt, folgt schliesslich lim P = Q und endlich

n—oo

M ist vollstandig.
(3) M ist eindeutig als Vervollstindigung von M

Wir haben also gezeigt, dass (M, D) eine Vervollstindigung von (M, d) ist. Jetzt
miissen wir noch begriinden, warum die Vervollstindigung eindeutig ist bis auf Iso-
metrie.

(1.11) Satz
M ist eindeutig als Vervollstandigung von M. o

Beweis

Angenommen es gibt neben (M, D) einen weiteren vollstindigen, metrischen Raum
(M, D), welcher auch (M,d) vervollstandigt. Nun ist zu zeigen, dass (M, D) und
(M, D) isometrisch sind.

Sei € > 0 und P ein beliebiges Element aus M. Dann existiert eine Folge (P, ),en C
My, so dass wegen der Vollstandigkeit von M und der Dichtheit von My in M gilt

aMeN:mmﬁm<§ V> Ny (1)

(Py)nen C My muss dann eine Cauchy Folge in M), sein, weshalb ein P € M existiert
mit

IN, eN: |D(Py, P)| < Vn> N )

[SSENO)

Desweiteren hingt D nicht von der speziellen Wahl der approximierenden Folge
(Pn)nen C M ab.

11
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Sei hierzu € > 0 und (Qn)nen eine andere Folge aus M, welche in M gegen P
konvergiert, also

IN; €N |D(Qn,P)|<§ V1> Na. 3)

Sei € > 0, dann gilt fiir N := max{Nj, N, N3} mit der Dreiecksungleichung:

D(Qu, P) < D(Qu, Pu) + D(Py, P
= D(Qnrpn) +D(Pn;p
< D(Qu,P) + D(P,Py) + D(Py,P)
B o 5°
€. €€
3 3 3
=€ Vn > N

Also gilt auch

Jedem P in M ordnen wir so ein bestimmtes Element P in M zu. Die so entstehende
Abbildung j : M — M lasst die Elemente von M fest und ist surjektiv, da sowohl M
als auch M Vervollstindigungen von M sind. So kann jedem Element aus M {iber M
eindeutig ein entsprechendes Element von M zugeordnet werden. Aus der Stetigkeit
der Metrik folgt ferner, dass j eine Isometrie ist.

Seien hierzu P, Q € M und (pn)nen, (9n)neN approximierende Folgen aus M, deren
Grenzwert P, Q € M bestimmt werden durch P = j(P) und Q = j(Q), so gilt, da die
Metriken D und D eingeschrinkt auf M der Metrik d entsprechen:

D(P,Q) = lim D(Py, Qu)
= lim d(P,, Qu)
= lim D(Py, Q)
= D(P,Q)
= D(j(P),j(Q)) 0

Es ist also bewiesen, dass (M, D) und (M, D) bis auf Isometrie identisch sind und
es daher Sinn macht von Eindeutigkeit der Vervollstindigung zu reden.

12
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Im zweiten Abschnitt wollen wir einen konkreten metrischen Raum vervollstandi-
gen. Wir werden R als Vervollstandigung von Q mit dem im ersten Abschnitt dar-
gestellten Verfahren konstruieren. Jedoch ist dies keine alternative Konstruktion von
R, da dessen Vollstandigkeit eine Vorraussetzung fiir die Metrik D war.

(2.1) Definition (Q)
Definiere Q wie im ersten Abschnitt:

C := {(pn)n|(pn)n Cauchyfolge in Q},
Q =C/ ~co-
Im Folgenden werden wir mit 7 € Q immer den Reprisentanten einer konstanten

Folge von Elementen p € Q bezeichnen. Also:

p=1I(ppp )] =1(p] furp € Q.

(2.2) Satz (Q ist ein Korper)
Wir definieren auf Q folgende Rechenregeln:

P+Q:=[(pn+qn)n]
P—Q:=[(pn — qn)n]
P-Q:=[(pn - qn)n]

P

g =L
mit P = [(pn)n] € Q und Q = [(44)] € Q und im Fall 5 mit Q # 0 = [(0,0,0,...)].
Mit diesen Rechenregeln bildet Q einen Kérper. o

Beweis
Wir miissen dazu das Assoziativgesetz, das Kommutativgesetz, die Existenz der
neutralen und der inversen Elemente zeigen.

Vertreterunabhingigkeit, Wohldefiniertheit:

Seien (pn)n und (p),), zwei Co-Cauchy-Folgen in Q mit Reprasentant P in Q und
(gn)n und (q),)n zwei Co-Cauchy-Folgen in Q mit Reprisentant Q.

Aufgrund der Co-Cauchy-Eigenschaft von p und p’ bzw. g und 4’ gilt:

13
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im0 d(pn, ) = 0 und lim,, 00 d(gp, q},) = 0
Wir miissen zeigen, dass gilt: limy,—co d(pn + qn, ply +9,,) = 0
Mit der Positivitdt der Metrik gilt aber:
0 < lim d(pn +qu, ph+44) < M (d(pn + Gn, P+ Gn) + (Pl + G, P+ 00))
= lim d(pu, py,) + lim d(qn, q,) =0

Analoges erhilt man fiir die anderen Rechenregeln, es gilt daher:

P+Q=1[(pn)n+ (qn)n] = [(Pu)n+ (qn)n] =P+ Q
P—Q = [(pu)n— (qn)n] = [(Pp)n — (q1)n] =P = Q
P-Q=[(pn)n- @n)n] = [(P1)n - (@n)n] = P-Q
P [(pn)n] _ [(P;)n] _ P
Q  (gn)n du)n” Q

Somit sind die Rechenregeln unabhédngig von der Wahl des Vertreters und somit
wohldefiniert.

Seien P = [(pn)n], Q = [(gn)n] und R = [(r4)4] in Q beliebig.

Assoziativgesetz:

Es gilt:

P+(Q+R) = [(pn+[(gn+rn)u])n] = [(Pn+qn+70)u]l = [([(Pn+Gn)n] +10)n] = (P+Q) +R,

sowie
P-(Q-R) = [(pn-[@n-1a)ul)n]l = [(Pngn-71a)u]l = [([(Pn - Gn)n] - 1n)n] = (P-Q) - R.

Kommutativgesetz:
Es gilt:
P+Q = [(pn+adn)n] = [(gn+pu)u] = Q+P,

sowie

P-Q=1[(pn-qu)n] = [(qu-pn)n] = Q- P.

Existenz neutraler Elemente:

14
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Fiir 0 := [(0,0,0,...)] und 1 := [(1,1,1,...)] gilt:

und

Existenz inverser Elemente:

Es gilt:
P+ (_P) = [(pn + (_pn))ﬂ] = [(pﬂ - Pn)n] = [(0)11] =0
sowie . ) ) .
P =1pa- el = (B = (1] =1
mit P # 0. O

Damit haben wir gezeigt, dass Q mit den obigen Rechenvorschriften einen Kérper
bildet. Auf diesem Korper konnen wir eine Ordnung definieren, doch dazu miissen
wir zunédchst erkldren, was es bedeutet, wenn ein Element in Q positiv ist.

(2.3) Definition (Positiv und Negativ)
Sei P € Q mit P = [(pn)n]
Falls fiir einen Vertreter (p,), von P und ein € > 0 gilt:

pn > € fiir fast alle n € IN

heifst P positiv.

Falls —P positiv ist, heifst P negativ.

Wenn Q — P positiv ist, schreiben wir: P < Q.

Fiir jede Cauchy Folge (p,). gilt entweder (p,), ist eine Nullfolge, oder es gibt ein
€ > 0 mit p, > € fiir fast alle n € IN, oder es gibt ein € < 0 mit p, < € fiir fast alle
n € IN.

(2.4) Satz (Ordnung)
< ist eine Ordnung auf Q und diese ist konsistent mit der gewohnlichen Ordnung

auf Q in dem Sinne, dass fiir p,q € Q gilt:

p<q<p=q
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Beweis
Damit < eine wohldefinierte Ordnung ist, miissen wir Transitivitdt, Reflexivitat und
Antisymmetrie zeigen.

Transitivitat:

Sei P < Q und Q < R. Dann gibt es ein €, so dass fiir fast alle n € IN gilt:
€

€
qn—pn>§undrn—qn>2

Durch Umformen erhilt man:
€

€
qn>pn—i—§undrn>qn+2

Daraus folgt aber dann

€ € €
rn>qn+§>pn+§+§

und damit
1";/[ - pn > €

also P < R. Somit ist < transitiv.
Reflexivitat:
< ist irreflexiv, da P < P implizieren wiirde, dass
Pn—pPn=0>€>0
Deshalb gilt P £ P fiir alle P € Q.
Antisymmetrie:
Sei ohne Einschrankung P < Q. Damit gilt fiir ein € > 0 und fast alle n € IN:
qn — Pn > €
Dann kann aber nicht gleichzeitig
Pn—qn > €
gelten, also Q £ P. Somit ist < antisymmetrisch.
Konsistens der Ordnung;:
Sei € > 0. Es gilt fiir alle p,q € Q:

p<qeq-pesi-presp<q
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Damit ist gezeigt, dass die Ordnung < auf Q vertraglich ist mit der Ordnung < auf
Q. Somit kann Q als Teilraum von Q aufgefasst werden.

(2.5) Lemma
Q ist ein Teilraum von Q. o

Beweis

Definiere zu allen Elementen p € Q die zugehdrige konstante Folge (p,p,p,...) =
(p)n- Thr Reprasentant p liegt dann in Q. Nach Satz (2.2) iibertragen sich dann alle
Rechenregeln und Q ist somit ein Teilraum von 0. (]

(2.6) Satz
Seien P = [(pn)n] € Q und Q = [(44)s] € Q. Dann gilt:

P< Q& de>0und N € N so, dass fiir alle m,n > N gilt: p,, +€ < gy

Beweis
Sei P < Q. Also ist Q — P positiv. Dann gibt es ein € > 0, so dass gilt:

gn — pn > € fur fast alle n € IN
und damit auch
Gn > pn + € fur fast alle n € IN.
Da (pn)n und (g,)n Cauchy Folgen sind, gibt es zu € > 0 ein N € IN so dass gilt:
|Gn — qm| < g fur alle n,m > N.
Damit gilt
In — qGm > —g fur alle n,m > N.
Insbesondere gibt es ein 6 := 5 so dass fiir fast alle n € IN gilt

€

2:5.

Gn —Pm = q9n —qGm +q9m — Pm > Gn — qm + € >

Damit gilt aber auch
Gn > Pm + €

tiir alle n,m > N. Die Umkehrung gilt auch, da fiir fast alle n € IN gilt

Gn > Pn +€
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Daraus folgt
qn — Pn > €
und damit direkt, dass Q — P positiv ist und somit P < Q. O

(2.7) Satz (Cauchy-Vervollstindigung Q aus Q)
Q ist dann die Vervollstindigung von Q und damit ein vollstindiger metrischer
Raum, der Q enthilt und mit dessen Metrik konsistent ist. o

Beweis

Sei P # () eine Teilmenge von Q, die nach oben beschrénkt ist.

Wir behaupten, dass das Supremum von P die Aquivalenzklasse Q der Cauchyfolge
(90,91, 92, ---) ist, die definiert ist durch:

qo ist die kleinste ganze Zahl, so dass g, obere Schranke von P ist.

g1 ist der kleinste Bruch mit Nenner 2!, so dass g, obere Schranke von P ist.

qn ist der kleinste Bruch mit Nenner 2", so dass g, obere Schranke von P ist.

Wihle hierzu ein P* = [(p;;)] € P, dies ist moglich, da P # 0.
Da (p;;)n eine Cauchy Folge ist, gibt es ein N* € IN, so dass gilt:

[P — Pnl <1
tir alle m,n > N* Damit gilt auch fiir alle n > N*

[PN- =Pl <1
Also auch

PNe—pn <1
Insbesondere gilt fiir alle n > N*

Pne =1 <pn

Es gibt ein € > 0, so dass fiir alle n > N* gilt:

pn-—1tespy
Aus der Definition der Ordnung < auf Q folgt dann

(PN — L pne — Lpne — 1,20)] 2 [(p)nl
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Daraus folgt:

Damit kann eine ganze Zahl z mit z < pj; — 1 keine obere Schranke von P sein.
Deshalb ist g9 wohldefiniert. Damit sind die Anderen g; auch wohldefiniert und
bilden eine monoton fallende Folge

qo=>q1 2422 - 2 Gn = -

in Q.

Nach Konstruktion gilt aber fiir alle n € IN:

1
90— 1| < (5)"

Fiir m < n gilt:

1 1
0 < Gm—qn=qn—Gmr1+qms1 — Guiz+ a1 =00 < (5" + ()" 4+ )" < )"
Damit ist (g, ), eine Cauchyfolge und Q = [(g4),] € Q

Angenommen, Q ist nicht die obere Schranke von P.
Dann gibt es ein P = [(py)n] € P, so dass gilt: Q < P
Nach Satz (2.6) gibt es ein € > 0 und ein N € IN, so dass fiir alle n > N gilt:

qN + € < Pn.
Denn mit Q < P und der monoton fallenden Folge der g; gilt:

gN +€ < qgo+€ < po.

Daraus folgt: g < P.
Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass gy nach Konstruktion obere Schranke von

P ist.

Sei R := [(r4)n] < Q eine kleinere obere Schranke von P.

Nach Satz (2.6) gibt es ein € > 0 und ein N € IN, so dass fiir alle m,n > N gilt:
tm+€ < gn

Sei k > N mit (%)k < €, dann gilt fiir alle m > N:

'm < (g —€< Qk_(%)k'

Nach Satz (2.6) gilt R < g — (3)*.
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§2 Alternative Konstruktion von R aus Q

Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch, da R eine obere Schranke fiir P ist, gi
aber nach Konstruktion der kleinste Bruch mit Nenner 2* watr, der noch eine obere
Schranke fiir P ist.

Damit ist Q die kleinste, obere Schranke, also das Supremum von P. ]

Daraus folgt, dass die Cauchy-Vervollstindigung von Q ein vollstandiger, angeord-
neter Korper ist.

(2.8) Satz (Cauchy-Vervollstindigung R aus Q)

Aus der Eindeutigkeit nach §1 folgt die Isomorphie zum vollstandigen, angeordne-
ten Korper R, da Q dicht in R liegt. Der metrische Raum Q wird durch R vervoll-
standigt. o
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