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§1 Eindeutigkeit

(1.1) Satz

Eine beschriankte Funktion f auf dem Intervall [, b] ist genau dann Rieman-Integrierbar,
wenn f fast tiberall auf [a, b] stetig ist. o
(1.2) Lemma

Wenn € > 0 ist, ist A¢ abgeschlossen und somit kompakt. o
(1.3) Satz

Sei f eine integrierbare Funktion auf dem Kreis und

f(n) =0 fiir alle n € Z so gilt:

f(x) =0, falls f eine stetige Funktion im Punkt x ist.

Nach Satz gilt also f(x) = 0 fur fast alle x. o

(1.4) Korollar
Ist f eine periodische, stetige Funktion mit f(n) =0 firallen € Z,so gilt f =0. ©
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LEL I

Abbildung 1: Die Funktionen pj, ps und p15 mit e =0, 1.

(1.5) Korollar
Sei f eine stetige Funktion die auf dem Kreis definiert ist und die Fourierreihe von

f sei absolut konvergent, das heiflit Y _ |f(1)| < co. Dann konvergiert die Fou-
rierreihe gleichméfiig gegen f, mit anderen Worten

I\llim Sn(f)(0) = f(6) gleichmiafig in 6. o

§2 Konvergenz von Fourierreihen

Im Folgenden bezeichne C¥(a,b) die Menge, der auf (a,b) € R k-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen, insbesondere ist C°(a,b) die Menge der auf (a,b) stetigen
Funktionen und wir kiirzen ab, C* := C*(—o0, ).
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— Glatte Funktionen —

(2.1) Bemerkuhg

Das Korollar li liefert bereits eine Voraussetzung fiir die Konvergenz, namlich
die absolute Konvergenz. Bei der absoluten Konvergenz gentigt es den Betrag der
Fourierkoeffizienten zu betrachten, da |¢™| = 1 fiir alle n € IN, 0 € R gilt. o

(2.2) Definition (O-Notation)
Sei f : R — R eine Funktion,

(i) dann ist O(f) definiert als

O(f) := {¢: R — R|3c € R"IN € R, so dass Vn > N gilt |g(n)| < c|f(n)|} (1)
(ii) oder alternativ, falls f(n) # 0 fast tiberall, als

O(f) := {g:R—>R|EIC€]R+:nli_r>r(}O|%|§C}. (2)

Wir schreiben fiir eine Funktion ¢ mit ¢ € O(f) auch und im Folgenden g = O(f).
Wenn wir in der zweiten Definition den Limes n — a bilden statt n — oo, schreiben
wir ¢(n) = O(f(n)) fur n — a. Es bedeutet, dass g durch f lokal beschrankt wird. ¢

Vor dem néchsten Korollar beschreiben wir einige Eigenschaften der Fouriertrans-
formation in einem Hilfssatz, die wir im Folgenden noch brauchen werden.

(2.3) Hilfssatz (Eigenschaften der Fourierkoeffizienten)
Seien f € C° 2m-periodisch, f,(t) = f(a + t) die Translation von f um a € R und

27
die Norm ||f||1 := [ |f(t)|dt. Dann gelten
0

@)

fn)| < ”ﬂl firalle 7€ Z,
(i)

dfn) = fn—1) firalle nez,
und
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(iii)

fa(n) = ei”“f(n) fiir alle n € Z.

(iv) Ist zusitzlich f € C!,] € N, dann gilt

f®(n) = (in)f(n) firalle neZ firalle k<IkeN.

(2.4) Korollar
Sei f € C? und 27t-periodisch. Dann gilt

fin) = O(—),

1]
so dass die Fourierreihe von f absolut gleichméfiig gegen f konvergiert. o

(2.5) Bemerkung
Man sieht, dass ftir Funktionen f € Ck k > 2, die Fourierreihe umso schneller abso-

lut konvergiert je hoher das k € N ist. Es gilt f(n) = O(ﬁ) fiir jedes f € Ck. o

— Holder-stetige Funktionen —

Nun betrachten wir den Fall fiir k < 2. Hierzu fithren wir die Holder-Bedingung ein.

(2.6) Definition (Holder-Bedingung)
Sei U C R offen. Dann erfiillt die Funktion f : U — R die Holder-Bedingung der
Ordnung « € (0,1], falls ein A > 0 existiert, so dass gilt

sup [f(0+1t) — f(0)] < AJt|* furalle te U.
fcl

Man nennt f auch Holder-stetig, wenn f diese Bedingung erfiillt. o

(2.7) Bemerkungen (Einordnung der Holder-Stetigkeit)
(i) Man erkennt leicht, dass die Holder-Bedingung eine Erweiterung der Lipschitz-
Bedingung ist. Denn die Holder-Bedinung entspricht fiir « = 1 der Lipschitz-
Bedingung.

(ii) Ebenfalls impliziert die Holder-Stetigkeit die gleichméfsige Stetigkeit. Denn zu
jedem ¢ > 0 lasst sich 6 := /% > 0 definieren, so dass fiir alle x,y € R mit
lx —y| < ¢ gilt |[f(x) — f(y)| < e. Die Umkehrung gilt nicht wie das Beispiel
(??)(ii) zeigt.
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(iii) Im Grenzfall « = 0 ist f eine beschrdankte Funktion. o

(2.8) Satz (von Riemann-Lebesgue fiir stetige Funktionen)

Seien f(n) fiir n € Z die Fourierkoeffizienten einer 27t-periodischen, stetigen Funk-
tion f. Dann gilt 11111_:1 f(n) =o0. o
n— -0

(2.9) Folgerung
Seien f € CY(—m, ) 27t-periodisch und @ € C%(—4,0) fur ein 6 > 0, so konvergiert
die Fourierreihe von f an der Stelle 0 gegen 0. ©

Hieraus folgt durch Transformation der Konvergenzsatz.

(2.10) Satz (Konvergenzsatz)
Seien f € CO(—m, 7r) 2m-periodisch, 6 € [—m, 7] und ¢ € C, so dass £ (Gtt)fc inte-
grierbar in einer Umgebung Us(0) fiir ein § > 0 ist. Dann konvergiert die Fourier-

reihe von f an der Stelle 6 gegen den Wert c. o
(2.11) Satz

Die Fourierreihe von f konvergiert gegen f, falls f € C%(—m, 7r) der Holder-Bedingung
der Ordnung « € (0, 1] gentigt. o

Damit ldsst sich also die Konvergenz auch fiir nicht differenzierbare Funktionen
zeigen.

(2.12) Bemerkungen
(i) Nun haben wir die Menge an Funktionen f deren Fourierreihe gegen f konver-
gieren auf Holder-stetige Funktionen ausgeweitet, das heifit nicht nur f € CY
sind identisch mit der Grenzfunktion ihrer Fourierreihe.

(ii) Es liele sich zeigen, dass Holder-stetige Funktionen mit a > % sogar absolut
konvergent sind.

(iif) Mit Satz (2.8) und dem Dirichlet-Kriterium koénnen wir sogar schon die Kon-
vergenz fiir alle integrierbaren Funktionen folgern. Die Folge der Partialsum-

n : 1
iko _ sin((n+3)x)

men k:Z_ne = (3}
koeffizienten mit dem Satz eine Nullfolge. Damit konvergiert die Fourier-

reihe, wenn auch nicht notwendigerweise absolut gegen f. o

, der Dirichlet-Kern, ist beschriankt und die Fourier-
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