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Bereits in den Vorlesungen zur Analysis haben wir das Konzept der Konvergenz kennengelernt
— sei es die von Folgen, mit der Erweiterung auf Reihen, sei es die von Funktionen. Diese Kon-
vergenz auf R kann auf gleiche Art auch auf allgemeine metrische Rdume ausgeweitet werden.
Im Endeffekt stellt sich die entscheidende Frage, welche Eigenschaften der Folgenglieder auf die
Grenzfunktion tbertragen werden und welches Konzept von Konvergenz man hierbei betrachten

muss. Dieser Fragestellung widmen wir uns im ersten Teil des Vortrags.
Konkreter werden die metrischen Rdume im zweiten Abschnitt. Wir betrachten den Raum der be-
schriankten Funktionen auf R, Cy(R), hinsichtlich der Supremumsmetrik und analysieren einige

seiner Teilraume auf ihre topologischen Eigenschaften.

Ubersichtlicher ist folgende Darstellung:
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1 Konvergenz von Funktionen

1.1 Punktweise Konvergenz

1.1.1 Definition: Punktweise Konvergenz von Funktionen

Sei M eine nichtleere Menge und (K, dj) ein metrischer Raum. Eine Folge von Funktionen (f,,)nen
mit f, : M — K heillt punktweise konvergent gegen die Grenzfunktion f : M — K, wenn fiir jedes

re M

lim fu(z) = f(z)

n—oo

in (K, dy) gilt. Schreibweise: f,, — f oder li_>m =17

Diese Vorstellung einer punktweisen Konvergenz ist zwar unmittelbar einleuchtend, als Kri-
terium jedoch nicht immer stark genug. Deshalb benétigen wir bisweilen eine striktere Form der
Konvergenz, die wir also auch gleich einfithren.

1.2 GleichmiBige Konvergenz

1.2.1 Definition: gleichméBige Konvergenz von Funktionen

Sei M eine nichtleere Menge und (K, d;) ein metrischer Raum. Eine Folge von Funktionen (f,),en
mit f, : M — K heillt gleichmdfig konvergent gegen die Grenzfunktion f : M — K, wenn zu jedem

e >0ein N = N(e) € N existiert, sodass

dk(fn(x)v f(.?;‘)) <e

fiir alle n > N und alle z € M gilt.

Die Funktion f ist die gleichméfige Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,,)nen-

Schreibweise f,, — f oder unif limf, = f
glm n—00




= f"(x) W “;’
e (%) | / J_r"

f(x)+e
. — f(X)-£ :

1.2.2 Lemma: gleichmiBige Konvergenz der Grenzfunktion

Sei M eine nichtleere Menge und (K, dy) ein metrischer Raum. Sei (f,,)neny mit f, : M — K eine
Folge von Funktionen, die nach Definition 1.2.1 gleichmiflig gegen eine Grenzfunktion f : M — K

konvergiert. Dann konvergiert (f,,),cn auch punktweise nach Definition 1.1.1 gegen die Grenzfunk-

tion f: M — K.

Als nachstes kann man sich fragen, welche Eigenschaften von Funktionen bei gleichméfBiger
Konvergenz iibertragen werden. Eine wichtige Aussage hierzu betrifft die Stetigkeit der Folgenglie-

der.

1.2.4 Satz: Stetigkeit der Grenzfunktion

Seien (M, d,,), (K, dy) metrische Raume und (f,)nen mit f,, : M — K eine Folge von Funktionen. Es

gelte f, l—> f. Sind auBlerdem die Funktionen f, fir alle n € N stetig in einem Punkt zy € M, so ist
glm

auch f stetig im Punkt z.




1.2.6 Beispiel: Growing Steeple

Firn € Nsei f, : [0,1] - R mit

.
n2x fﬁr0<x§%
fu(®) =< 2n — n2¢ fir %Sxﬁ%
0 fir 2<2<1

\

Growing Stesple

Offensichtlich konvergiert die Folge (f,,),cn punktweise gegen die Nullfunktion.

Aber konvergiert die Funktion denn auch gleichmé&fig?

Wéhle € = % und betrachte den Punkt = = % Dann gilt

fiir alle n € N. Also liegt sogar keine einzige Funktion der Folge vollstindig innerhalb der e-

Umgebung. Folglich ist (f,,),en nicht gleichméBig konvergent.



Insgesamt lésst sich zeigen, dass weder Stetigkeit noch gleichmifBige Beschrianktheit oder ein
kompakter Definitionsbereich ausreichen, um gleichméflige Konvergenz bei punktweiser Konver-

genz zu garantieren.

2 Funktionenraume

Die eben dargelegten Konzepte der Konvergenz haben wir auf allgemeinen metrischen Rdumen be-
trachtet. Nun werden wir etwas konkreter: Wir nutzen die obigen Begrifflichkeiten und Erkenntnis-
se dazu, verschiedene Funktionenrdume, also Teilrdume von R, auf ihre Eigenschaften zu unter-

suchen. Die Metrik, hinsichtlich derer wir diese Rdume betrachten, nennen wir Supremumsmetrik.

2.1 Definition: C,(D, R) - Beschrankte Funktionen

Sei () # D C R. Dann bezeichnet Cy,(D, R) die Menge aller beschrinkten Funktionen von D — R.

Speziell definieren wir:

Cy = Cp(R,R).

2.1.1 Definition: Supremumsnorm

Sei f € (. Wir definieren die Supremumsnorm auf Cj, als:

I f ll-= supf[f(2)[ : = € D}

Schreibweise: || f [|=sup|f ()], [| f llsup oder || f [|oc.

2.1.3 Definition: Supremumsmetrik

Seien f, g € Cp. Wir definieren die Supremumsmetrik auf Cy als

d(f, g) = sup{|f(z) — g(2)| : = € D}.

Mit Hilfe der Supremumsmetrik lasst sich die Definition der gleichméfBigen Konvergenz so um-

formen.



2.1.4 Satz: Konvergenz der Metrik

Eine Folge von Funktionen (f,),cny mit f, : D — R konvergiert genau dann gleichméBig auf D

gegen f: D — R, wenn

Tim || fo— F [=0.

2.1.5 Satz: Vollstindigkeit von C}

Cy ist ein vollstandiger metrischer Raum.

2.2 Definition: C°([a, b]) - Stetige Funktionen

Sei D C R ohne isolierte Punkte. C°(D, R) bezeichnet die Menge der stetigen Funktionen D — R.
Speziell definieren wir:

0% = C%a, V], R).

2.2.1 Korollar: Abgeschlossenheit von C° in C,

CY ist eine abgeschlossene Teilmenge von Cy. C? ist ein vollstéindiger metrischer Raum.

2.3 Definition: C¢(R, R) - Funktionen mit kompaktem Trager

Fir eine Funktion f : R — R nennt man

supp(f) :={z € R: f(x) # 0}

den Trager von f.

Das fiithrt uns zu folgender Definition von C(R):

f € Cc(R) genau dann, wenn f € C°(R) und supp(f) C R kompakt.




Bemerkung: Das heifit, dass ein kompaktes Intervall [a, b] C R mit a < b existiert, so dass

f(z) =0 furallex ¢ [a, b].

2.4 Definition: C)(R, R) - “Funktionen, die bei unendlich verschwinden”

Es ist genau dann f € Cy(R), wenn gilt:
feC(R)

und fiir alle € > 0 ein Intervall [a, b] C R mit a < b existiert, sodass fiir alle z € R\ [a, )] gilt:

[f(@)] <e.

Anschaulich gesprochen bedeutet das, dass f beliebig klein wird fiir lirin f(z).

T—r 00

2.4.1 Lemma: Inklusionen

Es gilt:
Cc(R) C C[)(R) C Cb(]R).

Es gilt aber

AufBlerdem sind die Elemente von Cy(R) gleichméfig stetig.

2.4.2 Satz: Cc(R) = C()

Sei Cc(R) € Cp(R) der Abschluss beziiglich || - ||oo-

Dann gilt: Cc(R) = Cy(R). Insbesondere ist Cy(R) abgeschlossen.

2.4.3 Korollar: Unvollstiandigkeit von C¢(R) und Vollstandigkeit von Cy(R)

1. (Co(R), || - |loo) ist nicht vollstandig.

2. (Co(R), || - ||co) ist vollstéandig.




