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Diese Ausarbeitung beschéftigt sich zunéchst mit der j-Funktion. Diese stellt einerseits
eine Bijektion zwischen der Menge der Bahnen H/T und C her. Andererseits ist sie unter
den modularen Funktionen vom Gewicht 0, die also invariant unter der Operation der
Modulgruppe sind, dadurch ausgezeichnet, dass sich jede solche Funktion als rationale
Funktion in der j-Funktion darstellen lasst, was auch den Namen ,absolute Invariante®
rechtfertigt.

Im zweiten Teil wird eine Abschétzung fiir die Fourierkoeffizienten von Modulformen
bewiesen, so dass darauf aufbauend die Definition der einer Modulform zugeordneten
L-Reihe gegeben wird und deren Konvergenz bewiesen werden kann.

§ 1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden kurz einige wichtige Ergebnisse aus vorherigen Vortrigen
zusammengefasst.

(1.1) Bemerkung

Die Gruppe I' := SL; (Z) operiert durch v.z := ?jj_s fir v = ( LCZ Z ) € T auf der

oberen Halbebene. Fiir den sogenannten Fundamentalbereich
1
D := {z cH ’ |Re (2)| < 5 und |z| > 1}

existiert zu jedem z € H ein o € I’ mit .z € D.

Wir benutzen die Notationen I'z := {y.z |y € T'} firz € Hund H/r := {Tz |z € H}.©

(1.2) Definition
Sei k € Z. Eine meromorphe Funktion f : H — C heifit schwach modular vom Gewicht

a b

k, falls fir alle v = < o d ) € I' und alle z € H, in denen f keinen Pol hat, die

Gleichung

Fore) = £ (E45) = e+ £ )
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erfillt ist.

Eine schwach modulare Funktion f heifit modulare Funktion, falls f meromorph in co
ist, das heiflt, wenn es ein ¢y > 0 gibt, so dass f auf dem Streifen

Sy ={z€H|y <Im(z) < oo}

holomorph ist und fiir die Fourierentwicklung der Form f (z) = Y50 . a, - €2 auf
Sy €in m € N existiert, so dass fiir n € Z mit n < —m schon a, = 0 gilt.

Dann wird fiir 7 := ¢7277 > 0 durch f : Ko, (0) — C,z — Y a, - €212 eine
auf Ko, (0) holomorphe Funktion definiert. Die Ordnung von f in co wird in diesem
Fall definiert durch orde (f (z)) := ordp <j?(2)) und das Residuum in oo wird gegeben

durch Rese (f (z)) := Resg (f(z))

Eine modulare Funktion f heifit Modulform, falls f holomorph auf H und holomorph
in oo ist, das heifit, dass fiir die Koeffizienten der Fourierentwicklung a,, = 0 fiir n € Z
mit n < 0 gilt.

Eine Modulform f heit Spitzenform, falls zusétzlich ag = 0 gilt. o

(1.3) Bemerkung
Sei k € 2Z. Eine meromorphe Funktion f : H — C ist genau dann schwach modular
vom Gewicht k, falls fiir jedes z € H, in dem f keinen Pol hat, gilt:

1
z

flz+1)=f(2) undf( ) =75 f(2).

(1.4) Bemerkung
Die Eisensteinreihen G := } (1) £(0,0) L__ fiir k € 2N, k > 4 sind Modulformen

(mz+n)k

vom Gewicht k, fiir die die Darstellung

Gk (z) =20 (k) + 2% ;‘Tk—l (n) - ¢27in

fir z € H gilt. Dabei ist 0y (1) := Y, d* die k-te Teilerpotenzsumme. Fiir die ersten
2 6

Werte der Zetafunktion gilt weiter: { (2) = %, { (4) = g—é und ¢ (6) = gjz- o
(1.5) Bemerkung

Fiir g4 := 60 - G4 und g := 140 - Gg ist die Diskriminante A definiert als A := gi’ — 27g%.
Damit ist A eine Spitzenform vom Gewicht 12, die auf H nullstellenfrei ist. o
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(1.6) Satz (%-Formel, Gewichtsformel)
Sei f:H — C, f # 0 eine modulare Funktion vom Gewicht k. Sei weiter p := &”/3,
sowie fiir z € H

2, zeTli
e;:=13, z¢€ Fp
1 sonst.
Dann gilt:
ord z k
ordes (f (2)) + ) —we(f ) _ 3
TweH/T w
Insbesondere ist die auftretende Summe endlich und wohldefiniert, das heift, ordy, (f (z))
hangt nur von I'w ab. o

(1.7) Bemerkung

Fiir k € 2INg hat der C-Vektorraum IMj der Modulformen vom Gewicht k als Basis die

Familie von Monomen Gy' - G¢ mit m,n € INg und 2m + 3n = k. o

N

§2 Die j-Funktion

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften der j-Funktion untersucht. Das Kerner-
gebnis ist, dass sich jede modulare Funktion vom Gewicht 0 als rationale Funktion in j
schreiben lasst.

Wir beginnen mit der zentralen

(2.1) Definition (j-Funktion, absolute Invariante)
Die Funktion

heifit j-Funktion oder absolute Invariante. o

Die ersten Eigenschaften der j-Funktion werden zusammengefasst in dem folgenden

(2.2) Lemma
1. Die j-Funktion ist eine modulare Funktion vom Gewicht 0.

2. Die absolute Invariante ist holomorph auf IH und hat einen einfachen Pol in co mit
Reseo (j (z)) = 1.
3. Die j-Funktion liefert eine wohldefinierte Bijektion j: H/T — C,Tz ~ j(z). o
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Beweis
1. Da A eine Modulform vom Gewicht 12 und g4 eine Modulform vom Gewicht 4 ist,
gilt fiir z € H:

(12-g4(z+1))°  (12-ga(2))’

jlz+1) = AztD) T AQ) =j(z)
und weiter:
(1Y) (12'84<—%))3: (122 5(2)° (1282 _ o .
]( z) A(—%) Z12.A(2) A(2) z'-j(z).

Weil f, wie in Teil (2) des Beweises gezeigt wird, holomorph auf H und meromorph
in oo ist, folgt nach Bemerkung (1.3) die Behauptung.

2. Nach Bemerkung (1.5) ist die Diskriminante nullstellenfrei auf H, so dass j mit g4
und A holomorph auf der oberen Halbebene ist. Wegen Bemerkung (1.4) hat man
fiir z € H die Darstellungen

g1(z) = 60-Gy(z) = (217;)4 . (1 +240 - i o3 () _627Tin2>
n=1

(2;[)6 ( 2ninz>
- -G = . ) : .
96 (2) 140 - Gg (2) 16 1—-504 p 105 (n)-e

Definiere

A: Ki(0)—C, z— 240-) o3(n+1)-2"

n=0
B: Ki(0)—C, z— —504-) o5(n+1)-2".
n=0

Dann sind A und B holomorph und man hat fiir z € K; (0) die Darstellung

~

Az) = (& (2))” =27 (6 (2))
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Dabei ist C : K1 (0) — C holomorph mit

C(0) = (i;rz):«) i) )

_ (@n)
= g (324003 (1) =2+ (—504) - 05 (1))
_em® g 504) = (277)2
= 77 (3-240+2-504) = (27r)“ # 0.
Ebenso gilt (12- g4 (0))? = (271)'* # 0. Also hat man fiir z € Ky (0) \ {0} die
Darstellung
S 1 (12-5(2)
j(z) =7 T C@
(12:63(2))°

wobei O eine auf Ky (0) holomorphe Funktion darstellt, die in O nicht ver-

schwindet. Damit hat 7in 0 einen Pol erster Ordnung, so dass auch j in oo einen
Pol erster Ordnung hat. Fiir das Residuum gilt folglich:

1267 _ @02 _
@ eo?

Rese (j (2)) = Reso (7(2)) =limz-](z) = lim

z—0 z—0
Das war die Behauptung.
3. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung j: H/T — C,Tz ~— j(z) wohldefiniert ist.

Seien also z,z" € H mit 2z’ = 7.z fiir ein v = ( Z Z ) € I'. Dann ist:

i) =i (55) =+ dio =i,

da j eine Modulform vom Gewicht 0 ist. Die damit wohldefinierte Funktion ]~ ist nun
genau dann bijektiv, wenn fiir A € C die Funktion f : H/r — C, Tz — j(I'z) — A
genau eine Nullstelle hat; das heit, dass fir fy : H — C,z +— j(z) — A genau
ein 'w € H/r mit ordy (f) (z)) > 0 existiert. Mit j ist auch f) modular vom
Gewicht 0, hat einen Pol erster Ordnung in oo und ist holomorph auf H. Fiir
A ¢ {j(i),j(p)} erhélt man deshalb nach der k/12-Formel (Satz (1.6)) wegen
ordy (fa (z)) > 0 fur Tw € H/T:

ordeo (f/\( ))+1ord (f/\( z)) +%0rdp (fa (Z)Z—i- Z ordy (fa (z)l: %,

Twek/M\{Tilp} 5

=0 =0

was nur moglich ist, wenn ordy, (fy (z)) = 1 fiir genau ein T'w € H/T gilt.
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Fiir A = j (i) ergibt sich:

ordes (f (2)) +§9rdz‘ (fa (Z)Z‘i‘g ordy (fa(z)) + Z ordy (fa (z)l =1
7 7 T Twenn\{Tile} T g

woraus man ordy (fa (z)) = 0 fiir Tw € H/r\ {Ti,Tp} sowie ord, (fy (z)) = 0
schlielt, da die linke Seite sonst nicht verschwinden kann. Genauso schliefft man
im Fall A = j (p). Insgesamt folgt die Bijektivitit von J. O

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ist der folgende

(2.3) Satz
Sei f : IH — C meromorph auf H. Dann sind dquivalent:

1. f ist eine modulare Funktion vom Gewicht 0.
2. f ist Quotient zweier Modulformen gleichen Gewichts.

3. f ist eine rationale Funktion in der absoluten Invarianten j. o

Beweis
Wir zeigen den Ringschluss ,,(3) = (2) = (1) = (3)%

1. ,(8) = (2)“ Sei f € C(j), also f (z) = %ﬂ;g; fir geeignete m,n € INg und
ai,...,an,b1,..., by € C mit a, # 0 # b,;o. Sei weiter | := max {n,m}. Dann
haben g := Y¢_qax - j* und h := Y J* 1 by - j* in oo jeweils einen Pol der Ordnung
n, beziehungsweise m, da j in co einen Pol erster Ordnung hat. Die Diskriminante
A hat als Spitzenform eine Nullstelle in oo, so dass Al - g und Al 1 holomorph in
oo (sowie auf H) und jeweils schwach modular vom Gewicht 12 - [, insgesamt also

!
Modulformen vom Gewicht 12 -] sind. Wegen f = % folgt die Behauptung.

2. ,(2) = (1) Seien g, h : H — C Modulformen zum Gewicht k € Z mit h # 0 und
f = $. Da g, h als Modulformen holomorph auf H sind, ist f = § meromorph auf
H und es gilt fir z € H mit f(z) # oo f(z+1) = ‘% = ‘% = f(z) und

_1
f(_l) :g< Z) — zkg(z) :g(Z) :Zo-f(Z).
I (_%) Zkh (z)  h(z)

z
Damit ist f nach Bemerkung (1.3) schwach modular vom Gewicht 0. Wir miissen

weiter:

noch zeigen, dass f = % meromorph in oo ist. Weil g, h Modulformen sind, gibt es

holomorphe Funktionen g,4 : E — C mit g (z) = g (€M) und h(z) = h (ei2)
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5 s2miz ~ .
fir z € H. Damit ist f (z) = ‘% = %Ezzmg = % (e*™2) fiir z € C, wobei wegen
h # 0 auch h # 0 gilt, so dass % : E — C meromorph ist. Damit ist nach Definition
f meromorph in oo, insgesamt also als modulare Funktion vom Gewicht 0 erkannt.

3. (1) = (3)% Sei f modular vom Gewicht 0 und ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit f # 0. Nach der %—Formel (Satz (1.6)) hat f dann nur endlich viele Polstellen
lay,...,Ta, € H/T modulo I' mit Ordnungen kq,...,k, € N fiir ein n € INp, und
der Begriff einer Polstelle modulo I' ist wohldefiniert, das heifit z € H ist genau
dann eine Polstelle, wenn .z fiir ein oy € I eine Polstelle ist. Die Polstellen von f
sind also genau die vy.a; fiir beliebige I € n := {1,...,n} und ¢y € T, jeweils mit
Ordnung k;.

Da j invariant unter I' ist, hat die Funktion
n
. . ks
p:H—=Cz— [ ((z)—jm)
m=1

fir | € n und 7y € T eine Nullstelle in y.a; mit ordy .4, (¢ (z)) > k;. Deshalb ist die
durch

n

g:H—-Cz f(2)- TT((2) —j(am)™

m=1
definierte Funktion holomorph auf H. Auflerdem ist f genau dann eine rationale
Funktion in j, wenn dies fiir g gilt. Weiterhin ist mit f und j auch ¢ modular vom
Gewicht 0.

Seik := —orde (¢ (z)) € N, falls g einen Pol in oo hat, oder k := 0 sonst. In jedem
Fall hat die holomorphe Funktion g : Ko (0) — C mit g (e¥™#) = g (z) firz € H
einen Pol der Ordnung k in 0 (wobei ein Pol der Ordnung 0 als hebbare Singularitét
zu verstehen ist). Weil A : K; (0) — C mit A (e¥™2) = A(z) fiir z € H eine
Nullstelle in 0 hat (da A eine Spitzenform ist), ist h := g - AF holomorph auf H,
wobei h = g- Ak holomorph in 0 ist. Damit ist & holomorph in co und es gilt fiir
z € Heinerseits i (z4+1) =g (z+1)- (A(z+1)) = ¢ (2) - (A (2))" = h (z) und

andererseits

() =s(-5) (3(2)) =2t (2 aia) =

weil ¢ modular vom Gewicht 0 und A nach Bemerkung (1.5) eine Spitzenform vom
Gewicht 12 ist. Nach Bemerkung (1.3) ist & damit als Modulform vom Gewicht
12 - k erkannt. Bemerkung (1.7) liefert dann, dass h eine Darstellung der Form

.
h= 3 vm-G§" - Gg"
m=1
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fir ein » € N mit 74,...,79r € C, sowie ay, ..., &, B1,...,Br € Np und

12 -k

firmer={1,...,r} besitzt.
Fiir m € r erhdlt man aus der Gleichung 2a,, + 38, = 6k durch Reduktion modulo
3, beziehungsweise 2, die Kongruenzen
0y = 30y — wy = 200 = 6k — 36, =0 (mod3),
B = Bm +2Bm = 3Bm = 6k — 20y, =0 (mod2),

das heift fir m € r ergibt sich aj, := % € Ny und B, := ﬁTm € INp mit
), + B}, = k. Damit ist also

:n B

B Gm.gbr o G\ (G2

N e e N Y R Y
m= m=

Da die rationalen Funktionen in j eine (assoziative) C-Algebra bilden, reicht es
3 2
deshalb, zu zeigen, dass % und % rationale Funktionen in j sind.

Es gelten aber die Identidten:

i1 (12’ 1 (12:60-Gy)° _ G}
123.603  123.603 A 123 . 603 A A
und
1
- (j—123
12327 - 1402 <] )
1 (1260 - G4)° 3
- 3 2" 3 ; — 12
12°-27-140 (60 - G4)” —27 - (140 - Ge)
B 1 (1260 - Gg)* —123- (60 - G4)> +123-27 - (140 - Gg)?
T 123.27-1402 A
B 1 12%.27-140%- G G2
T 123.27-1402 A A
Die Behauptung folgt. U
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§ 3 Abschitzung der Fourierkoeffizienten und
Definition von L-Funktionen

Wir wollen den Modulformen so genannte L-Reihen, beziehungsweise L-Funktionen zu-
ordnen, indem wir die Fourier-Koeffizienten als Koeffizienten fiir Dirichlet-Reihen, das
heiBt Reihen der Form )7 ay, - m™* fiir eine komplexe Folge (&y),,cn, betrachten.
Die L-Funktion ist dann die durch die Reihe definierte holomorphe Funktion. Um die
Konvergenz der L-Reihen auf einer Halbebene der Form {z € C|Re(z) > v} fiir ein
v € R zu sichern, werden Wachstumsaussagen fiir die Fourierkoeffizienten benotigt.

Das Wachstum der Koeffizienten von Eisensteinreihen beschreibt das folgende

(3.1) Lemma
Sei k € 2N, k > 4 und G; die k-te Eisensteinreihe; dann existieren A, B > 0, so dass fiir
die Koeffizienten der Fourierentwicklung Gy (z) = Y00 o a, - €2 die Abschiitzung

A-nfl< lan| < B.nk1

fiir alle n € IN gilt. o

Beweis
Nach Bemerkung (1.4) gilt fiir die Koeffizienten der Eisensteinreihe fiir n € IN:

Nk
|| 2(5(27_-”1))! 0k (n)| =
k
(k— 1 de 1> (Ing)l)' T
(2n)"

Also gilt die untere Abschitzung fir A := 2 - = > 0. Fiir die andere Richtung
betrachte man

|ay| dk-1 1 > ]
AL AL e dzd— ;d—z g(k—1) <

d|n d|n (_)

wobei die dritte Gleichheit folgt, weil die Abbildung

X:{de]N|d|n}—>{de]N|d|n},dn—>§

bijektiv (da wohldefiniert und selbstinvers) ist. Damit ist fiir B:= A-{ (k—1) > 0 die
zweite behauptete Ungleichung erfiillt. ]
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(3.2) Definition
Sei (an),en € CN. Man schreibt a,, = O (n*) fiir ein x € R, wenn ein C > 0 existiert,
so dass |a,| < C-nA fiir alle n € IN gilt. o

Fiir allgemeine Spitzenformen vom Gewicht k hat Deligne gezeigt, dass eine Wachstums-
abschétzung der Form a, = O (ng_%rg) fiir jedes € > 0 gilt. Wir begniigen uns mit
einer etwas schwécheren Abschéitzung.

(3.3) Satz (Abschitzung der Fourierkoeffizienten von Spitzenformen)
Ist f : H — C eine Spitzenform vom Gewicht k € 2Ny, so hat man fiir die Koef-

fizienten der Fourierentwicklung f (z) = Y00, a, - €2 die Wachstumsbeschrinkung
— k/2
ay = O (n'?). o

Beweis
Wir betrachten die Abbildung ¢ : H — C,z — (Im (2))”?- |f ()| und zeigen, dass ¢
beschréankt ist. Es ist ¢ invariant unter I', denn fiir z = x + iy € H mit x,y € R und

a b :
fy_<c d)EF—SLZ(Z)gﬂt.

¢ (vz) = (Im ('y.z))k/z_ If (v.2)| = (Im (%))Wz. ‘(cz + d)k - f(2)

. ) k/2
_ (Im((ax+azy+b)(cx+d—czy)>> ezt dff - f (2)]

ez +d?

m . e k/2
_ (Im ((ax + aiy + b) (ca;er ciy))) . |cz+d]k- @)
lcz 4 d|

k/2

= |@-to)y| -If@)|=m@E)" 1f(2)]=¢().

N——

=det(y)=1

)

Die Abbildung ¢ : E — C,z — Y7 a,41 - 2", das heiBt g (z) = ZZ), ist holomorph

und damit insbesondere stetig auf [E. Deshalb existiert ein M > 0 mit |g (z)| < M fiir

. . ky . _ .
z € K; (0). Es ist auflerdem limy_,co jz—ﬂi = 0, das heifit zu ¢ = 1 existiert ein C > 0
2

mit ‘xk/z . 6_2"x| <1 fiir x > C. Die stetige Funktion [0,C] — R, x — X2 e 2mx gt
auf dem Kompaktum [0, C] beschrinkt, so dass ein M’ > 1 mit |x/2 - ¢=2™| < M/ fiir
x € [0,C] existiert, womit diese Abschétzung fiir jedes x € R4 gilt. Fiir z € H mit

10
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ln(

e2miz ¢ K% (0), das heiit Im (z) > _T) = % > 0 gilt dann die Ungleichung:

N|—

9 (2)] = [ (2)]-|f (2)] = [tm (2)]"*-

vy .

= |Im(z)] /2 ,—2nlm(z ‘g ( Zmz)
Wir betrachten den Abschluss des Fundamentalbereichs der Modulgruppe aus Bemer-
kung (1.1): D = {Z € ]H‘ Re (z)| < 3 Az > 1}. Fiir z € D hat man insbesondere:
1< |z]* = (Re(2))* + (Im (2))? und damit wegen Im (z) > 0 schon

> 1/1— (Re(z ,/1—— g % n2()>lr12(73).

Sei nun z € H beliebig. Nach Bemerkung (1.1) existiert dann ein ¢ € I’ mit .z € D.

Es gilt also: |¢ (z)| = |¢ (7.z)| < C', da fiir 4.z € D schon Im (7.z) > % gilt.

(o)
27iz 27Tinz
ey e
n=0

<M |Im (Z)’k/2 . e—27rIm(z) < MM —: C.

Damit gilt fiir z € H beliebig: |¢ (z)] < C, also |f (z)| < C"- (Im (z)) 7% Sei y > 0
beliebig. Da f als Spitzenform holomorph auf H ist, gilt fiir yi € H fiir die Koeffizienten
der Fourierentwicklung die Formel

an| =

[ r@-eria
lyiyi+1]

1 . .
= ‘/ f(x +iy) - e 2Hnx+iy) gy
0

1 1
< / ‘f (x + l]/) . 6727rin(x+iy)‘ dx < / C. y—k/z . eZn’nydx — . y—k/z . le(ny.
0 0

Da diese Abschétzung fiir jedes y > 0 gilt, erhélt man fiir n € IN und y = % schliefllich:
|a,| < e¥™-C'-n'"?, also die Behauptung. O

Mit den Abschitzungen der Fourierkoeffizienten fiir Eisensteinreihen und Spitzenformen
kénnen wir nun auch allgemeine Modulformen behandeln. Das geschieht in dem folgen-
den

(3.4) Lemma (Abschitzung der Fourierkoeffizienten von Modulformen)
Sei k € 2N und k > 4, sowie My und S; die C-Vektorrdume der Modulformen zum
Gewicht k, beziehungsweise der Spitzenformen zum Gewicht k. Dann gilt:

1. My =C-G,S.

2. Fiir f € My mit der zugehorigen Fourierentwicklung f(z) = Y o gan - e gilt
ay = O (nk71) fir n € N. o

27Tinz

11
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Beweis
1. Nach Bemerkung (1.4) gilt Gy € Mj. Sei nun f € My mit der zugehorigen
Fourierentwicklung f (z) = Yoo gy - €. Da (k) = Yo, L > 0 gilt, ist

pm
g-H—-Czw— f(z)— %(Ok) - Gg (z) wohldefiniert. Dann ist g Emle und fiir die

Fourierentwicklung erhdlt man mit Bemerkung (1.4):

- N . k
g(z)=1Y, <“n B %(gczfl))! *Ok—1 (”)> R (“0 _“052 ng

also nach Konstruktion g € Sy mit f = g+ %(Ok) - Gy. Somit ist My = C - G + 5.

Damit ¢ - Gy € S fiir ein ¢ € C gilt, muss ¢ -2 (k) = 0, also ¢ = 0 gelten. Das
bedeutet, es ist C - Gy NS = {0}, so dass die Behauptung folgt.

2. Sei nun f € Mj. Wegen Teil (1) existiert dann ein ¢ € C und ein g € S mit
f = c- G+ g. Nach Satz (3.3) und Lemma (3.1) existieren Konstanten Cy,Cy > 0,
so dass fiir die Koeffizienten (7n),cn » (Bn)yen € CN mit g (z) = Yo yp - €272
und Gy (z) = Y00 Br - €77 mit einem By € C die Abschitzungen |y,| < Cy - n'/?
und |B,| < Cy -1k~ fiir n € N gelten. Damit hat man insgesamt die Abschétzung;

cn| = B+ ul < lel |Bul + lpul < le| Co- "7 Cr- ™2 < (Je] Co + Cy) L.
Die Behauptung folgt. U

Wie angekiindigt kommen wir nun zur Definition der einer Modulform zugeordneten
L-Reihe.

(3.5) Definition
Sei f : H — C eine Modulform vom Gewicht k mit Fourier-Entwicklung

[ee]

f(Z) — Z Q- eZm’nz.
n=0
Dann heifit
ad 1
Lf(s) = szn-—s
n=1 n
die L-Reihe zu f. o

Mit der Konvergenz dieser Reihen beschéftigt sich der
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j—Funktion, Abschatzung der Fourierkoeffizienten §3 Abschéitzung der Fourierkoeff.

(3.6) Satz (Konvergenz von L-Reihen)
1. Sei f : H — C eine Spitzenform vom Gewicht k € 2INg. Dann konvergiert die L-

Reihe Ly (s) lokal-gleichmifig absolut auf {S eC ‘ Re(s) > % + 1}, definiert also
eine holomorphe, sogenannte L-Funktion

k d 1
Lf:{ZEC’Re(Z)>§+1}—>C,Si—> Z“”.E'

n=1

2. Sei f : H — C eine Modulform vom Gewicht k € 2IN mit k > 4. Dann konvergiert
die L-Reihe Ly (s) lokal-gleichmifig absolut auf {s € C | Re (s) > k}, definiert also

eine holomorphe, sogenannte L-Funktion

> 1
Lf:{z€C|Re(z)>k}—>C,s»—>Z:loc,yﬁ. .
n=

Beweis
Wir beweisen beide Teile des Lemmas auf einmal. Sei dazu f : H — C eine Spitzen-,
beziehungsweise eine Modulform mit Fourierentwicklung f (z) = Y00y &y - €27"% sowie

= % wenn f € Sy gilt und 7 := k — 1 sonst. Nach Satz (3.3), beziehungsweise Lemma
(3.4) gilt dann a, = O (n7), das heiBt, es existiert ein C > 0 mit |a,| < C-n" fiir n € IN.
Wir zeigen die Behauptung, in dem wir die gleichméfige Konvergenz der L-Reihe auf
einem beliebigen Kompaktum () # K C G := {z € C|Re(z) > ¢ + 1} zeigen. Auf dem
Kompaktum K nimmt die stetige Funktion Re ein Minimum ¢ > 7y + 1 an, das heift fiir
€:= 79— 7 —1>0gilt fiir z € K die Ungleichung y —Re (z) <y —po=—-1—¢e < —1

und damit:

1

. _Z — C . n7 e 1n(n)~Re(Z) — C . nr)/fRe(Z) S C . nilfs.
n

&p

S C . n')/ . ‘6711’1(7’1)-2

Nach Analysis II konvergiert wegen —1 — e < —1 die Reihe } 77 ; C - n~17¢ so dass die
Behauptung aus dem Weierstrassschen Majorantenkriterium und dem Satz von Weier-
strass folgt. O

13



