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Es sei stets k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 6 (5 Punkte)

(1) Es sei X ⊂ An eine affine Varietät und p1, . . . , pm ∈ k[T1, . . . , Tn] mit X = V(p1, . . . , pm).
Weiters sei q ∈ k[T1, . . . , Tn] und U = X r V(q). Zeigen Sie:

(a) U ist isomorph zu V(p1, . . . , pn, qTn+1 − 1) ⊂ An+1 (als geringter Raum).

(b) Jede reguläre Funktion f : U → k ist von der Form f (x) = p(x)
q(x)e (∀x ∈ U) für ein

p ∈ k[T1, . . . , Tn] und e > 0.

(2) Es sei X eine Prävarietät und U ⊂ X offen. Zeigen Sie: (U,OX|U) ist eine Prävarietät.

Aufgabe 7 (5 Punkte)

Es seien X und Y Prävarietäten.

(1) Zeigen Sie dass die Projektionen p : X×Y → X und q : X×Y → Y offene Abbildungen
sind (d.h offene Mengen werden auf offene Mengen abgebildet). Gilt das auch für
abgeschlossenen Mengen?

(2) Es seien X′ ⊂ X und Y′ ⊂ Y offene (bzw. abgeschlossene) Teilmengen. Zeigen Sie dass
die offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge p−1(X′) ∩ q−1(Y′) von X×Y ein Produkt
von X′ und Y′ ist.

(3) Es sei X separiert und X′ ⊂ X offen (bzw. abgeschlossen). Zeigen Sie dass auch X′

separiert ist.

Aufgabe 8 (5 Punkte)

(1) Wir betrachten die sogenannte Segre-Einbettung σ : Pr ×Ps → Pn mit
n = (r + 1)(s + 1)− 1 gegeben durch

σ((x0 : · · · : xr), (y0 : · · · : ys)) = (x0y0 : x0y1 : · · · : x0ys : x1y0 : · · · : x1ys : · · · : xryr).

Zeigen Sie:

(a) σ ist wohldefiniert und injektiv.
(b) Das Bild Y := σ(Pr ×Ps) ist abgeschlossen in Pn.



(c) σ induziert einen Isomorphismus Pr ×Ps → Y (von Prävarietäten).

(2) Zeigen Sie mit Hilfe von (1) dass das Produkt zweier projektiver Varietäten wieder eine
projektive Varietät ist.

Aufgabe 9 (5 Punkte)

Es sei X ein Noetherscher topologischer Raumer. Eine Teilmenge von X heißt konstruierbar
falls sie eine endliche Vereinigung lokal abgeschlossener Mengen ist. Zeigen Sie:

(1) Sind Y, Y′ ⊂ X konstruierbar so sind auch Y ∪Y′, Y r Y′ und Y ∩Y′ konstruierbar.

(2) Eine Teilmenge Y ⊂ X ist genau dann konstruierbar wenn sie folgende Bedingung
erfüllt:
(?) Für jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z von X gilt Z ∩Y ist nicht dicht in
Z oder Z enthält eine nicht leere offene Teilmenge die in Y liegt.

Hinweis: Betrachten Sie die Menge {Y| Y ⊂ X ist nicht konstruierbar aber erfüllt (?)}.

(3) Es sei φ : X → Y ein Morphismus von Varietäten. Beweisen Sie dass das Bild einer
konstruierbaren Menge eine konstruierbare Menge ist in folgenden Schritten:

(a) Zeigen Sie, dass man ohne Einschränkung annehmen kann, dass X and Y affin
sind.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 6 (1), dass jede konstruierbare Teilmenge von
X das Bild eines Morphismus affiner Varietäten ist.

(c) Zeigen Sie, dass φ(X) konstruierbar ist mit Hilfe von (2) und Satz 2.18.

Zusatzaufgabe (1 Zusatzpunkt)

Welche der algebraischer Varietäten auf den Bildern im 2. Stock Hauptgebäude ist ein Pro-
dukt?


