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Aufgabe 15 Beweisen Sie Lemma 5.13 aus der Vorlesung: Es sei ϕ : G → H ein glat-
ter Homomorphismus zwischen Lie-Gruppen. Die Lie-Algebren dazu seien mit g bzw. h

bezeichnet. Wir versehen die Tangentialräume TeG und TeH mit den von den Identifikatio-
nen TeG ∼= g und TeH ∼= h induzierten Lie-Algebren-Strukturen. Dann ist das Differential
dϕe : TeG → TeH ein Lie-Algebren-Homomorphismus.

Aufgabe 16 Es sei G eine zusammenhängende topologische Gruppe.

(a) Es sei U ∈ Ue(G). Zeigen Sie: G =
⋃

n∈N Un.

(b) Es seien ϕ1, ϕ2 : G → H stetige Gruppenhomomorphismen in eine topologische Grup-
pe H. Es gebe ∅ 6= U ⊂ G offen mit ϕ1(g) = ϕ2(g), für alle g ∈ U. Zeigen Sie ϕ1 = ϕ2.

Aufgabe 17 Es sei G eine Lie-Gruppe.

(a) Es sei m : G × G → G die Multiplikationsabbildung m(p, q) = pq. Wir identifizie-
ren den Tangentialraum T(e,e)(G × G) mit TeG × TeG durch (v, w)( f ) = v( f (·, e)) +
w( f (e, ·)). Zeigen Sie dm(e,e)(v, w) = v + w.

(b) Es seien ε > 0, I = ]−ε, ε[ und α, β : I → G glatte Kurven mit α(0) = β(0) = e.
Zeigen Sie: Auch γ : I → G definiert durch γ(t) = α(t)β(t) ist glatt und es gilt
γ̇(0) = α̇(0) + β̇(0).

(c) Es sei j : G → G die Inversenabbildung j(p) = p−1. Zeigen Sie: dje(v) = −v.

Aufgabe 18 Es sei g eine Lie-Algebra der Dimension 2. Zeigen Sie: Entweder gilt [X, Y] = 0
für alle X, Y ∈ g oder es gibt X, Y ∈ g mit [X, Y] = Y.

Aufgabe 19 Es sei G eine zusammenhängende Lie-Gruppe.

(a) Es seien ϕ, ψ : G → H glatte Gruppenhomomorphismen in eine Lie-Gruppe H mit
dϕe = dψe. Zeigen Sie ϕ = ψ.

(b) Für p ∈ G definieren wir den Diffeomorphismus ϕp : G → G durch ϕp(g) = pgp−1.
Zeigen Sie: Genau dann ist G kommutativ, wenn für alle p ∈ G gilt d(ϕp)e = Id.


