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Aufgabe 29 Es sei B € gl(n,R) und fiir v,w € R" sei B (v,w) = v' Bw.
Zeigen Sie: Die Menge

H={peGL(nR):B(pv,pw) = B (v,w)Vv,w € R"}
ist abgeschlossen. Bestimmen Sie L (H).

Aufgabe 30 Zeigen Sie: Eine Lie-Gruppe G hat keine kleinen Untergruppen, d. h. es gibt
eine e-Umgebung U C G, in der {e} die einzige enthaltene Untergruppe von G ist.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete exponentielle Umgebung.

Aufgabe 31 Essei (G, 7)) eine topologische Gruppe. Die Topologie sei lokalkompakt, d. h. 7
ist Hausdorffsch und jeder Punkt besitzt eine kompakte Umgebung. Ferner sei G zusam-
menhédngend.

(a) Zeigen Sie: Die Gruppe G ist Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter Mengen.

(b) Es gebe nun zusitzlich eine abzédhlbare Basis (V;;),en der e-Umgebungen. D. h. zu
W e U, gibtesn € Nmitec V,, CW.

Zeigen Sie: Jede kompakte Teilmenge ist separabel.
Folgern Sie: Die Gruppe G ist separabel.

(c) Zeigen Sie unter der Zusatzannahme in (b): Die Gruppe G ist ein Ay-Raum.

Aufgabe 32 Es sei:
SU22) ={p e GL(2,C):p*p=pp* = I, det(p) = 1}
(a) Zeigen Sie:

a

SU(2) = {(Z b ) ca,b e C,ya|2+|b|2:1}

Folgern Sie: Vermoge der Abbildung
SUR)2p—p-(1,0)

ist SU(2) homoomorph zur Einheitssphire in C2.



(b) Esseisu(2) = L(SU(2)). Fir X,Y € su(2) sei (X,Y) = — Spur(XY).
Zeigen Sie: Dies ist ein (reelles) Skalarprodukt auf su(2).

(c) Zeigen Sie, fiir alle p € SU(2) und alle X, Y € su(2), fiir das Skalarprodukt aus (b):

(Ad(p)(X), Ad(p)(Y)) = (X,Y)

(d) Als Folge von (c) kann man, bei geeigneter Identifikation von su(2) mit R3, die adjun-
& geelg J
gierte Darstellung von SU(2) als Homomorphismus SU(2) — O(3) auffassen.

Zeigen Sie: Die adjungierte Darstellung bildet SU(2) surjektiv auf SO(3) ab.

Bestimmen Sie den Kern von Ad.



