j-Funktion und Fourierentwicklung
Ausarbeitung zum Seminar zur Funktionentheorie, 31.03.2011

Stefan Bennink

Dieses Seminar wird die j-Funktion einfithren und dariiber hinaus Eisensteinreihen
als spezielle Fourierreihen untersuchen.

§1 j-Funktion

(1.1) Definition (j-Funktion/absolute Invariante (modular invariant))
Die j-Funktion/absolute Invariante wird definiert als

3 3
170882 — 193 [ &2
j=17282 =12 <A>.

(1.2) Lemma
a) Die j-Funktion ist eine Modulfunktion vom Gewicht 0.

b) Sie ist holomorph auf H und hat einen einfachen Pol in co.

c) Sie definiert eine Bijektion von H/G auf C.

Beweis
a) Die j-Funktion ist ein Quotient zweier Modulfunktionen vom Gewicht 12. Das
heifst, fiir eine Matrix
a b
(¢ 7)€

und z € C gilt:

(cz+d)-12A (2222) A

Damit folgt die Behauptung.
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b) Sowohl g5 als auch A sind holomorph auf H und A ist auf H nullstellenfrei. A
hat aber eine einfache Nullstelle in co. Damit gilt die Behauptung.

c) Sei A € C. Es ist nun zu zeigen, dass j = A fiir genau ein z € H/G gilt. Definiere
dazu f, = 1728¢5 — AA. Es reicht also nun zu zeigen, dass f auf H genau eine
Nullstelle modulo G hat.

Wende dazu die Gewichtsformel an mit f = f, und k = 12—2 = 6.

1 1 * —E
wlf)+ a3 B wi) =g

Da ¥ = 1 ist, kann héchstens YperyscVp(f) = 1 gelten, um die Gleichung zu
erfiillen. Da Ordnungen von Nullstellen ganzzahlig sind, kann also in diesem
Falle hochstens ein Punkt in H/G ohne {i,p} existieren, der Nullstelle von f ist.
Ist 3 cri/G Vp(f) =0, so ist die Gleichung 1 + w1l — 1 fiir ganzzahlige n,n’, n”
nur erfiillbar fiir

(n,n’,n") € {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3)}.

Also kann nur eine Nullstelle von f in IH/G existieren mit positiver Ordnung.
Dies ist die Behauptung.

(1.3) Lemma
Sei f eine meromorphe Funktion auf H. Dann sind dquivalent:

i) f ist eine modulare Funktion vom Gewicht 0.
ii) f ist ein Quotient zweier Modulformen von gleichem Gewicht.
iii) f ist eine rationale Funktion in j.

Beweis

Die Folgerung (iii) = (ii) = (i) ergibt sich sofort aus Lemma (1.2), wobei sich die
Holomorphie der Zdhler- bzw. Nennerfunktion von (iii) = (ii) durch Erweitern mit
A" ergibt, wobei m das Maximum der Grade von Zihler- und Nennerfunktion ist.
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Es bleibt also die Richtung (i) = (iii) zu zeigen. Die Behauptung ergibt sich dann
per Ringschluss.
Sei f also eine modulare Funktion vom Gewicht 0. Wir konnen ohne Einschrankung
der Allgemeinheit f mit einem Polynom in j multiplizieren, so dass das Produkt
holomorph auf H ist. Sei f also o.E. eine modulare holomorphe Funktion auf H
vom Gewicht 0.
Da A(o0) = 0 gilt, muss ein n € IN existieren, so dass
g = A" f holomorph in oo ist. g ist dann eine Modulform vom Gewicht 12n, da sich
die Gewichte beim multiplizieren modularer Funktionen addieren. Nach Korollar 2,
Seite 89, A.C. in Arithmetic ldsst sich g dann schreiben als Linearkombination von
G5 Gf mit 2a + 38 = 6n. Aufgrund der Linearitdt konnen wir uns auf den Fall GgGé3
beschrdanken und damit

fo GG

A"

Weiter gilt aber 2a + 38 = 6n.
Setze nun p = 5 und q = g p und g miissen ganzzahlig sein und aufierdem gilt
dann

3p ~2q
f — GZ G3

AP
G ist eine rationale Funktion in j, da G5 = ol
A ] 4 2 603'

GK% ist eine rationale Funktion in j, da 1 eine rationale Funktion in j ist und zudem
gilt
_A_ 8278
A A
und auflerdem G; = £%. Damit ist auch f eine rationale Funktion in j. O

Da j einen Pol in co hat und eine Bijektion von IH/G nach C bildet, ldsst sich j als
eine bijektiven Abbildung von C nach H /G auffassen.
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§2 Bernoulli-Zahlen

(2.1) Definition (Bernoulli-Zahlen)
Die Bernoulli-Zahlen! werden definiert iiber die Formel

x2k

+k§(—1)k+13km.

=1—
e —1

N R

(2.2) Erinnerung (Zetafunktion)
Die Riemannsche Zetafunktion wurde in der Funktionentheorie 1
definiert tiber
=1
C:{s€C;Re(s) >1} - C,s— Z&E
n=
Den Zusammenhang zwischen Bernoulli-Zahlen und der Zeta-Funktion veranschau-
licht das
(2.3) Lemma

Sei k > 1. Dann gilt
22k—1
7(2k) = =—— B~

(2k)!
Zum Beweis:
Zum Beweis des Lemmas werden zunédchst einige Sdtze aus der Funktionentheorie
gebraucht.

(2.4) Satz (Produktentwicklung des Sinus)
Sei z € C. Dann gilt

00 2

sin(rz) =z | [(1— %)
k=1
Beweis
Siehe FUNKTIONENTHEORIE I, ALOoYs KRIEG. SATZ VIII 2.18 SEITE 167. ]

(2.5) Korollar

Sei G C C ein Gebiet und f; : G — C holomorph, fi # 0, so dass das Produkt
f =TI fr auf G absolut lokal gleichmafig konvergiert. Dann gilt

f oy ki

foan

wobei die Reihe auf G lokal gleichméafiig konvergiert.

'In der Funktionentheorie 1 wurde der Begriff anders eingefiihrt. Die hier eingefiihrte Definition
liefert spéter kiirzere und einfachere Formeln fiir die Zetafunktion.
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Beweis
Siehe FUNKTIONENTHEORIE I, ALOoYs KRIEG, SATZ VIII 2.12 SEITE 163. ]

Der Beweis von Lemma (2.3) lduft nun auf einen Vergleich zweier Formeln fiir den
Cotangens hinaus, die ich nun herleiten mochte.

(2.6) Lemma
22k 2k
zcotz =1— E By———— 20
Beweis
Nach Definition der By gilt mit x = 2iz:
2iz 1 212 n > 1)+15 (2iz)2k
ez — 1 k: 2kt
& 22k72k
=1—iz+ Y (-1)F12~=_"_B,
k; (2k)!
o 22k, 2k
=1—-iz— ) ———By,
k—21 (2k)!

denn es ist (—1)F1 = { —1, falls k gerade

1, falls k ungerade

und 2 = (2)F = (—1)k = { 1, falls k gerade

—1, falls k ungerade
Daher ist (—1)F12F = —1 fiir alle k € N

. 2k
Esistalso1l—Y 7, 2 Bk 2,2;2 T +iz.

Weiterhin gilt:

cos(z)
sin(z)
%(eiz _}_efiz)
211 (ezz e~ iz)

zcot(z) =

. elZ _|_ e—lz
=1z
elZ _ e_lZ
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Es bleibt folgende Gleichheit zu zeigen:

L eE ez 2iz

ZZeiz _ e—iz - eZiz -1 +1z.

Da auf beiden Seiten die Grenzwerte fiir z — 0 gleich sind, darf also durch iz geteilt
werden. Also:

_er ez 2iz .
1Z— — = - + 1z
eiz — p—iz eZzz -1
eiz +e—iz 2
& +1

eiz _ e_lZ - eZlZ _ 1
eiz € efiz eiz 2+ eZiz -1
elZ _ e—lZ elZ e 1Z __ 1
eZiZ + 1 B eZiZ + 1
e2iz 1 p2iz _1°

Damit ist Lemma (2.6) bewiesen. ]

Weiterhin gilt fiir den Cotangens das
(2.7) Lemma

0 o0 2k
z
ZCOt(Z) =1-2 Z Z kK"
n=1k=1 "7
Beweis
Zunichst gilt mit Satz (2.4) (Produktentwicklung des Sinus):

[ee] ZZ

).

n2 72

Daraus folgt f/(z) = cos(z).
Definiere nun

z, fallsn =1
@) =312 fallsn>2-

(n—1)%2m2’
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Dann gilt
, B 1, fallsn =1
28 =\ 2, fallsn > 2

und

f(z) = f_ﬁlfnaz).

Damit ist also nun:

_cos(z) _f'(z) Korollar _ o= fr(z) (1 & fi(z)
ZCO’[(Z)—Z =z s Z,; n()_z(_+z )

sin(z) f(z) - - T L)
= o
—2z 1 Index- . 1

:1+ZZ 1)2772 z2 n:.ex 1+Zzﬂ—zz

n=2 (n — ) 1 — T verschiebung R R [ Sl 2,
=1-2 i ZZ 1 geometrische 1_9 i 22 i ZZk
- 2 2 ci B 22 2k 2k

mneme ] — n§n2 Reihe = n?m? = Pk

o oo 2(k+1) o oo ok

z Index- z

=1-2 de 1-92 =

;;1 = n2(k+1) 7p2(k+1) verschiebung 7121 k—Zi 2k o2k -

Die wichtigen Identitdten des Cotangens wurden damit bewiesen, so dass wir nun
(2.3) beweisen konnen. Dazu:

Beweis

00 22k22k i i ZZk
1—) By zcot(z) =1-2
= (2K)! = img nFnk
00 22k22k o 00 ZZk
= Bk =2
k:Zl (2k)! 1;1 k; n2k rr2k
P i Bk&ZZk — i i 1 ZZk
= (2K n—1k—1 nZk 2k
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Umordnung 22k—1 ok 1
ZBk Zk ;Z 2 n2k71'2k
Koeffizienten- , 22571 > 1
Zenten- g Yy
vergleich (Zk)! = n2k 2k
ok 22k71
& 2k) =B :
Die Summation darf hier vertauscht werden, da die Reihe laut Analysis I absolut
konvergent ist. O]

§3 Reihenentwicklungen der Funktionen G

Wir wollen nun die Fourierentwicklung fiir Eisensteinreihen Gy herleiten mit
— p2miz
q = e,

Zunichst gilt mit FUNKTIONENTHEORIE I, ALoYs KriEG, VIII. BersrieL 1.12 SerTe 155
folgende Identitat:

1 ad 2 1 ad 2 j 1 ad 1 1
7TCO’E(7TZ) _ E i Z Z _ ! V4 Partialbruch 4 Z < ) .

= 22—m? oz mgl(anm)(z—m) zerlegung z - = \z+m  z—m

Andererseits ist

cos(7tz) eTZ | g7z
mteot(mz) = mm— =i
sin(7z) ez — Tz

[Tz 4 e Tz pTliz
=Tt - - -
ez _ p—Tiz | pTlZ




j-Funktion,Fourierentwicklung §3 Reihenentwicklungen der Funktionen G

g 271
= T
geomirische i — 2 i qn.
Reihe =0
Die geometrische Reihe darf hier angewandt werden, weil |q| = |e?™?| < 1 gilt fiir

z € H.
Vergleicht man die Formeln, so ergibt sich

%4_2( 1 + ! ):m’—Zm’Zq”.
n=0

ey \Z+m zZ—m

Es folgt fir k > 2 die
(3.1) Bemerkung

L T i 2F  (k - pi (-2t Lot

meZ

Beweis
Vollstandige Induktion nach k:
Sei zundchst k = 2. Dann gilt nach eben Gezeigtem:

1 > 1 1 >
1 i N
o+ 3 <z—|—m+z—m) 7T mn‘é‘bq

m=1
4 1 i 1 1 s
R R
z?2 mzz:l (z+m)2  (z—m)? n;l q
1 o0
& = —4772 ng"
P e Vi
1 1
= (=271i)? n2 g,
Lmear - T i
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Fiir k = 2 ist die Aussage also wahr. Gelte die Aussage also nun fiir ein k € IN>».
Dann folgt:

. 1 1 o
£k = —2mi)*2mi nkg"
m;Z (m+z)k+1 (k—l)!( ) ; 1
1 . s
- +, (m 4+ z) (m + z)k+1 - E(_zm)kﬂ Y g’

n=1

Also gilt die Aussage nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion fiir alle k &
IN>». O

Sei nun oy (n) = Y, d* die Summe der k-ten Potenzen der positiven Teiler von 7.
Dann haben wir folgende Gleichheit fiir Eisensteinreihen:

(3.2) Lemma
Sei k > 2. Dann gilt

ck<z>=zc<zk>+z (2i)* z@kl

Beweis
Zunichst gilt

10
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1 1 1
:Z( —)+Z Z(—)+Z(—>
meZ\{0} (0z + m)* nez\{0} mez\{0} (nz 4 m)* neZ\{0} (nz +0)*
m#(?/(nzo m;é(;/(nyéo m:()‘/(n;é()
1
B (m,ng(0,0) (nz +m)%
Damit ist
Gz)= ¥ !
k = - -
(ma)Z(00) (12 +m)%
{(2k) +2

Wendet man darauf nun Bemerkung (3.1) an, wobei man z durch nz ersetzt, so ergibt
sich

1
G(z)= Y, —t
() Z(00) (12 +m)%

— 2@(2]{) +2 i (ﬁ(_zﬂi)% i m2k—1qmn>

n=1 m=1

= 20(2k) + (2k 1_ 1) —27i)% Z Z a?k—1g0

27rz
:2g(2k)+2 2k — 1)1 ZU’Zk 1 . -

Eine andere Darstellungsform fiir die Eisensteinreihen liefert das

(3.3) Korollar

G = 20(2k) Ex(2),

wobei Ex(z) = 1+ 7 Lyq 01 (n)q" und oy = (=1)F .

11
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Beweis
Zundchst einmal gilt fiir :

2ri)* 1 @3 (2m)Hi*  (2k)!
2k—1)IC(2k)  (2k —1)! 225 1B %k

= (-1

By
= Tk-

Demnach gilt dann

20(2K) Ex(2) = 27(2K) (1 + 14 ilazk_un)q”)
(27i)?k

@(Zk)+2§(2k)( ),ng Z‘Tzk 1

2711
:25(2]()"'2 2k—1 Z‘TZk 1

Fiir die Ej gelten die Identitdten
E3=E,
E>E; = Es

Da sich jede ganze Zahl z > 2 als z = 2m + 3n darstellen lasst mit m € Zund n =1
oder n = 0, kann man allgemein jedes Ej als Polynom in E, und E3 darstellen.

§4 Koeffizienten von Modulformen

Es wird nun darum gehen, Grofienschédtzungen fiir die Koeffizienten von bestimm-
ten Modulformen zu machen, insbesondere von Eisensteinreihen und Spitzenfor-
men.

Sei dazu zunichst f(z) = Y07 a.q" (g = e2™)
eine Modulform vom Gewicht 2k, k > 2.

12
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(4.1) Lemma
Ist f = Gy fiir ein festes k, so existieren zwei Konstanten A, B > 0, so dass

AnZk—l S |a}’l| S ank—l

wobei A und B konstant in # sind.

Man sagt, a, ist in der Grofenordnung von n2—1.

Beweis
Nach Lemma 3.2 gilt

&) = Gue) = 20020 + 2 2 Y o

Dann ist fir n > 0

2(27ri)2k
an = ﬁ%k—l(”)
2(2m)% .
= m(—l) ok—1(n)
=:A
Da k fest ist, und A nicht von n abhédngt, ist A also konstant.
Weiter gilt
an = A(=1) op_1(n) = |an| = Aoy_1(n)
Nun gilt aber
nln = oy_1(n) = d%k_l + d%k_l + .o+ nTl s 2l ,da d; > 0.

Damit folgt nun
’Eln‘ = AUZk_l(n) > AT’leil,

womit die erste Ungleichung bewiesen wiére.

Fiir den Beweis der zweiten Ungleichung ldsst sich zunédchst Folgendes feststellen:
Seien dy < dq < ... < dj die Teiler einer natiirlichen Zahl n.

= didy_;j=n  Vie {0.k}
4 1

no di

Vi € {0..k}.

13
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Mit dieser Feststellung und der Betragsformel fiir a,, der ersten Ungleichung lasst
sich nun folgern:

|| _ A1 (n) _ AZdel _ AZ (é)Zkl Umognung AZ (1)2k1
d|

n2k-1 n2k—1 n2k-1 n (endliche Summe) d
d|n d|n

Daraus lésst sich nun die Ungleichung unmittelbar folgern durch

|ll | 1 2k—1 00 1

& |ay| < AZ(2k — 1) n?~1 = Bp2<1
7.B g

Dies ist die zweite Ungleichung. O

Fiir die ndchste Aussage tiber das Wachstum der Koeffizienten bestimmter Modul-
formen, wird zundchst eine Definition gebraucht:

(4.2) Definition (Landau-Symbole/O-Notation)

Sei f eine wohldefinierte Funktion oder eine Folge, die in einen metrischen Raum
abbildet. Definiere dann fiir x — oo

Of) = {g|3c > 0,3xg : Vx > x¢ gilt: |f(x)]| < c|g(x)|}

tir x— a

Of)={g|3c>0,Je>0:Vx e {x:|x—a| <e}gilt|f(x)| <c|g(x)|}
Mathematisch lasst sich die O-Notation wie folgt darstellen

feO(g) & limsup, ., |é%| < 00;

(4.3) Beispiel

n € O(n?)

n® +n? +100n € O(n*)
n € O(n'%)

11000 c O(zn)

log(n) € O(+/n)

Anmerkung: In der Mathematik wird hédufig anstelle von f € O(g) geschrieben, dass
f=0).

Beide Schreibweisen sind dquivalent.

14
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Es folgt ein zentrales Ergebnis dieses Seminars:

(4.4) Satz (Hecke-Theorem)
Sei f eine Modulform, wie sie zu Beginn dieses Paragraphen definiert wurde. Ist f
nun eine Spitzenform vom Gewicht 2k, so gilt fiir die Koeffizienten der Reihe

a, € O(nk).

Beweis

Zundchst wissen wir, dass a9 = 0 fiir den ersten Koeffizienten von f gilt, da f eine
Spitzenform ist. Wir kénnen also g aus der Entwicklung von f ausklammern.
Damit ist f(z) = g Y001 anq" !

Fiir ¢ — 0 lauft nun 4" ! schneller gegen 0 als g. Daher gilt

£(2)] € O(g) € Ofe ™) mit y = Im(z).

Definiere nun ®(z) = |f(z)|y*.
Zunichst sei festzustellen, dass ® invariant unter der Operation der Modulgruppe
ist. Um dies zu beweisen, sei

mitad —bc = 1.
Fiir z = x + iy ist dann gz = 4L,
Mit der 3. Binomischen Formel erhilt man dann

y(ad — bc) y(ad — bc)

Im(gz) = 2x2 4 2cxd + d2 + c2y? - |(cz+d)?|

Damit ist

O(gz) = @ (Zis) =If (ZEiZ) | (%)k

fist w Y
Modbﬁform |f(Z) | | (CZ + d) | (| (CZ + d)2|)k

_ y*
= |f(2)[(|(cz + d)2|)km

15
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Nun ist ®(z) stetig auf dem Fundamentalbereich D als Multiplikation stetiger Funk-
tionen, denn f ist eine Spitzenform, also holomorph und damit stetig. Dariiberhin-
aus zeigt die Formel |f(z)| € O(q) € O(e~?"V), dass fiir g nahe Null gilt, dass

®(z) = |f(2)|yF < e ?¥y* und damit ®(z) — 0 fiir y — oo.

Insbesondere existiert damit eine Konstante M > 0 mit

|f(z)] < My*k, z € H.

Sei y nun fest. Dann gilt nach FUNKTIONENTHEORIE I, ALOYS KRIEG, V. SATZ 4.3 SEITE
108 (SAaTz vON DER FOURIERENTWICKLUNG) und Dreiecksungleichung fiir Integrale
tir die Koeffizienten a, von f, dass

anl =1 [ f@ye ¥z = | [ f)g 7zl < [ (f(z)q ez
[0,1] [0,1]

0]

konstant
[0,1] [0,1]

:My_k / ‘6—27rinx627my|dZZMy—k / 227 4
[0.1] [0.1]

. ) day '
= / ‘f(Z) ‘ ’6727rzn(x+ly) ‘dz < Myik / ‘672nznx+27rny|dz

— My—keZHny / 1dz = My—keZHny
[0.1] O
Also gilt |a,| < My ke

Fiir jedes feste y > 0 ist diese Ungleichung richtig. Setze also y = % Dann ist
|ay| < 2" Mn.

(4.5) Korollar
Ist f keine Spitzenform so hat a, die Grofenordnung n?~1,

Beweis

f lasst sich als Summe AGy + h darstellen mit A # 0 und h eine Spitzenform. Dann
haben die Koeffizienten von f nach Hecketheorem und Lemma (3.1) die Grofsenord-
nung An?*~1 4y, Im Limes wird n* vernachlassigbar gegeniiber n*~!. Daraus folgt
die Behauptung. O

Wie in A. SELBERG, Proc. Symp. PURE MATHS VIII, AMERICAN MATH SOCIETY., 1965
nachzulesen ist, ldsst sich das Wachstum der a,, noch schirfer abschitzen, namlich

16
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durch
1 .
a, € O(nk~17€) fiir jedes € > 0.
Wie noch nicht bewiesen, aber vermutet wird, lasst sich % sogar noch zu % verbes-
sern.
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