
Kapitel VI.Das Riemann-IntegralDie Flähe eines Rehteks mit den Kantenlängen c und b ist c · b.Betrahtet man die konstante Funktion
f : [0, b] → R, x 7→ c,so ist die Flähe zwishen der x-Ahse und dem Graphen von fgerade c · b. Man shreibt dafür 0 b

c

∫ b

0

f(x) dx = c · b.Das Ziel der Integralrehnung ist es, diese Flähe für eine möglihst groÿe Klasse vonFunktionen zu bestimmen. Dabei soll der Fläheninhalt durh Rehteke von oben undvon unten approximiert werden.

�1. Der Begri� des Riemann-IntegralsUm mit Rehteken arbeiten zu können, interessieren wir uns für stükweise konstanteFunktionen. 175



176 Kapitel VI. Das Riemann-Integral(1.1) De�nition. a) Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist eine endlihe reelle Folge
Z = (xi)0≤i≤n, so dass

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.b) Eine Funktion ϕ : [a, b] → R nennt man ei-ne Riemannshe Treppenfunktion, wenn es eineZerlegung Z = (xi)0≤i≤n von [a, b] gibt, so dass
ϕ
∣

∣

(xi−1,xi)
konstant ist für 1 ≤ i ≤ n.

x1 x2 x3a=x0 x5 =bx4Mit T [a, b]bezeihnen wir die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].Eine erste strukturelle Eigenshaft beshreibt das(1.2) Lemma. Für a, b ∈ R mit a < b ist T [a, b] ein Unterraum des Vektorraumsaller Funktionen f : [a, b] → R.Beweis. Die konstanten Funktionen gehören zu T [a, b]. Für λ ∈ R und ϕ ∈ T [a, b] gilt
λϕ ∈ T [a, b]. Sind ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit Zerlegungen (xi)0≤i≤n, (yj)0≤j≤m, so dass ϕ∣∣

(xi−1,xi)und ψ∣∣
(yj−1,yj)

jeweils konstant sind, so betrahten wir eine Zerlegung (tr)0≤r≤k von [a, b]mit
{t0, . . . , tk} = {x0, . . . , xn} ∪ {y0, . . . , ym}.Mit ϕ∣∣

(tr−1,tr)
und ψ∣∣

(tr−1,tr)
ist dann auh (ϕ+ψ)

∣

∣

(tr−1,tr)
für jedes r = 1, . . . , k konstant,d. h. ϕ+ ψ ∈ T [a, b]. 2Wir wollen nun das Riemann-Integral für Trep-penfunktionen erklären. Dazu addieren wir dieFlähen der Rehteke, wobei Rehteke unterhalbder x-Ahse negativ gewihtet werden. + +

+
+

−(1.3) Lemma. Seien a, b ∈ R, a < b und ϕ ∈ T [a, b]. Gegeben seien zwei Zerlegungen
(xi)0≤i≤n und (yj)0≤j≤m von [a, b], so dass

ϕ
∣

∣

(xi−1,xi)
= ci, 1 ≤ i ≤ n, ϕ

∣

∣

(yj−1,yj)
= dj , 1 ≤ j ≤ m.Dann gilt

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1) =

m
∑

j=1

dj(yj − yj−1).



�1 Der Begri� des Riemann-Integrals 177Beweis. Für die Zerlegung Z = (xi)0≤i≤n de�nieren wir
∫

Z

ϕ :=

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1).1. Fall: Jeder Teilpunkt von Z = (xi)0≤i≤n ist Teilpunkt von Z ′ = (yj)0≤j≤m.Dann gilt xi = yki
, i = 0, . . . , n und

xi−1 = yki−1
< yki−1+1 < . . . < yki

= xi, dj = ci, ki−1 < j ≤ ki, 1 ≤ i ≤ n.Daraus folgt
∫

Z′

ϕ =

m
∑

j=1

dj(yj − yj−1) =

n
∑

i=1

ki
∑

j=ki−1+1

ci(yj − yj−1) =

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1) =

∫

Z

ϕ.2. Fall: Seien Z und Z ′ beliebig.Ist Z∗ die Zerlegung von [a, b], die genau aus den Teilpunkten von Z und Z ′ besteht, sofolgt aus dem 1. Fall
∫

Z

ϕ =

∫

Z∗

ϕ =

∫

Z′

ϕ.
2Das führt uns auf die(1.4) De�nition. Seien a, b ∈ R, a < b, ϕ ∈ T [a, b] mit einer Zerlegung (xi)0≤i≤n,so dass ϕ∣∣

(xi−1,xi)
= ci, 1 ≤ i ≤ n. Dann ist das Riemann-Integral von ϕ über [a, b]erklärt durh

∫ b

a

ϕ(x) dx :=

∫ b

a

ϕ :=

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1).Nah (1.3) ist die De�nition unabhängig von der Wahl der Zerlegung.(1.5) De�nition. Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → R, g : [a, b] → R beliebigeFunktionen. Man de�niert f ≤ g(bzw. g ≥ f) genau dann, wenn f(x) ≤ g(x) für alle
x ∈ [a, b].Man beahte, dass im Allgemeinen weder f ≤ g noh g ≤ f gilt. Die folgende Aussagebesagt, dass das Riemann-Integral ein monotones lineares Funktional auf T [a, b] ist.(1.6) Lemma. Seien a, b ∈ R, a < b, ϕ, ψ ∈ T [a, b], λ ∈ R. Dann gilta) ∫ b

a
ϕ(x) + ψ(x) dx =

∫ b

a
ϕ(x) dx+

∫ b

a
ψ(x) dx.b) ∫ b

a
λϕ(x) dx = λ

∫ b

a
ϕ(x) dx.) Aus ϕ ≤ ψ folgt ∫ b

a
ϕ(x) dx ≤

∫ b

a
ψ(x) dx.



178 Kapitel VI. Das Riemann-IntegralBeweis. Nah (1.3) kann man ϕ und ψ bezüglih derselben Zerlegung von [a, b] de�-nieren:
a = x0 < . . . < xn = b, ϕ

∣

∣

(xi−1,xi)
= ci, ψ

∣

∣

(xi−1,xi)
= di, 1 ≤ i ≤ n.a) Aus der De�nition folgt

∫ b

a

ϕ(x) + ψ(x) dx =

n
∑

i=1

(ci + di)(xi − xi−1) =

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1) +

n
∑

i=1

di(xi − xi−1)

=

∫ b

a

ϕ(x) dx+

∫ b

a

ψ(x) dx.b) Man hat
∫ b

a

λϕ(x) dx =
n
∑

i=1

λci(xi − xi−1) = λ
n
∑

i=1

ci(xi − xi−1) = λ

∫ b

a

ϕ(x) dx.) Aus ϕ ≤ ψ folgt ci ≤ di für 1 ≤ i ≤ n. Wegen xi − xi−1 > 0 ergibt sih
∫ b

a

ϕ(x) dx =

n
∑

i=1

ci(xi − xi−1) ≤
n
∑

i=1

di(xi − xi−1) =

∫ b

a

ψ(x) dx.
2Man beahte das folgende Beispiel

ϕ : [0, 1] → R, ϕ ≡ 0; ψ : [0, 1] → R, ψ(x) =

{

1, x = 0,

0, x > 0.Dann gilt ϕ ≤ ψ, ϕ 6= ψ und ∫ 1

0
ϕ(x) dx =

∫ 1

0
ψ(x) dx = 0 · 1 = 0.Treppenfunktionen haben wir bereits früher kennen gelernt, z. B. die Signum-Funktionund die Gröÿte-Ganze-Funktion (vgl. I(3.2)) eingeshränkt auf ein Intervall [a, b].(1.7) De�nition. Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → R beshränkt. Dann sind dasOberintegral und das Unterintegral von f über [a, b] de�niert durh

∫ b∗

a

f(x) dx := inf

{
∫ b

a

ψ(x) dx; ψ ∈ T [a, b], f ≤ ψ

}

,

∫ b

a∗
f(x) dx := sup

{
∫ b

a

ϕ(x) dx; ϕ ∈ T [a, b], ϕ ≤ f

}

.Weil f nah Voraussetzung beshränkt ist, existieren (z. B. konstante) Treppenfunktio-nen ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit ϕ ≤ f ≤ ψ, so dass die Mengen, über die das In�mum bzw.Supremum gebildet wird, niht leer sind. Dass der Wert des In�mums und des Supre-mums tatsählih endlih ist, wird in (1.9) a) gezeigt. Als Warnung sei vermerkt, dasses im Allgemeinen keine Treppenfunktion gibt, die obiges In�mum bzw. Supremumrealisiert.



�1 Der Begri� des Riemann-Integrals 179(1.8) Beispiele. a) Für jedes ϕ ∈ T [a, b] gilt
∫ b

a∗
ϕ(x) dx =

∫ b∗

a

ϕ(x) dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx.b) Sei D die Dirihletshe Sprungfunktion auf [0, 1]

D : [0, 1] → R, x 7→
{

1, falls x ∈ Q,

0, falls x /∈ Q.Seien ϕ, ψ ∈ T [0, 1] mit ϕ ≤ D ≤ ψ. Sei (xi)0≤i≤n eine Zerlegung von [0, 1] und gilt
ϕ
∣

∣

(xi−1,xi)
= ci ≤ D

∣

∣

(xi−1,xi)
≤ di = ψ

∣

∣

(xi−1,xi)
,so folgt ci ≤ 0 und di ≥ 1, da jedes niht-leere o�ene Intervall sowohl rationale (vgl.I(2.24)) als auh irrationale Punkte (vgl. II(3.17)) enthält. Also hat man

∫ 1

0

ϕ(x) dx ≤ 0,

∫ 1

0

ψ(x) dx ≥ 1.Mit den konstanten Funktionen ϕ ≡ 0 und ψ ≡ 1 folgt
∫ 1

0∗
D(x) dx = 0,

∫ 1∗

0

D(x) dx = 1.Eine erste Aussage für Ober- und Unterintegral beinhaltet das folgende(1.9) Lemma. Seien a, b ∈ R, a < b.a) Ist f : [a, b] → R eine Funktion und sind m,M ∈ R mit
m ≤ f(x) ≤M für alle x ∈ [a, b],so gilt

m(b− a) ≤
∫ b

a∗
f(x) dx ≤

∫ b∗

a

f(x) dx ≤M(b− a).b) Sind f, g : [a, b] → R beshränkt, so folgt
∫ b∗

a

f(x) + g(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x) dx+

∫ b∗

a

g(x) dx,

∫ b

a∗
f(x) + g(x) dx ≥

∫ b

a∗
f(x) dx+

∫ b

a∗
g(x) dx.) Ist f : [a, b] → R beshränkt, so gilt für alle α, β ∈ R, α ≥ 0, β ≤ 0:

∫ b∗

a

αf(x) dx = α

∫ b∗

a

f(x) dx,

∫ b

a∗
αf(x) dx = α

∫ b

a∗
f(x) dx,

∫ b∗

a

βf(x) dx = β

∫ b

a∗
f(x) dx,

∫ b

a∗
βf(x)dx = β

∫ b∗

a

f(x) dx.



180 Kapitel VI. Das Riemann-IntegralBeweis. a) Betrahtet man konstante Treppenfunktionen, so folgt aus m ≤ f ≤M mit(1.6) ) bereits
m(b− a) =

∫ b

a

mdx ≤
∫ b

a∗
f(x) dx,

∫ b∗

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

Mdx = M(b− a).Für alle ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit ϕ ≤ f ≤ ψ gilt nah (1.6) und (1.7)
∫ b

a

ϕ(x) dx ≤
∫ b

a

ψ(x) dx,

∫ b

a∗
f(x) dx = sup

{
∫ b

a

ϕ(x) dx; ϕ ∈ T [a, b], ϕ ≤ f

}

≤
∫ b

a

ψ(x) dx,

∫ b

a∗
f(x) dx ≤ inf

{
∫ b

a

ψ(x) dx; ψ ∈ T [a, b], f ≤ ψ

}

=

∫ b∗

a

f(x) dx.b) Sei ε > 0. Dann existieren ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit
f ≤ ϕ,

∫ b

a

ϕ(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x)dx+
ε

2
,

g ≤ ψ,

∫ b

a

ψ(x) dx ≤
∫ b∗

a

g(x) dx+
ε

2
.nah De�nition des In�mums. Es folgt f + g ≤ ϕ+ ψ und mit (1.6)

∫ b∗

a

f(x) + g(x)dx ≤
∫ b

a

ϕ(x) + ψ(x) dx

=

∫ b

a

ϕ(x) dx+

∫ b

a

ψ(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x) dx+

∫ b∗

a

g(x) dx+ ε.Da diese Ungleihungen für alle ε > 0 gelten, shlieÿt man
∫ b∗

a

f(x) + g(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x) dx+

∫ b∗

a

g(x) dx.Die zweite Behauptung folgt analog oder aus
∫ b

a∗
f(x) dx = −

∫ b∗

a

−f(x) dx.) Für λ = 0 ist die Behauptung klar. Ist λ > 0, so gilt ϕ ≤ f genau dann, wenn
λϕ ≤ λf . Jetzt folgt die Behauptung aus

sup{κm; m ∈M} =

{

κ supM, falls κ ≥ 0,

κ infM, falls κ ≤ 0,für beshränktes M ⊂ R, M 6= ∅, und κ ∈ R. 2



�1 Der Begri� des Riemann-Integrals 181Das führt uns auf die wihtige(1.10) De�nition. Seien a, b ∈ R, a < b. Eine Funktion f : [a, b] → R heiÿtRiemann-integrierbar oder einfah nur integrierbar, wenn sie beshränkt ist und
∫ b

a∗ f(x) dx =
∫ b∗
a
f(x) dx erfüllt. Dann heiÿt

∫ b

a

f(x) dx :=

∫ b

a

f(t) dt :=

∫ b

a

f(ξ) dξ :=

∫ b

a

f :=

∫ b

a∗
f(x) dxdas Riemann-Integral von f über [a, b]. Man nennt a die Untergrenze und b die Ober-grenze des Integrals.Wir erläutern den Begri� zunähst an Beispielen.(1.11) Beispiele. a) Nah (1.8) ist jede Treppenfunktion integrierbar. Die in (1.4) und(1.10) de�nierten Integrale stimmen überein.b) Die Dirihletshe Sprungfunktion über [0, 1] ist nah (1.8) niht integrierbar.) Wir betrahten

f : [0, 1] → R, x 7→







0, falls x ∈ R\Q,
1

q
, falls x ∈ Q, x = p

q
, p ∈ N0, q ∈ N, gekürzte Bruhdarstellung.O�enbar gilt 0 ≤ f und damit

0 ≤
∫ 1

0∗
f(x) dx ≤

∫ 1∗

0

f(x) dx.Sei ε > 0. Dann ist
M :=

{

p

q
; 1 ≤ q ≤ 1

ε
, 0 ≤ p ≤ q

}endlih und wir erhalten eine Treppenfunktion
ψ ∈ T [0, 1], ψ(x) =

{

f(x), falls x ∈M,

ε, falls x /∈M.Aus f ≤ ψ folgt
∫ 1∗

0

f(x) dx ≤
∫ 1

0

ψ(x) dx = εfür jedes ε > 0. Demnah ist f integrierbar mit
∫ 1

0

f(x) dx = 0.



182 Kapitel VI. Das Riemann-IntegralEs ist ziemlih aufwändig, Integrale mit der De�nition (1.10) zu berehnen. Wir wer-den in �2 Methoden kennen lernen, die die konkrete Berehnung von Integralen fürStandardfunktionen ermöglihen.Ein für theoretishe Zweke nützlihes Kriterium beinhaltet der(1.12) Satz. Seien a, b ∈ R, a < b. Eine Funktion f : [a, b] → R ist genau dannRiemann-integrierbar, wenn es zu jedem ε > 0 Treppenfunktionen ϕ, ψ ∈ T [a, b] gibt,so dass
ϕ ≤ f ≤ ψ und ∫ b

a

ψ(x) − ϕ(x) dx ≤ ε.Beweis. �⇒� Nah De�nition des In�mums und des Supremums existieren zu jedem
ε > 0 nah (1.7) Treppenfunktionen ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit ϕ ≤ f ≤ ψ und

∫ b

a

ϕ(x) dx ≥
∫ b

a∗
f(x) dx− ε

2
,

∫ b

a

ψ(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x) dx+
ε

2
.Da f integrierbar ist, folgt

∫ b

a

ψ(x)−ϕ(x) dx =

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx ≤
∫ b∗

a

f(x) dx+
ε

2
−
∫ b

a∗
f(x) dx+

ε

2
= ε.�⇐� Wegen ϕ ≤ f ≤ ψ ist f beshränkt. Mit (1.9) ergibt sih

∫ b

a

ϕ(x) dx ≤
∫ b

a∗
f(x) dx ≤

∫ b∗

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

ψ(x) dx,also
0 ≤

∫ b∗

a

f(x) dx−
∫ b

a∗
f(x) dx ≤

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x)dx =

∫ b

a

ψ(x) − ϕ(x) dx ≤ ε.Demnah stimmen Ober- und Unterintegral überein. 2Direkt aus dem Beweis folgert man noh das(1.13) Korollar. Seien a, b ∈ R, a < b, eine Funktion f : [a, b] → R und I ∈ Rgegeben. Dann sind äquivalent:(i) f ist Riemann-integrierbar mit ∫ b
a
f(x) dx = I.(ii) Zu jedem ε > 0 gibt es Treppenfunktionen ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit

ϕ ≤ f ≤ ψ, I −
∫ b

a

ϕ(x) dx ≤ ε,

∫ b

a

ψ(x) dx− I ≤ ε.Als Anwendung erhalten wir die Aussage, dass die Abänderung einer Funktion an endlihvielen Stellen weder die Riemann-Integrierbarkeit noh das Integral verändert.



�1 Der Begri� des Riemann-Integrals 183(1.14) Korollar. Seien a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → R eine Riemann-integrierbareFunktion und g : [a, b] → R eine beliebige Funktion, so dass
{x ∈ [a, b]; f(x) 6= g(x)}endlih ist. Dann ist auh g Riemann-integrierbar mit
∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.Beweis. Sei ε > 0 und I =
∫ b

a
f(x) dx. Nah (1.13) gibt es ϕ, ψ ∈ T [a, b] mit

ϕ ≤ f ≤ ψ, I −
∫ b

a

ϕ(x) dx ≤ ε,

∫ b

a

ψ(x) dx− I ≤ ε.Sei M := {x ∈ [a, b]; f(x) 6= g(x)}. Da M endlih ist, sind
ϕ∗(x) :=

{

g(x), x ∈M,

ϕ(x), x /∈M,
ψ∗(x) :=

{

g(x), x ∈M,

ψ(x), x /∈M,Treppenfunktionen auf [a, b] mit den Eigenshaften
ϕ∗ ≤ g ≤ ψ∗,

∫ b

a

ϕ(x) dx =

∫ b

a

ϕ∗(x) dx,

∫ b

a

ψ(x) dx =

∫ b

a

ψ∗(x) dx,also
I −

∫ b

a

ϕ∗(x) dx ≤ ε,

∫ b

a

ψ∗(x) dx− I ≤ ε.Dann ist g nah (1.13) Riemann-integrierbar mit ∫ b
a
g(x) dx = I. 2Wir kommen nun zu den wihtigsten Beispielklassen integrierbarer Funktionen.(1.15) Satz. Sind a, b ∈ R, a < b, so ist jede monotone Funktion f : [a, b] → Rintegrierbar.Beweis. Sei f ohne Einshränkung monoton wahsend. Zu n ∈ N betrahte man dieäquidistante Zerlegung

(xi)0≤i≤n, xi := a+ i · b− a

n
, 0 ≤ i ≤ n.Wir de�nieren ϕ, ψ ∈ T [a, b] durh

ϕ(x) := f(xi−1), ψ(x) := f(xi) für xi−1 ≤ x < xi, 1 ≤ i ≤ n, ϕ(b) = ψ(b) = f(b).



184 Kapitel VI. Das Riemann-IntegralDa f monoton wahsend ist, gilt ϕ ≤ f ≤ ψ und
∫ b

a

ψ(x) − ϕ(x) dx =

n
∑

i=1

(f(xi) − f(xi−1))(xi − xi−1)

=
b− a

n

(

n
∑

i=1

f(xi) −
n
∑

i=1

f(xi−1)

)

=
b− a

n
(f(xn) − f(x0)) =

b− a

n
(f(b) − f(a)).Zu ε > 0 wählt man nun ein n ∈ N mit b− a

n
(f(b) − f(a)) < ε. Also ist f nah (1.12)integrierbar. 2Das nähste zentrale Beispiel wird behandelt in dem(1.16) Satz. Seien a, b ∈ R, a < b. Dann ist jede stetige Funktion f : [a, b] → Rintegrierbar.Beweis. Da [a, b] ein kompaktes Intervall ist, ist f nah IV(3.13) gleihmäÿig stetig auf

[a, b]. Zu ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für alle x, y ∈ [a, b] mit |x− y| < δ gilt
|f(x) − f(y)| < ε′, ε′ :=

ε

2(b− a)
.(∗)Nun wählen wir ein n ∈ N mit b− a

n
< δ und betrahten wieder die äquidistanteZerlegung

(xi)0≤i≤n, xi := a+ i · b− a

n
, 0 ≤ i ≤ n.Wir de�nieren ϕ, ψ ∈ T [a, b] durh

ϕ(x) := f(xi)−ε′, ψ(x) := f(xi)+ε
′ für xi−1 ≤ x < xi, 1 ≤ i ≤ n, ϕ(b) = ψ(b) = f(b).Wegen (∗) folgt ϕ ≤ f ≤ ψ aus der Wahl von n. Dann erhält man

∫ b

a

ψ(x) − ϕ(x) dx = 2ε′(b− a) = ε.Die Behauptung ergibt sih wieder aus (1.12) 2Wir stellen nun einige elementare Eigenshaften des Riemann-Integrals zusammen.




