Kapitel VI.

Das RIEMANN-Integral

Die Fliache eines Rechtecks mit den Kantenldngen ¢ und b ist ¢ - b.
Betrachtet man die konstante Funktion

f:0,0] =R,z ¢

so ist die Flidche zwischen der xz-Achse und dem Graphen von f
gerade ¢ - b. Man schreibt dafiir

/Obf(:):)d:)::c-b.

Das Ziel der Integralrechnung ist es, diese Fliche fiir eine moglichst grofe Klasse von
Funktionen zu bestimmen. Dabei soll der Flacheninhalt durch Rechtecke von oben und
von unten approximiert werden.

§1. Der Begriff des RIEMANN-Integrals

Um mit Rechtecken arbeiten zu konnen, interessieren wir uns fiir stiickweise konstante
Funktionen.
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176 Kapitel VI. Das RIEMANN-Integral

(1.1) Definition. a) Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist eine endliche reelle Folge
Z = (x;)o<i<n, S0 dass

a=xg<z1<...<x, =0 ° *
o——0
b) Eine Funktion ¢ : [a,b] — R nennt man ei- .
—O
ne RIEMANNsche Treppenfunktion, wenn es eine o— oo .
Zerlegung Z = (x;)o<i<n von [a, b] gibt, so dass — = — —
a=%xg I1 Ty I3 Ty ZL’5IZ)

@, 0y koustant ist fiir 1 <i <n.

Mit T'[a, b|bezeichnen wir die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

Eine erste strukturelle Eigenschaft beschreibt das

(1.2) Lemma. Fir a,b € R mit a < b ist T|a,b] ein Unterraum des Vektorraums
aller Funktionen f : [a,b] — R.

Beweis. Die konstanten Funktionen gehoren zu T'[a,b]. Fiir A € R und ¢ € T[a, b] gilt

Xp € T'la,b]. Sind ¢, € T[a,b] mit Zerlegungen (x;)o<i<n, (Yj)o<j<m, S0 dass @‘(I/Fl o)

und M(y} L) jeweils konstant sind, so betrachten wir eine Zerlegung (¢, )o<,<x von [a, b]
. i—1,Yj

mit

{to, .. st} ={xo, .-, 2n} U{¥0,- -, YUm}-
Mit (o ) und ¢ (o ) ist dann auch (SO_‘_w)‘(tT,l,tr) fiir jedes r = 1, ..., k konstant,
d.h. o+ €Tla,b]. a
Wir wollen nun das RIEMANN-Integral fiir Trep- ¢
penfunktionen erklaren. Dazu addieren wir die _ +
Flachen der Rechtecke, wobei Rechtecke unterhalb + + :T
der z-Achse negativ gewichtet werden. — .

(1.3) Lemma. Seien a,b € R, a < b und ¢ € T|a,b]. Gegeben seien zwei Zerlegungen
(2i)o<i<n und (y;)o<j<m von [a,b], so dass

=c¢, 1 <1 <n, 1<7<m.

S0‘(961'7175%) S0‘(%,17%) = dj,

Dann gilt

n m

Zci(iﬂi — Ti1) = Zdj(yj — Yj-1).

i=1 j=1
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Beweis. Fiir die Zerlegung Z = (x;)o<i<, definieren wir

n

/ Y = ZCZ(SL’Z — xi_l).
Z i=1
1. Fall: Jeder Teilpunkt von Z = (x;)o<i<n ist Teilpunkt von Z" = (y;)o<j<m-
Dann gilt z; = yi,,2 =0,...,n und

Ti1 = Yk; 4 < Yk _1+1 <...< Yk; = Ty, dj = G, ki—l < ] S ki) 1 S { S n.
Daraus folgt

m n k; n

/,‘Pzzd —Yj-1) Z Z ci(Y; — vj-1) ch Ti— 1) /ng,

j=1 i=1 j=k;_1+1 =1

2. Fall: Seien Z und Z’ beliebig.
Ist Z* die Zerlegung von [a, b], die genau aus den Teilpunkten von Z und Z’ besteht, so

folgt aus dem 1. Fall
w = / Y= / ®.
/Z = .

Das fiithrt uns auf die

(1.4) Definition. Seien a,b € R, a < b, ¢ € T'[a,b] mit einer Zerlegung (z;)o<i<n.
so dass @ (@) = Cb 1 < i < n. Dann ist das RIEMANN-Integral von ¢ iiber [a,b]

erklart durch , , .
/ o(x) dx = / Y= Zcz(:ﬁZ — ;1)
a a i=1

Nach (1.3) ist die Definition unabhéngig von der Wahl der Zerlegung,.

(1.5) Definition. Seien a,b € R, a < bund f : [a,0] — R, g : [a,b] — R beliebige
Funktionen. Man definiert f < g(bzw. g > f) genau dann, wenn f(z) < g(x) fiir alle
x € [a,b].

Man beachte, dass im Allgemeinen weder f < g noch g < f gilt. Die folgende Aussage
besagt, dass das RIEMANN-Integral ein monotones lineares Funktional auf 7[a, b] ist.

(1. 6) Lemma. Seien a,b € R, a < b, gp,weT[a,b],)\eR. Dann gilt
a) [P )dx—f z)dz + [P(x)

b)f )\gp dx:)\f

(')Aueg0<@/)folgtf d:v<f¢
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Beweis. Nach (1.3) kann man ¢ und ¢ beziiglich derselben Zerlegung von |a, b] defi-
nieren:

a=20<...<xp=0b, ¢

= G, w

(zi1,@i) di, l1<i<n.

(zi—1,77)

a) Aus der Definition folgt

n n n

b
/ oz)+¢v(x)de = Z(c, +d;)(x; —xiq) = Z ci(xy —mi_g) + Z di(x; — x;_1)

i=1 i=1 i=1
b b
= / o(x) dx +/ () de.
b) Man hat
b n n b
/ Ao(x) de = Z Aei(x; —xiq) = )\Zci(xi — i) = )\/ o(z) dz.
a i=1 i=1 a

¢) Aus p <) folgt ¢; < d; fiir 1 <i <n. Wegen z; — z;_1 > 0 ergibt sich

/abSO(x) dv = Xn:ci(:ri —2i_1) < gdi(gji ) = /abw(x) .

1=1

Man beachte das folgende Beispiel

1, =0,

0:[0,1]] =R, o=0; ¢ :[0,1] =R, w(x):{o B~

Dann gilt ¢ <1, ¢ # ¢ und fol o(z)de = fol Y(x)dr =0-1=0.

Treppenfunktionen haben wir bereits friiher kennen gelernt, z. B. die Signum-Funktion
und die Grofte-Ganze-Funktion (vgl. 1(3.2)) eingeschriankt auf ein Intervall [a, b].

(1.7) Definition. Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R beschrinkt. Dann sind das
Oberintegral und das Unterintegral von f tber [a,b] definiert durch

b

fwie = wt{ [ v dn v et 1<u)

a

/C:f(x)dx = sup{/abgp(a:)dx; ¢ € Tla,b], SOSf}.

Weil f nach Voraussetzung beschrinkt ist, existieren (z. B. konstante) Treppenfunktio-
nen ¢, ¥ € Tla,b] mit ¢ < f < 1), so dass die Mengen, iiber die das Infimum bzw.
Supremum gebildet wird, nicht leer sind. Dass der Wert des Infimums und des Supre-
mums tatsdchlich endlich ist, wird in (1.9) a) gezeigt. Als Warnung sei vermerkt, dass
es im Allgemeinen keine Treppenfunktion gibt, die obiges Infimum bzw. Supremum
realisiert.
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(1.8) Beispiele. a) Fiir jedes ¢ € T[a,b] gilt

/C: o(r)dr = /ab* o(z) dr = /ab () da.
]

b) Sei D die DIRICHLETsche Sprungfunktion auf [0, 1

1, fallsz € Q,

D:[0,1] - R, z~
0, fallsz ¢ Q.

Seien ¢, 1 € T'[0,1] mit ¢ < D < ). Sei (2;)o<i<n €ine Zerlegung von [0, 1] und gilt

2 = <D <d;=1

(Ti—1,2) (zi—1,77) (zi—1,7)’

so folgt ¢; < 0 und d; > 1, da jedes nicht-leere offene Intervall sowohl rationale (vgl.
1(2.24)) als auch irrationale Punkte (vgl. I1(3.17)) enthélt. Also hat man

/Olgo(x)d:cgo, /Olw(x)da:ZL

Mit den konstanten Funktionen ¢ =0 und ¢ = 1 folgt
1 1x

D(z)dr =0, D(z)dr = 1.

0% 0

Eine erste Aussage fiir Ober- und Unterintegral beinhaltet das folgende

(1.9) Lemma. Seien a,b € R, a <b.
a) Ist f :[a,b] — R eine Funktion und sind m, M € R mit

m < f(z) <M fir allex € [a,b],

so gilt
bx

m(b—a)ﬁ/ f(z)dx < f(z)dx < M(b— a).

a

b) Sind f,q : [a,b] — R beschrinkt, so folgt

b bx
(@) +g(@)de < )i / oz

ij(x)+g(x)dx > /af dx—i—/bg

c) Ist [ :[a,b] — R beschrankt, so gilt fir alle o, B € R, « >0, 3 < 0:

/ab*af(l’)dzv = «a ab*f() /af( )Ydr = « ajf(x)dx
" i) de = ﬁ/:f(;p /ﬁf =5 [ " o) do

a
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Beweis. a) Betrachtet man konstante Treppenfunktionen, so folgt aus m < f < M mit
(1.6) ¢) bereits

m(b—a):/bmdxg/bf(x)dzv, b*f(:v)d:)sg/bde:M(b—a).

Fiir alle p, ¢ € T'a,b] mit p < f <1 gilt nach (1.6) und (1.7)

/ o) de < / () de,
b

jf(x)d:z = sup{/a o(x)dx; ¢ € Tla,bl, gpﬁf} §/abw(x)da:,

/:f(a:)dx < inf{/abw(x)dx; Y € Tla, b, fg@z)}:/:*f(x)dx

b) Sei € > 0. Dann existieren ¢, € T[a, b] mit

b b
f <o, / (x)dr < (x)dx + %,

a

2
ab bx c
g <, / U(x)dr < / g(x)dx + 3

nach Definition des Infimums. Es folgt f 4+ g < ¢ 4 ¢ und mit (1.6)

bx

f(2) + g@)dz < / o(z) + P(z) de

a

:/abgo(x)da:+/ab¢(a7)d9: < " (x)d:v+/ab*g(:v)d:)s+s.

Da diese Ungleichungen fiir alle € > 0 gelten, schliefst man
bx b* bx
fz)+g(x)de < f(z)dz + / g(x)dx.

a a

Die zweite Behauptung folgt analog oder aus

/:f(x) i = —/ab*—f(x) da.

¢) Fiir A = 0 ist die Behauptung klar. Ist A > 0, so gilt ¢ < f genau dann, wenn
Ap < Af. Jetzt folgt die Behauptung aus

ksup M, fallsk >0,

;meM}p=
sup{xm; m } {KinfM, falls k <0,

fiir beschrinktes M C R, M # (), und x € R. 0
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Das fiihrt uns auf die wichtige

(1.10) Definition. Seien a,b € R, a < b. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst
RIEMANN-integrierbar oder einfach nur integrierbar, wenn sie beschriankt ist und

f;* f(z)de = f:* f(x) dzx erfiillt. Dann heift

[ 1war= ["soa= [ rew=[1=[ 1w

das RIEMANN-TIntegral von f iber [a,b]. Man nennt a die Untergrenze und b die Ober-
grenze des Integrals.

Wir erldutern den Begriff zunéichst an Beispielen.

(1.11) Beispiele. a) Nach (1.8) ist jede Treppenfunktion integrierbar. Die in (1.4) und
(1.10) definierten Integrale stimmen iiberein.

b) Die DirICHLETsche Sprungfunktion iiber [0, 1] ist nach (1.8) nicht integrierbar.

¢) Wir betrachten

falls x € R\Q,

0,

10,1 R, 1
f:0,1] — T S fallszeQ o= I?;J’ € Ny, g € N, gekiirzte Bruchdarstellung.
q

Offenbar gilt 0 < f und damit

o< | f(:c)dxg/o F(@) da.

Sei € > 0. Dann ist
1
Mzz{]f; 1§q§—,0§p§q}
q €

endlich und wir erhalten eine Treppenfunktion

Y e 110, 1], w(x):{f(iﬂ), falls z € M,

g, falls z ¢ M.

Aus f < 9 folgt
1x 1
/ f(ff)dl"ﬁ/w(x)dz:s
0 0

fiir jedes € > 0. Demnach ist f integrierbar mit

/Olf(x)d:c:O.
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Es ist ziemlich aufwindig, Integrale mit der Definition (1.10) zu berechnen. Wir wer-
den in §2 Methoden kennen lernen, die die konkrete Berechnung von Integralen fiir
Standardfunktionen ermoglichen.

Ein fiir theoretische Zwecke niitzliches Kriterium beinhaltet der

(1.12) Satz. Seien a,b € R, a < b. Fine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
RIEMANN-integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T'a,b] gibt,
so dass

b
p<fv wd [ 9@ -pde<e

Beweis. ,,=” Nach Definition des Infimums und des Supremums existieren zu jedem
e > 0 nach (1.7) Treppenfunktionen ¢, € T'|a,b] mit ¢ < f <4 und

/abSO(x)d:cZ/ajf(:c)dx—g, /abw(x)d:cg

Da f integrierbar ist, folgt

) f(z)dx + %

a

b

b
f(x)d:c+%—/ f(x)d:c+% =e.

a ax

/ab¢(:c)—<ﬂ(:c) dx = /ab¢(x) dx—/ab<p(x) do <

»<=" Wegen ¢ < f <1 ist f beschriankt. Mit (1.9) ergibt sich

/ ' pla) de < /:f(af)dxé " o) da < / () de,

a

also

0< b*f(:c)dx—/;f(x)dx§/ab¢(x)dx—Lb¢(x)dx:/ab¢(x)—go(x)d:cga.

a

Demnach stimmen Ober- und Unterintegral {iberein. O

Direkt aus dem Beweis folgert man noch das

(1.13) Korollar. Seien a,b € R, a < b, eine Funktion f : [a,b] — R und I € R
gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) f ist RIEMANN-integrierbar mit fab f(z)dx =1.

(i1) Zu jedem e > 0 gibt es Treppenfunktionen @, € Ta,b] mit

b b
e < f <, I—/(p(x)dxga, /w(x)dx—fga

Als Anwendung erhalten wir die Aussage, dass die Abdnderung einer Funktion an endlich
vielen Stellen weder die RIEMANN-Integrierbarkeit noch das Integral verdndert.
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(1.14) Korollar. Seien a,b € R, a < b, f : [a,b] — R eine RIEMANN-integrierbare
Funktion und g : [a,b] — R eine beliebige Funktion, so dass

{z €la,0]; f(z) # g(x)}

endlich ist. Dann ist auch g RIEMANN-integrierbar mit

/abf(:v) dz = /abg(x) dz.

Beweis. Seie >0 und [ = f; f(z)dx. Nach (1.13) gibt es ¢,v € T'[a, b] mit

b b
p<f<v, I—/w(x)d:rﬁa, /¢(x)d$—f§€-

Sei M :={z € [a,b]; f(x)# g(x)}. Da M endlich ist, sind

(g d9@ weM, L J9(z), veM
o {ww,x¢wa v {ww,x¢ﬂa

Treppenfunktionen auf [a, b] mit den Eigenschaften
b b b b
vo<v, [ o= [ vwdn [ vde= [ v

also

b b
I—/ e (x)dr <e, /w*(x)d:c—lge.

Dann ist g nach (1.13) RIEMANN-integrierbar mit f:g(a:) dr = 1. O

Wir kommen nun zu den wichtigsten Beispielklassen integrierbarer Funktionen.

(1.15) Satz. Sind a,b € R, a < b, so ist jede monotone Funktion f : [a,b] — R
integrierbar.

Beweis. Sei f ohne Einschrinkung monoton wachsend. Zu n € N betrachte man die
dquidistante Zerlegung

b—a

(%)ogign, Ti=a+1- ,0< i< n.
Wir definieren ¢, € T'a, b] durch

p(x) = flzim), ¥(@) = fl2) fir 2z <z <, 1<i<n, ob) =v(b) = f(b).
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Da f monoton wachsend ist, gilt ¢ < f <+ und

Y(z) — p(x) de = Z(f(xi) — f@im)) (@i — 221)
b—a [— - b—a b—a
== <Z EOEDS fm_l)) = () — fw0) = (5 0) — F(@)
b—a

Zu £ > 0 wihlt man nun ein n € N mit (f(b) — f(a)) < e. Also ist f nach (1.12)

integrierbar. O

Das néchste zentrale Beispiel wird behandelt in dem

(1.16) Satz. Seien a,b € R, a < b. Dann ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R
integrierbar.

Beweis. Da [a, b] ein kompaktes Intervall ist, ist f nach IV(3.13) gleichméfig stetig auf
[a,b]. Zu e > 0 existiert ein 0 > 0, so dass fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < § gilt

(+) [f(x) = fly)l <&, &=

2(b—a)

- .. b—a : C
Nun wihlen wir ein n € N mit —— < ¢ und betrachten wieder die dquidistante
n
Zerlegung

b—a
n

(%i)o<i<n, Ti=a+1- , 0< 1< n.
Wir definieren ¢, € T'a, b] durch
() = f(z:)—¢', Y(x) = flz)+e" fir z <z <z, 1<i<n, o) =1v(b) = f(b).

Wegen (x) folgt ¢ < f < 1 aus der Wahl von n. Dann erhélt man

/ (x) — p(z)de =2e'(b—a) =e.

Die Behauptung ergibt sich wieder aus (1.12) O

Wir stellen nun einige elementare Eigenschaften des RIEMANN-Integrals zusammen.





