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1. Übung zur Vorlesung Funktionentheorie II
Abgabe am 10.4. um 12 Uhr

Aufgabe 1

Zeigen Sie:

a)
(

π

sin(πz)

)2

= ∑
n∈Z

(z + n)−2 für alle z ∈ C \Z.

b)
e2πiτ

(1− e2πiτ)2 =
∞

∑
r=1

re2πirτ für alle τ ∈ H.

c) ∑
n∈Z

(τ + n)−k =
(−2πi)k

(k− 1)!

∞

∑
r=1

rk−1e2πirτ für alle τ ∈ H, k ∈ N, k > 2.

Hinweis: Verwenden Sie für a) die Partialbruchentwicklung des Cotangens. Verwenden Sie a)
und b) für c).

(3+2+3 Punkte)

Aufgabe 2

a) Zeigen Sie die Gültigkeit folgender Rekursionsformel für die Bernoulli-Zahlen:

Bn =
−1

n + 1

n−1

∑
k=0

(
n + 1

k

)
Bk

für alle n ∈ N.

b) Berechnen Sie
∞

∑
n=1

n−8.

c) Berechnen Sie
∞

∑
n=1

1
4n2 − 1

.

(1+2+2 Punkte)

Bitte wenden!



Aufgabe 3

Zeigen Sie: Für s ∈ C mit Re(s) > 1 gilt

a)
1

ζ(s)
=

∞

∑
n=1

µ(n)n−s,

wobei

µ(n) =


1, falls n = 1,
(−1)k, falls n = p1 · · · · · pk mit verschiedenen Primzahlen p1, . . . , pk,
0, sonst.

b)

−ζ ′(s)
ζ(s)

=
∞

∑
n=2

Λ(n)n−s,

wobei

Λ(n) =

{
ln p, falls n = pk für eine Primzahl p und k ∈ N,
0, sonst.

(2+2 Punkte)

Aufgabe 4

Für τ ∈ H seien

ϑ(τ) =
∞

∑
n=−∞

eπin2τ,

ϑ̃(τ) =
∞

∑
n=−∞

(−1)neπin2τ,

˜̃ϑ(τ) =
∞

∑
n=−∞

eπi(n+1/2)2τ

und f (τ) :=
(

ϑ(τ)ϑ̃(τ)˜̃ϑ(τ)
)8

. Zeigen Sie:

a) f (τ + 1) = f (τ) und f (−1/τ) = τ12 f (τ).

b) ϑ(1− 1/τ) =
√

τ
i
˜̃ϑ(τ).

(4+1 Punkte)


