Beispiel. Fiir jedes K € {R,C} existiert ein K-Hilbertraum V mit einem dichten Unterraum V < V, so dass
V keine Orthonormalbasis fiir V' enthiilt.

Beweis.

(1)

Fiir einen beliebigen Hilbertraum H und einen abgeschlossenen, separablen Teilraum K < H und ein
Orthonormalsystem S C H ist {h € 8| Projg (h) # 0} abzihlbar, wobei Proj, : H — K < H die
Orthogonalprojektion auf K bezeichnet.

Beweis. Da K separabel ist, existiert eine dichte Teilmenge {k,, | n € N} C K. Fiir jedes n € N gilt dann
nach der Besselschen Ungleichung: oo > ||k, || > > nep | (kn, h)|?, das heikt T, := {h € 8 (kn, h) # 0}
ist abzdhlbar. Damit ist auch J,,cyI'» als abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen abzihlbar, so
dass es reicht, {h € 8| Proj (h) # 0} C U, cnT'n zu zeigen. Sei dazu h € 8 mit h ¢ J,,cy ['n. Dann
ist h € K+, denn angenommen, es existiert ein k € K mit (k, h) # 0. Dann existiert eine Folge (n;),cy
mit k,, P k. Damit folgt 0 = (k,,,h) P (k,h) # 0. Widerspruch. Also ist h € K, das heit

Projy (h) = O Damit ist {h € B | Projg (h) # 0} C U, cn I'n bewiesen. O

Sei K := ¢?(N) und By C K eine K-Basis von ¢? (N) (existiert nach dem Zornschen Lemma). Dann ist
Bo iiberabzahlbar.

Beweis. Angenommen, es wire fy = {z,, | n € N} abzéhlbar. Es sei V,, := (x1,...,2,). Dannist V,, < K
als endlich-dimensionaler Unterraum abgeschlossen und da 8y = {z,, | n € N} ein K-Erzeugendensystem
von K ist, gilt K = |J,,cy V- Da K ein vollstdndiger metrischer Raum ist, existiert nach dem Baireschen
Kategoriensatz ein ng € N mit V;? # (), das heiRt, es existiert ein zg € V,, und ein r > 0 mit
B, (z9) C Vy,. Damit ist auch B, (zg) — 2o = B, (0) C V,,, und damit auch B, (0) = nB, (0) C Vj,,
also schlieflich K = J,,cy Bnr (0) C Vi, so dass folgt, dass 2 (N) = K = V,,, endlich-dimensional ist.
Widerspruch. O

Sei H := £% (Bp) x K mit dem iiblichen Skalarprodukt fiir kartesische Produkte von Hilbertriumen. Fiir
v € Bo C K sei

L, o=,

0, e#

ist eine Orthonormalbasis von £2 (8p). Sei

0y : B0 =K, 0 by = {
Dann ist 4, € % () und (64) 50
B={(05.7) 7 € Bo} € 2 (Bo) x K =H
und V' := (3) < H. Dann gilt {h eV ‘ Projioyxx (h) = 0} = {0}.
Beweis. Es muss nur ,,C* gezeigt werden, da Projiy,x (0) = 0 klar ist. Sei also € V' = (B) mit
Projo1xx (h) = 0. Dann gibt es paarweise verschiedene 91, ..., 1, € 8 und gewisse c1, ..., ¢, € K mit

=Y " ¢;ip;. Fiir i € m existiert wegen ¢; € 8 ein v; € By mit ¢; = (d,,,7:)-
Wegen Projioy x (¥:) = (0,7;) folgt

O_PrOJ{O}XK ch' z = < Zcz ’Yz)-
Da die (zpi)iem paarweise verschieden smd, gilt das auch fiir die (;) iem- Da i € Bo, i € m gilt und
Bo C K eine K-Basis von K ist, folgt ¢; =0, i € m, also z = 0. ]
Es ist V nicht separabel.

Beweis. Angenommen, es sei {v, | n € N} C V dicht. Betrachte die Abbildung
d:H =10 (B) x K = 2(B), (z,y) — =
Dann ist @ linear und beschrankt und
(V)2 @ (V)2 ®(B)=2({(d,7) |7 € Bo}) ={d 7€ fo}

ist eine Orthonormalbasis von % (), das heift ® (V) = ¢*(8y). Da (09) 4,
Orthonormalbasis von 2 () ist, ist £2 (By) nicht separabel (denn fiir einen separablen Hilbertraum ist
jede Orthonormalbasis abzéhlbar).
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Es ist aber {® (v,) | n € N} C @ (V) dicht, denn fiir y = ® (v) € ® (V) existiert (da {v, |[n € N} C V
dicht ist) eine Folge (1), mit vy, paendL also @ (vy,,) — O (v) =y, alsoy € {®(v,) | n €N}
—00 —00

Damit folgt aber auch, dass {® (v,) |n € N} D (V) = (% (Bp) gilt, im Widerspruch zur Inseparabilitiit
von £2 (By). Also kann V nicht separabel sein. O

Es existiert keine Orthonormalbasis A C V von V.

Beweis. Angenommen, A C V sei eine Orthonormalbasis von V. Dann folgt nach Schritt 1 (beachte,
dass {0} x K = {0} x ¢?(N) < H abgeschlossen und separabel ist):

{h €A ‘ Projsoyx i (h) # 0} ist abzdhlbar.
Aber nach Schritt 3 folgt (wegen A C V'\ {0}): {h €A ’ Projroyxx (h) # 0} = A, so dass A abzdhlbar

sein muss. Da aber V nach Schritt 4 nicht separabel ist, kann A keine Orthonormalbasis von V sein. O
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