DAS SCHURSCHE LEMMA

BASIEREND AUF: SERGE LANG, REAL AND FUNCTIONAL ANALYSIS

Es sei stets H # {0} ein Hilbertraum tiber K € {R,C} und B (H) := {A : H — H | A linear und beschrankt}.

Theorem 1. Sei X kompakt, K € {R,C} und R := C (X,K) der Ring der stetigen Funktionen auf X (mit
Werten in K) und sei J < R ein (beziiglich ||-||,,) abgeschlossenes Ideal von R. Fir f € R mit

fla)=0YzeZ(J)= ()" ({0})
geJ
folgt dann schon f € J.
Fiir Z (J) =0 folgt insbesondere J = R = C (X, K).

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann ist U := f~1 (B, (0)) C X offen, so dass S := U® C X abgeschlossen, also kompakt
ist. Weiterhin gilt U > f~! ({0}) D Z (J). Fiir jedes

yeS=v°c(Z() =] (67 {o})°

existiert also ein g, € J mit g, (y) # 0. Dann ist y € V,, := g,"* (K'\ {0}) C X offen.
Da S kompakt ist mit S C |J, g Vy, existieren y1,...,y, € S mit S C Ui, V,. Dann ist

9= ‘gy1|2+ +|gyn‘ Gyr "Gy T T Gy, Gy, €,
da J ein Ideal von R ist; es ist ¢ > 0 und fir y € S ist y € V, = g, (K\ {0}) fiir ein i € n, also g(y) >

|9y: (y )\ > 0. Da S kompakt und g stetig ist, folgt a := minyecg g (y) > 0.
Dann ist 1+ng € R = C(X,K) und damit h,, := 7%
Weiterhin ist

~ Ing(@)] g0 ng(x)
|hn, ()] = Ting@] — 1+ng(@) < 1.

Fiir v € U = f~1(B. (0)) gilt deshalb:

[f(2) = (f - hn) @) < [f @)+ [ (2)] - |h (2)] < 2|f ()] < 2.
Fir z € S = U° gilt dagegen

1+ ng(x) —ng(z)| g0 1 9(x)2
—(f-h, = 1= h, < . - U<
@)= o) @] = I @1 = B (0] < ]| =55 e e < e
Damit folgt insgesamt:
/1]
_f. < u
1 = 7 ol < max {22, e 4o
Fiir n grof genug ist also || f — f - hy||, < 3e. Da e > 0 beliebig war, folgt wegen f - h, € J schon f € J = J,
da J abgeschlossen beziiglich ||-||,, ist. O

Lemma 2. Sei ) £S5 C B(H) und Cs:={A € B(H)|VB € S: AB = BA}. Dann ist Cs eine abgeschlossene
Unteralgebra von B (H).
Wenn fiir A, B € B(H) also AB = BA gilt, folgt schon TB = BT fir alle T € R[A].
Weiterhin ist {A € B(H) | A selbstadjungiert} < B(H) ein abgeschlossener R-Vektorraum.
Beweis.
(1) Abgeschlossenheit: Sei (Ay),cy € C§ mit A, — A € B(H). Fir beliebige B € S gilt dann:
AB = lim,,_,o A,B = lim,,_,o, BA, = BA, also 1st auch A€ Cs.
(2) Additivitit: Seien A, A € Cs. Dann gilt fiir B € S: (A n A) B=AB+AB=BA+BA=B (A n 21),
das heifit, es ist auch A + A € Cs.
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(3) Multiplikativitét: Seien A, A € C's. Dann gilt fiir beliebige B € S:
(AA) B=A (AB) — A (BA) — (AB)A = (BA)A=8 (AA) ,
das heifit, es ist auch AA € Cg.
(4) Homogenitét: Sei A € Cg und ¢ € C. Dann folgt fiir B € S: (cA) B = ¢(AB) = ¢(BA) = B(cA), das

heifst, es ist auch cA € Cg.
(5) Zusatz: Nach Voraussetzung folgt idy, A € Cypy. Da C{py eine Algebra ist, folgt dann R [A] C Cypy

und da Cypy abgeschlossen ist auch R [A] C Cyp;, also TB = BT fiir alle T' € R [A].
(6) Sei(An),cn € (B (#))" eine Folge selbstadjungierter Operatoren mit A, — A € B(H). Fiir 2,y € H
X n—00
beliebig folgt dann:

(Az,y) = lim (A,z,y) = lim (z, A,y) = (z, Ay),
n—oo n—oo
so dass A* = A folgt. Weiterhin gilt fiir A, B € B (H) selbstadjungiert und ¢ € R fiir alle z,y € H:

((cA+ B)x,y) = c(Azx,y) + (Bx,y) = c(, Ay) + (x, By) = (2, (cA+ B)y),

so dass (cA + B)" = cA+ B folgt, so dass gezeigt ist, dass die Menge der selbstadjungierten Operatoren
einen R-Vektorraum bildet.

O

Lemma 3. (1) SeiH # {0} ein komplexer Hilbertraum und A : H — H linear. Sei C > 0, so dass fir alle
z € H gilt: |(Az,z)| < C||z||>. Dann folgt |(Az,y)| + |(x, Ay)| < 2C ||z| Iy fiir alle z,y € H. Falls A
selbstadjungiert ist, folgt damit:

2[{Az,y)| = [(Az,y)| + [(Az, y)| = [(Az, )| + [z, Ay)| < 2C ||z]| [ly],

also insbesondere ||Az|? = |(Ax, Az)| < C ||z|| | Az|| fir alle z € H, das heift 4] <C.
(2) Sei H # {0} ein reeller Hilbertraum und A : H — H linear und selbstadjungiert. Sei C > 0 mit
|(Az, x)| < C|jz||” fir alle z € H. Dann folgt |Al| , < C.

Beweis.

(1) Nach Voraussetzung gilt:

2C (Jl2ll* + Ily))

Clz+y,z+y)+(z—y,z—y))

C (o +yl* + 2 - yI*)

> Al+y),z+y)l+ (A —y),z—y)]
= [(A@+y),z+y|+[-(Ax-y),z—-y)]
> [A@+y),z+y) —(A(x—y),z—y)l

|(Az, z) + (Az,y) + (Ay, x) + (Ay,y) — (Az,2) + (Az,y) + (Ay,z) — (Ay,y)|
= |2(Ax,y) +2(Ay, x)| = 2[(Az,y) + (Ay, )|,

also [(Azx,y) + (Ay,z)| < C (HJI:H2 + ||y||2) fir alle z,y € H.

Seien nun z,y € H beliebig. Dann ist (Az,y) = |(Az,y)|-€** und (Ay,z) = |(Ay, x)|-e’ fiir geeignete
a, B € R. Definiere 0 := # Dann folgt, wenn man obige Abschitzung fiir § = y - ¥ statt y anwendet:

C (2l +1lyl?) = (ol + [leyl") = |(Aw,ey) + (A (e7y) )|
= |7 (Az,y) + € (Ay, )|
0= | Az, )] + ¢ Ay, |

v

jotb jBta
e |(Aw,y)| + ¢ |(Ay, ) |
{4z, 1] + (Ag, )| = [{Az,9)| +|(Ay, )]
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(2) Es gilt fir z,y € H (beachte, dass (Ay,z) = (y, Ax) = (Ax,y) ist, da A selbstadjungiert ist und das
Skalarprodukt im reellen Fall symmetrisch ist):
(A+y),z+y —(Alx—-y),z -y
= (Az,z) + (Az,y) + (Ay, z) + (Ay,y) — (Az, ) + (Az,y) + (Ay, z) — (Ay,y)
= (Az,y) + (Ay,z) + (Az,y) + (Ay, z)

= 4.-(Ax,y).
Damit folgt fur ||z, ||y]| < 1:
1
[{Az. )] = 7 (A +y),z+y) —(Alz—y.z-y))
1
< 7 Al +y) .z +y)+ (A —y),z—y))
c 2 2
< = - )
< = (le+yl?+lz—yl?)
Nun gilt aber:
lz+yl* + e —yl* = @+yz+y)+@—yc—y)

= (7)) +2(@) + Y,y + (z,7) = 2(z,y) + {y,9)
= 2|z|” +21lyll* < 4,
also
[(Az,y)| < C.
Damit gibt es fiir € H mit ||z] < 1 zwei Félle: Fiir Az = 0 ist trivialerweise ||Az| < C. Fiir Az # 0

T

folgt mit y := TAT
Izl = {0, 550} = KAzl < ©
|| = Z, = SY) | S .
|| Az|]
Also folgt in jedem Fall die Behauptung.
(Il

Definition 4. Fir A € B (H) selbstadjungiert heifit A positiv (geschrieben A > 0 oder 0 < A), falls (Ax,x) > 0
fiir alle x € H gilt. Fiir A, B € B (H) selbstadjungiert schreiben wir A > B (bzw. B < A), falls A — B > 0 gilt.

Bemerkung. Beachte, dass fiir selbstadjungierte A € B (H) stets gilt: (Azx,z) = (z, Az) = (Ax,x), das heifit
(Az,z) € R.

Lemma 5. Die Relation < definiert eine Ordnung auf der Menge der linearen, beschrinkten, selbstadjungierten
Operatoren auf H, das heifst, es gilt fir alle selbstadjungierten, A, B,C, A1, As, B1,Bs € B(H):

A<B<(C = A<C

A<B<A = A=B
A1 >BiNA> By = A +Ay> B+ By
c>0,A>B = cA>cB
A>A

Weiterhin gilt — || Al| ., - idy < A < ||Al| - idy und fiir C >0 mit —C - idy < A < C - idy folgt || Al < C.
Beweis.
(1) Sei A < B < (. Dann folgt fiir x € H:
(C=A)z,x) =(((C=B)+ (B—-A)z,z)=((C - B)z,z) + (B - A)z,z) >0,

also C' > A.
(2) Sei A < B < A. Dann folgt fiir alle x € H:

0< ((B—A)a,x) = —{(A- B)a,2) <0,

also ((A — B) z,z) = 0 fiir alle z € H. Nach Lemma 3| folgt (da A— B selbstadjungiert ist) |4 — B|| = 0,
also A = B.
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(3) Sei A; > By und Ay > Bs. Dann folgt fiir alle z € H:
(A1 + A2) = (B1 + B2)) w,z) = (A1 — B1) z,2) + (A2 — Ba) z,z) > 0,

also A1 + A2 2 B1 + Bg.

(4) Sei ¢ > 0 und A > B. Dann gilt fiir alle € H:
((cA—¢B)z,x) =c{(A— B)z,z) >0,

also cA > ¢B.
(5) Fiir alle z € H gilt: ((A— A)z,2) =02>0, also A > A.
(6) Fiir x € H gilt:

(A= (Al -idp)) z) = (Az,2) + | All, - (2,2) > = (Az,2)] + [|A]L - ]|
CSu ) ) )
> —[lAz] - [l + [[All - 2™ = = Al - 2] + [[All - =[] = 0,
(Al -idp = A)z,2) = Al - (@,2) = (Az,2) > | Al |l2]* = (A2, 2)|
CSu ) ) )
> Al - 2l = Az - =]l > [ All - 2] = 1Al - 2] = 0,

also — [ All. -idy < A < [[A] . -ida.
(7) Aus —C -idy < A < C - idy folgt fiir © € H beliebig:

—C - |a|* = (=C-idy) (z) ,2) < (Aw,) < ((C -idy) (2) ,2) = C - ||,
das heit |(Az, z)| < C - ||=|]* fiir alle 2 € H, so das nach Lemmaschon |A]l . < C folgt.

Lemma 6. Fiir jedes n € N und alle (ao:),c,, ,(a1,i);c,, € R" fir einen Ring R gilt:

H (o +a14) = Z Haai,io
i=1

oe{0,1}" i=1
Beweis. Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach n € N.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt: [[)_, (a0 + a1:) = a1 + a11 = > oefo,1}! | S
Induktionsschritt (n — n + 1): Es gilt:

n+1 n
1T (a0 +ar) = (H (a0, + a1,i)) (@ont1 + a1n41)
i=1 i=1
I;/ Z H Qe i aO n+1 + aj n+1)
0€{0,1}" i=1
R
oe{0,1}" = ce{0,1}™ =
n+1 n+1
= Z H Aoy i+ Z H Qg i
0e{0,1}"x{0} i=1 oce{0,1}*x {1} i=1

o n+1
{0,131 =({0,1}" x{0})U({0,1}" x{1}) Z H
= Aoy

oec{o,1}ntt i=1
(Il

Lemma 7. Seien o, € R mit « < 8 und p € Rx] eine Polynomfunktion mit p(t) > 0 fir alle t € [a, ().
Dann ezistieren I, m,n € No und Polynome (F;);c;+ (Qi)icpm » (Ri)ie,, € R[2] und ein c € Ry mit:

SR+ Y (- ) (@ (1) + 3 (5 0) (R (1)

=1

() (x%) (xkx)
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fiir alle t € R.

Beweis.
(1) Falls deg (p) € {—00,0} ist, ist p = ¢ fiir ein ¢ € R. Damit folgt die Behauptung mit l =1, m=n =20
und Py =1 und c € Ry, da ¢ =p(a) > 0 gilt.
(2) Sei k := deg(p) > 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert eine Nullstellenmenge A, C C und
eine Vielfachheiten-Abbildung m, : A, — N, sowie ein fiihrender Koeffizient ¢, € R mit

p) = [T 1=,
RASTAVS
Sei N, := A, NR und M, := {y € A, | Im(y) > 0}, sowie M, := {y € A, | Im (y) < 0}.
(3) Es gilt M, = M, und fiir v € M, gilt m, (y) = m, (7).

Beweis. ,,C*: Sei v € M,. Dann ist Im () = —Im (y) < 0 und (beachte, dass konjugieren ein Koérper-
automorphismus von C ist und dass p das Polynom p mit konjugierten Koeffizienten bezeichnet, also
wegen p € R[z] schon p=p gilt): p(7) =0 (F) = p(y) = 0= 0, das heilit 7 € Mp.

,D% Sei v € M,. Dann ist Im () = —Im (y) > 0 und wie oben folgt p(5) = 0, das heift, es ist
5 € M, und damit v =75 € M,

Nun noch der Beweis von m,, () = m,, (7) mittels vollstdndiger Induktion nach deg (p) € N.
Induktionsanfang (deg (p) = 1): Fiir deg (p) = 1 ist die Behauptung klar, denn dann ist p = ax + b mit
a,b € R, a #0, das heilt A, = {—g} C R, also M, = 0, so dass die Aussage trivialerweise erfiillt ist.
Induktionsschritt (deg (p) — deg (p) +1): Es gelte nun die Behauptung fiir alle p € R [z] mit deg (p) < n
fir ein n € N. Sei dann p € R [z] mit deg (p) = n + 1. Falls M, = 0 ist, ist die Aussage wieder trivial.
Sei also M), # () und v € M,, beliebig. Wie oben gesehen ist dann 7 auch eine Nullstelle von p. Damit

gilt
p) = |e | T =8P ) =™ =) (=) (- 7)
ﬁeAp\{’YvW}
=:p(t)
= () (= 2Re () t+ 1),
so dass j (t) € C [t] ist mit p (t) = el e Rfiirt ¢ {7,7}. Esist aber j (t) = Y. 08®) 2204

(2—2Re(y)t+1v1?)

Wegen 7 () € R fiir t ¢ {,7} folgt dann aber schon ¥ (0) € R fiir alle i = 0,...,deg (p), das heift

p(t) € R[t], so dass nach Induktionsvoraussetzung schon m, (v) —1 = m; (y) = mz (7) = mp, (7) — 1
folgt.

O

(4) Also hat p wegen
(t =) (t=7) = = 2Re(7)t+ " = (t = Re(7))* + |1* = (Re (7))* = (t = Re (7))” + (Im (7))

die Form

2

p) = e [ ¢=n™" I (- -7

YENp YEM,
m mp ()
= ¢ JT 60" I [t =Re()* + (m ()’
YEN, yeEM,

(5) Fiir v € Np N («, B) ist m (7y) gerade, denn ansonsten wire p (t) = (¢t — 3™y (t) mit r € Rz] und
r(v) # 0. Dann gibt es zwei Félle:
(a) Fiir 7 () > 0 wére (aus Stetigkeitsgriinden) auch r (v — &) > 0 fiir alle € € (0,¢¢) fiir ein €9 > 0.
Fiir 0 < & < min {ep,y — a} wire dann aber schon v — ¢ € (a, ), also (wegen p|(,5 > 0):

0<p(y—e)=((v—¢) —N"" r(y—e) <0.
<0 >0

Widerspruch.
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(b) Fiir r () < 0 wére (aus Stetigkeitsgriinden) auch r (y+¢) > 0 fiir alle € € (0,&0) fiir ein g9 > 0.
Fiir 0 < ¢ < min {¢, § — v} wire dann aber schon v + ¢ € (a, ), also (wegen p|[o g > 0):

0<p(y+e)=((y+e) —N™" r(y+e) <o.

>0 <0
Widerspruch.
(6) Es folgt (mit 7, := Re(y) und 7; := Im (v)):
et [=52]\
mp (1) ) ) mp(y , ,
p@) =er | TT =50 T (0200 + (0?) T ¢ II (- +or?).
YEN, yEM, YEN, YyEM,
mp(y)=21 mp(y)=21
=:(Q())*,Q(t)ER[]
(7) Nach Schritt 5 gilt
I ¢-» = I ¢-» JI «¢-»
YEN, YENp, ¥ YENp,¥28
my(y)=21 mp(v)=21 mp(y)=21
2
= II [t-o+Ve—] II v [6-0+VG-5]
YENp,Y<a YENp,v2p
mp(y)=21 mp(y)=21

Damit folgt, dass p insgesamt von der Form

n q

m
p) =@ - T[lt—a)+a?] - T[[(B—1)+2]- H[t—ck +dz}
=1 7j=1 k=1
fiir geeignete n,m,q € No und ¢ € R, Q () € R [t], sowie a;,b;, cx,dy, € R fiir i € n,j € m und k € g ist.
Beachte, dass wegen o < 3, p # 0 und pl[,,5 nach dem Identititssatz ein x¢ € (a, ) mit p(¢) > 0
existiert. Damit folgt

n m q
0<é-(Q () H (z0 — @) +af H - IUO +52 ‘ H (w0 — cx)” +dj. | ,
—_——— [N — - " N——
>0 =1 >0 =1 [T k=1 >0

so dass ¢ > 0 folgt.
(8) Sei nun

woi=t—a und ;= af fiir 7 € n,
Yo :=pF—t und Py ;:= b? fir j € m,
Mok = (t—cr)® und mp:=di firke q.

Beachte, dass ausschliefslich g ; und v ; keine(!) quadratischen Polynome sind.
Dann folgt (in dem man mittels Lemma |§| distributiv ausmultipliziert):

~ 2
p(t)=eé- > Q)" Por1 - Powmn Uyt om0 o0 -

(0,7,0)€{0,1}" x{0,1}"™ x{0,1}¢

=Lo,~,8

Nun gibt es fiir alle (o,7,6) € {0,1}" x {0,1}" x {0,1}7 vier Félle:

(a) o; = 0 fiir gerade viele ¢ € n und 3; = 0 fiir gerade viele j € m. Dann ist P, s ein quadratisches
Polynom, also ist dieser Summand vom Typ (%) in der Behauptung.

(b) o; = 0 fiir gerade viele ¢ € n und ¢; = 0 fiir ungerade viele j € m. Dann ist P, s von der Form
(B—1t)- (S (t))? fiir ein geeignetes S € R [z], das heit, dieser Summand ist vom Typ (x x %) in der
Behauptung.

(c) o; = 0 fiir ungerade viele ¢ € n und v; = 0 fiir gerade viele j € m. Dann ist P, s von der Form
(t—a) - (S () fiir ein geeignetes S € R [z], das heift, dieser Summand ist vom Typ (+*) in der
Behauptung.
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(d) o; = 0 fiir ungerade viele ¢ € n und ¢; = 0 fiir ungerade viele j € m. Dann ist P, ., 5 von der Form

(S () (t—a)-(B—1)
fiir ein geeignetes S € R [z]. Nun gilt:

das heift, es ist (S(t))2~(tfa)~(6ft):(Bft)-(\/SB(tT)a~(tfa)>2+(tfa)~<\/sﬂ(tf)a-(ﬂft)>2,

also eine Summe vom Typ (xx) und vom Typ (% * *).
Insgesamt ist damit gezeigt, dass p(t) als ¢-Vielfaches einer Summe von Summanden der Typen
(%), (%) und (% * x) geschrieben werden kann, so dass die Behauptung folgt.

O

Lemma 8. Secien A € B(H) selbstadjungiert und o, 8 € R, o < 3, mit v - idyy < A < 8- idy. Dann gilt:
(1) Seip € R[z] mit p(t) >0 fir alle t € [, B]. Dann ist p (A) ein positiver Operator.

(2) Seien p,q € R[z] mit p(t) < q(¢) fir allet € [, B]. Dann ist p(A) < q(A).

(3) Es gilt |[p (A < 1PNl Lo (fa,57) -

(4) Weil R[z] C C ([, 8] ,R) nach dem Satz von Stone-Weierstrafy dicht ist, besitzt der nach Schritt 3 be-
schrinkte Operator (R [x], ||'||L°°([a,/3])> — R[A],p— p(A) eine eindeutige, lineare stetige Fortsetzung,

bezeichnet mit C ([« 5], R) = R[A], f — f (A). Diese ist ein Algebrenhomomorphismus.
Nach Lemmal[3 ist die Menge der selbstadjungierten Operatoren ein abgeschlossener R-Teilraum von

B (H), so dass insbesondere folgt, dass R[A] eine Menge selbstadjungierter Operatoren ist.
(5) Fiir f € C (la, 8], R) mit f >0 folgt f (A) > 0.

Beweis.

(1) Nach Lemma [7| gilt p(t) = c- [Z§=1 (Pr()?+ 30 (t—a) (Qi (1)) + X1, (B—1t) (R (t))z] fiir ein
¢ > 0, geeignete I, m,n € Ny und Polynome (F;);;, (Qi);cp, » (Ri)ie,, € R[z]. Damit folgt fiir x € H
beliebig, da mit A auch S (A) fiir alle S € R [z] selbstadjungiert ist:

(p(4) (), )

[ m n

= c|D _((Pi(A)oP(A)z,z)+ > ((Qi(A)o(A—aidy) o Q; (A)z,x) + > ((Ri(A) o (Bidy — A) o R; (A)) z, )

i=1 i=1 i=1

l m

= D (P(A)z, Pi(A)a)+ > ((A—aidy) [Qi (A)a], Qi (A)x) + > ((Bidy — A)[R; (A) 2], R; (A)x) | > 0.

i=1 i=1 . i=1 ;
L 20 >0, da A>a-idy >0, da g-idy>A

(2) Esgilt (¢ —p) (¢) > 0 fiir alle ¢ € [, 5], also nach Teil 1 schon ¢ (4) —p (4) = (¢ — p) (A) > 0, das heift
q(A) = p(A).

(3) Esist —[Ipllpoe (a5 < P () < [Pl poc((a,g)) fiir alle ¢ € [a, f]. Damit folgt nach Teil 2 die Ungleichung
=Pl oo (1) 1dm < P(A) < [Pl oo (0,7 idn, SO dass nach Lemmaschon P (Do < 1Pl oo (0 1)

folgt.
(4) Fiir f,9 € C (o, 8], R) und (e > (9n)nere € R " mit [1f = Full o ooy 19— 90l o gy —— 0
gilt auch

”fg - fngnHLm([aﬁ]) ||fg - fng”LOO([a,ﬂ]) + ||fng - fngn”LOO([a,b})

<
< \If- anLOO([aﬁ]) ’ ||9||Loo([a,/3]) + ||fn||Loc([a,/3]) g — gnHLOO([aﬁ]) —0,

n— oo

so dass folgt: (fg) (4) = lim, oo (fugn) (A) = lim, oo fr (A) 0 gn (A) = f(A4) o g(A), das heifit,
f— f(A) ist ein Algebrenhomomorphismus.

|
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(5) Angenommen, es ist nicht f (A) > 0. Dann existiert ein x € H mit (f (A) z,z) < 0. Nach dem Satz von
Stone-Weierstrass existiert eine Folge (pn), oy € (R [2)™ mit || f — pnl| L= (o)) o 0. Definiere dann
P = Pn + |f = Pnllpoo (g Flir @ € [o, A] gilt dann:

o (@) = (@) 1f = Pull e qasy = £ (@) + n (@) = F @)+ 1F = Pull e o)
> F (@)= [pn @) = F @)+ 1 = pall e asy = £ @) = 1 = Pall sy + 1 = Pall e s
= fz)=0
und

1 = Bl e oy < 1F = allzoe oy + I = Pall e assp | 211 — Pall po (o) —— O-

n— oo

L=(af))
Also folgt || f (A) — pn (A)|| —— 0. Wegen p,|[o,5 > 0 folgt damit:
n— 00

0> (f(A)z,z) = lim (p, (A)z,z) >0,
n—oo
Widerspruch. Also ist f(4) >0
(I
Lemma 9. Sei A € B(H) selbstadjungiert mit A > 0. Dann existiert ein B € R[A] mit B> = A. Fiir
A,C € B(H) selbstadjungiert mit A > 0 und C' > 0 und AC = CA ist auch AC > 0.
Beweis.

(1) Wegen A > 0ist 0-idy < A < [|A|-idy < (J|All + 1) -idy;, so dass Lemma [§mit o := 0 < [|A||+1 =: 8
anwendbar ist. Dann ist f : [, 8] = R,z — /x stetig. Da g — g (A4) ein Algebrenhomomorphismus ist,
folgt fiir B := f (A) EMSChonAz(m»—)m)(A):(f-f)(A):f A)-f(A)=B-B= B2

(2) Sei A= B? fiir ein B € R [A] (existiert nach Schritt 1). Nach Lemma [2| gilt BC = C'B. Damit folgt fiir
x € H beliebig:

(ACz,z) = (BBCx,z) = (BCx,Bx) = (C (Bx),Bzx) > 0,
da C > 0 gilt. Also ist auch AC' > 0.
(]

Definition 10. Sei A € B (H) selbstadjungiert und seien «, 8 € R mit o < § und « -idyy < A < f-idg. Dann
ist J:={f e C(e,B8],R)]| f(A) =0} <C (o, f],R) ein abgeschlossenes Ideal von C ([a, 5], R), da f — f (A)
ein stetiger Algebrenhomomorphismus ist. Wir definieren dann das Spektrum von A als

o (4) = {o}.
feJ
Beachte, dass o (A) C [«, 8] abgeschlossen, also kompakt ist. Es wird sich spéter zeigen, dass das Spektrum von
A unabhéngig von der Wahl von «a, 8 € R ist.

Theorem 11. (Spektralsatz)
Sei A € B(H) selbstadjungiert und seien a, 8 € R mit o < 8 und « - idyy < A < 8- idy. Definiere dann
I':C(c(A),R) > R[A], f > f(A) = f(A) firein f € C ([, f],R) mit flay=f.
Dann ist T wohldefiniert und ein Algebrenisomorphismus, das heifit ein bijektiver Algebrenhomomorphismus mit
ICCA = 1 llyay Fir | Fllyay = SUDseoay | @)1

Weiterhin gilt fir f € C (o (A),R) genau dann f >0, wenn f(A) >0 gilt.
Insbesondere gilt o (A) # 0.

Beweis.

(1) Angenommen, es wire o (A) = (. Nach Satz [1] folgt dann schon J = C(|«, 8]), insbesondere ist also
(x+— 1) € J, das heiflt 0 = (z — 1) (A) = idy. Widerspruch, da H # {0} ist.
(2) Wohldefiniertheit und Beschréanktheit: Zu f € C (o (A),R) existiert nach dem Fortsetzungssatz von

Tietze ein f € C ([o, B],R) mit fl, (4) = f und HfH () = I fll5(a)-

HfHL ) = || flly(a), also die Beschrénktheit von I', wenn
([
die Wohldefiniertheit gezeigt ist. Seien also f,f € C (o, 8], R) mit f|U(A) =f = f\g(A). Dann gilt

Damit folgt [|f (A H Fa
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(f— f) (z) = 0 fiir alle z € Z (J), so dass nach Satzschon F-fed={geC(ap])|g(A) =0}

folgt, das heikt f(A) = (f - f) (A) + f (A) = f (A), womit die Wohldefiniertheit von I' gezeigt ist.
(3) Zeige fiir f € C(0(A),R), dass f > 0 genau dann gilt, wenn f (A4) > 0 ist. }
Fiir f > 0 existiert nach dem Fortsetzungssatz von Tietze ein f € C ([, 8], R) mit f|y4) = f.
Dann ist auch f = maX{O,f} € C ([, f] ,R) mit f|U(A) = f und f > 0, so dass nach Lemmai
f(A)=f(A)>0folgt. i
Sei nun f(A) > 0. Sei f € C([o, B],R) mit f|,(4) = f. Angenommen, es ist nicht f > 0. Dann
existiert ein zo € o (A) mit f (zo) = f (zo) < 0. Da f stetig ist, existiert dann ein & > 0 mit f (z) < 0
fir alle © € (zo — &, 20 +€) N [o, B]. Betrachte nun die stetige Funktion

E schon

x < x9—E€,

g RoR,z— (r—z0+e), x0—e=< <10,
' ’ (wo+e—x), zo<T <120 +5,

S oo~ O

xr > x0+ €.

Dann ist g > 0, sowie ( -g) (x) <0 fiir alle z € [a, (], sowie <fg> (z0) = f (z0) < 0 mit zy € o (A).

Nun ist aber f(A ) = f(A) = 0 nach Annahme und g (A) > 0 nach dem bereits Gezeigten und
wegen g > 0. Wegen f (A),g(A) € R[A] kommutieren f (A) und g (A), so dass nach Lemma |§| schon
(4) f

f(A
0< f(A)-gA)=(f- ) A) folgt. Nun ist aber auch —f-g > 0, also—(f g)( )= (—f-g)(A)ZO,
das heifst 0 < ( ) (4) <0, so dass nach Lemmaschon (f g)( ) = 0 folgt. Es ist also f-geld,

womit insbesondere xg € 0 (A4) =, h=t ({0}) C (fg) ({0}) folgt. Es ist aber (fg) (zo) < 0.
Widerspruch. Also ist f > 0.

(4) Sei nun f € C (0 (A),R) und v := || f (4)||. Dann gilt nach Lemma [f| schon —v -idy < f(A4) < 7 - idy,
also (f —v) (4) > 0 und (f + ) (A) > 0, so dass nach Schritt 2 schon f —~ > 0 und f + v > 0 auf
o (A) folgt. Damit ist aber —y < f < v auf 0 (4), also |[f[|,4) <7 = [[f (DI < [[fll5(a), wobei die
letzte Abschétzung nach Schritt 1 folgt.

(5) Nach dem bereits Gezeigten ist T' eine Isometrie. Da weiterhin T' (C (o (A),R)) D T' (R [z]) = R [4] folgt
und das Bild eines vollstdndigen Raumes unter einer Isometrie vollstéindig, also abgeschlossen ist, folgt
I'(C(c(A),R)) D R[A]. Damit ist ' auch bijektiv.

O

Lemma 12. Sei A € B(H) selbstadjungiert. Dann ist
o (A)={z€C|A—z-idy nicht invertierbar} .
Insbesondere hingt das Spektrum von A nicht von der Wahl von o, 5 € R ab.

Beweis. Sei I := {z € C| A — z - idy nicht invertierbar}.

(1) T C R, denn angenommen, es existiert ein z € I \ R. Definiere
g R Rt (t—2)(t—2) =t>—tz —tz4 22 = 12 — 2Re (2) t + |2]°.

Dann gilt g (z) # 0 fiir alle v € 0 (A) C R, so dass h: 0 (A) = R, t — ﬁ wohldefiniert und stetig ist.
Damit folgt:

idy = (0 (A) = R,z = 1) (4) = (g\o(m h)(A)=g(A)oh(A)=h(A)og(A).

Damit folgt aber fir B :=h(A)o (A—7%Z-idy) = (A —Z-idy) o h (A) schon:
Bo(A—z-idy) = (A)O( —Z-idy)o(A—z-idy) =h(A)og(A) =idy,
(A—z-idy)oB = o(A—z-idy) = idy,

so dass (A — z -idy) invertierbar ist, im Widerspruch zu z € I.



DAS SCHURSCHE LEMMA 10

(2) ,I' C o (A)“ Das ist dquivalent zu (Komplement beziiglich R gebildet, denn nach Schritt 1 gilt I' C R):
(0 (A))° C T Seialso £ € R\ o (A). Dann ist f: 0 (A) , xig wohldefiniert und stetig, und es

gilt:

fA)o(A=¢E-idy) = (f-(@a—=E)(A)=(x—1)(A)=idy,
(A= idy)o f(A) = [(A)o(A—¢ idy) =idy,
das heiftt, es ist A — £ - idy invertierbar, also £ € I'°.
(3) ,0(A) CT* Sei £ € 0 (A). Angenommen, es ist £ ¢ T', das heifft A — £idy ist invertierbar mit Inverser
B € B(H). Definiere dann fiir n € N:

v — & > 5

n, |.73— |<

_1
gn :R—= Rz — {'”5“

Dann ist g, stetig mit ||gnl, 4y = [gn (§)] = n. Weiterhin ist

|(x—£)-gn(o:)|:{| — ¢l T g =L -2z

<1

3= 3=

fiir alle 2 € R (insbesondere also fiir alle z € o (A4)), so dass nach Satz [11] folgt:
(A = &ids) - gn (Al = [[((z = 2 = &) - gn) (A < [[(z = 2 = &) - gnll5a) < 1.

Dait exgibt sich aber: [lg, (A)] = 1B (A — &idy) o go (A)]| < |B] - (A~ &idw) o go ()] < B
Nach Satzfolgt aber wieder: || B|| = [lgn (A)[| = l|gnll,(a) = n — o Widerspruch. Also ist £ € T
]

Definition 13. Sei § # S C B(H). Fir V < H sagen wir, dass V invariant unter S ist, falls Tz € V fiir alle
T € S und alle z € V gilt.

Bemerkung. Sei V' < H invariant unter S. Dann ist auch V invariant unter S, denn fiir z € V existiert eine
Folge (zn),cy € VY mit @, —— 2. Damit folgt fiir T € S beliebig:

n—oo

Tz = lim Tz, € V.
n—00 N~
ev

Theorem 14. (Lemma von Schur)

(1) Sei ) # S C B(H), so dass fiir jeden abgeschlossenen Unterraum V < H der invariant unter S ist,
schon V € {{0},H} folgt. Sei A € B(H) selbstadjungiert mit A € Cs. Dann existiert ein ¢ € R mit
A=cl.

(2) Sei A € B(H) selbstadjungiert, A ¢ R - idy. Dann existiert eine Orthogonalprojektion 0 # P # idy, so
dass fir alle T € B(H) mit AT =TA schon TP = PT gilt.

Beweis.
(1)
a) Wir zeigen zuerst, dass o genau ein Element hat. Angenommen, es existieren z,y € o mi
Wir zei t, d A in El t hat. A isti A) mit
2 # y. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei < y (sonst tausche x,y). Definiere
+ +
—t4 I, e,
0 > 2

> ety

und g:J(A)%R,tH{()’ 2 =

f:O’(A)%R,t*—){

Dann sind f, g stetig (und wohldefiniert). Wegen AB = BA fiir B € S folgt nach Lemma [2| schon
TB = BT fiir alle T € R[A] und B € S. Damit folgt, dass V := (f (A)) (H) invariant unter S ist,
denn fiir B € S und z € (f (4)) (H) ist z = (f (A)) (2) fiir ein Z € H, also

B(2) = B((f(A))(2)) = (Bo f(A)) (2) = (f(A) e B) (2) = (f (A4)) (B (2)) € (f (4)) (H) = V.

Also ist nach obiger Bemerkung auch V < H invariant unter S. Falls V = {0} wire, wire auch
(f(A)) (H) =V ={0}, also 0 = f (A) und damit

> 0.

IJEO'(A) I:Z+1Sm x_i'_y y—x
0= 1f Dl =1flyy = If@I™ =" ' :‘ .

Widerspruch. Also ist V' # {0}, so dass nach Voraussetzung schon V = H folgt.
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Es gilt aber fiir z € V = (f (4)) (H), also z = (f (4)) (2) fur ein Z € H:
(9(A)) (2) = (9(A) (f (4) (2)) = (g (A) o £ (A)) (2) = ((g- F) (A)) () = ((t = 0) (4)) (2) =0,
das heifit (g (A)) (V) C {0}. Damit folgt aber schon
(9(4) (H) = (9(4) (V) < (g(A) (V) {0} = {0},
also g (4) = 0 und damit

> 0.

y€o(A) y:m21+y x_|_y y—ux
0=1lg (Al =lgloay = lgwl™ =" jy- =5 5

Widerspruch. Also hat o (A) (maximal) ein Element, nach Satz (11| also genau ein Element.
(b) Es ist nach Schritt (a) schon o (A) = {x} fiir ein 2 € R. Dann gilt (¢ = ) |;4) = (t = t) |5(4) und
damit:

A=(t—1t)(A) =t~ z)(A) =a-idy,
also die Behauptung.

(a) Angenommen, die Behauptung gilt nicht, das heifst, fiir jede Orthogonalprojektion 0 # P # idy
existiert ein 7' € B(H) mit AT = TA, aber TP # PT.

(b) Sei S:={T € B(H)| AT =TA}. Dannist A € S, also S # 0.

(c) Fiir jedes T € S ist auch T* € S, denn AT* = A*T* = (TA)" = (AT)" = T*A* =T*A.

(d) Fiir jeden Unterraum V < H ist mit V auch V< invariant unter S, denn es gilt fiir z € V+,
T € S und alle y € V (wegen T* € S und da V invariant unter S ist, ist auch T*y € V):
(Tz,y) = (v, T*y) =0, also Tox € V*.

(e) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum V' < H mit V' ¢ {{0} ,}, der unter S invariant ist. Sei
néamlich V ein solcher Unterraum und sei P die Orthogonalprojektion auf V. Dann gilt 0 # P # idy.
Also existiert nach Annahme ein T' € B(H) mit AT =TA (also T € S), aber TP # PT.

Wegen TP # PT existiert ein © € H mit T (P (z)) # P (T (x)), so dass folgt:

P(T(z)=P|T i(/x_)/—k(a;—P(a:)) =P|T(P@)+T(zx—P(x)) | =T(P(x)),
ev eve ev %
Widerspruch.

(f) Also folgt fiir jeden abgeschlossenen, unter S invarianten Unterraum V' < H schon V € {{0},H},
so dass nach dem ersten Teil A = ¢ - idy fiir ein ¢ € R folgt. Widerspruch zu A ¢ R -idy. Also
muss die Annahme, dass die Behauptung falsch ist, fallen gelassen werden.

O



