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Aufgabe 1 Essei U C X, x € X, 7T eine Topologie auf X. Zeigen Sie:

(@ U= U. Speziell ist U abgeschlossen genau dann, wenn U = U.
by xcUsVYVecl,:UNV #Q

(c) Ist 7 von einer Metrik d induziert, so gilt: x € U < Vn € N3x, € U mit x =
limy, 0 x5, (bzgl. d).

(d) U liegt dicht in X genau dann, wenn fiiralle @ # V € 7 gilt: UNV # @.

Aufgabe 2 Zeigen Sie:
(a) f stetig < Vx € XVU € Up(,)3V € Uy mit f(V) C U.
(b) f: X—=Y,g:Y — Zstetig = go f: X — Z stetig.

(c) Eine Abbildung f : X — Y ist stetig auf X, genau dann wenn f(A) C f(A) fiir alle
A C X gilt.

(d) Essei f : X — Y eine stetige Surjektion. Ist D C X eine dichte Teilmenge von X, so ist
f(D) dichtin Y.

Aufgabe 3 (a) Beweisen oder widerlegen Sie: Die Produkttopologie zweier topologischer
Réume (X1,77) und (Xp, 7;) besteht aus allen kartesischen Produkten von Mengen
aus 77 und 75.

(b) Es sei R = R! versehen mit der durch die Metrik in Beispiel 0.5 (1) induzierte Topolo-
gie. Zeigen Sie: Die Produkttopologie auf R? = R! x R! stimmt mit der auf R? durch
die Metrik induziert Topologie iiberein.

Aufgabe 4 Es sei X ein normierter reeller Vektorraum, d. h. die Norm definiere die Topo-
logie auf X. Zeigen Sie: Skalarmultiplikation R x X — X, (A, x) — Ax und Vektoraddition
X x X — X, (x,y) — x+y sind stetig, wobei R mit der natiirlichen Topologie und R x X
und X x X mit der entsprechenden Produkttopologie versehen wird.
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