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Aufgabe 20 Es seien G eine topologische Gruppe, die nicht unimodular ist, und ν ein rech-
tes Haarmaß. Zeigen Sie Lp (G, ν) 6= Lp (G) für p < ∞.

Aufgabe 21 Zeigen Sie Satz 4.11 aus der Vorlesung: Eine lokalkompakte, σ-kompakte Grup-
pe G ist kommutativ genau dann, wenn die Gruppenalgebra L1(G) kommutativ ist.

Aufgabe 22 Es sei G eine lokalkompakte, σ-kompakte Gruppe.

(a) Es seien f , g ∈ Cc(G). Zeigen Sie f ∗ g ∈ span{Lxg : x ∈ G}‖·‖u .

(Hinweis: Approximieren Sie f durch geeignete Treppenfunktionen.)

(b) Es sei I ⊂ L1(G) ein abgeschlossener Teilraum. Man nennt I ein Linksideal, wenn
f ∗ g ∈ I für alle f ∈ L1(G) und g ∈ I gilt. Zeigen Sie:

I ist ein Linksideal ⇔ ∀g ∈ I∀x ∈ G : Lxg ∈ I .

(Hinweis: Für „⇐“ können Sie f ∗ g ∈ span{Lxg : x ∈ G}‖·‖1 für f , g ∈ L1(G) ohne
Beweis verwenden.)

Aufgabe 23 Es seien G eine lokalkompakte, σ-kompakte Gruppe und N ein abgeschlosse-
ner Normalteiler. Es sei µN ein linkes Haarmaß von N. Für f ∈ Cc(G) sei PN( f ) : G/N → C

definiert durch
PN( f )(yN) =

∫
N

f (yx)dµN(x) .

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung PN( f ) ist wohldefiniert und PN( f ) ∈ Cc(G/N).

(b) Zu g ∈ Cc(G/N) mit g ≥ 0 gibt es f ∈ Cc(G) mit f ≥ 0 und PN( f ) = g. Insbesondere
ist PN surjektiv.
(Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis folgende Aussage verwenden: Zu jedem C ⊂ G/N
kompakt existiert D ⊂ G kompakt, für das qN(D) = C. Dabei ist qN : G → G/N die
kanonische Abbildung.)



Aufgabe 24 Es seien G eine lokalkompakte, σ-kompakte Gruppe und N ein abgeschlosse-
ner Normalteiler. Es seien µG und µN linke Haarmaße von G bzw. N.

(a) Zeigen Sie: Zu µN, µG gibt es genau ein linkes Haarmaß µG/N, für das die Weil’sche
Integralformel gilt. D. h. für alle f ∈ Cc(G) gilt∫

G

f (z)dµG(z) =
∫

G/N

∫
N

f (yx)dµN(x)dµG/N(yN) .

(b) Folgern Sie: Die Modularfunktion ∆N ist die Einschränkung von ∆G auf N.


