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Ganze Funktionen §1 Ganze Funktionen endlicher Ordnung

Wir untersuchen zunédchst ganze Funktionen endlicher Ordnung, um damit die Pro-
duktsatze von WEIERSTRASS und HADAMARD zu formulieren. AnschliefSend wenden
wir diese Resultate auf die RIEMANNsche Zeta-Funktion an.

§1 Ganze Funktionen endlicher Ordnung

Im ersten Paragraphen betrachten wir zundchst ganze Funktionen endlicher Ord-
nung, bevor wir die Produktsdtze von WEIERSTRASS und HADAMARD formulieren,
mit denen wir ganze Funktionen als abzédhlbare Produkte ganzer Funktionen dar-
stellen konnen.

Im Hinblick auf das Ziel des Gesamtvortrags sind wir somit in der Lage, die weiter
unten definierte, ganze Funktion ¢*, die als Produkt meromorpher Funktionen ein-
gefiihrt wird, als abzédhlbares Produkt holomorpher Funktionen darzustellen.

Wir erhalten mit diesen Resultaten weiterhin eine Aussage {iber die Nullstellen der
RieMANNschen Zeta-Funktion.

Wir erinnern zunédchst an die Defintion einer ganzen Funktion endlicher Ordnung.

Eine ganze Funktion f heifst von endlicher Ordnung, falls es ein « > 0 und ein ¢ > 0
gibt, sodass

M¢(R) < c-exp(R") fiiralle R >0, 1)

wobei
My(R) = max{|f(z)| : |z| = R}.
In diesem Fall nennt man
o(f) :==inf{a >0 : M¢(R)-exp(—R*) ist beschrénkt fiir R > 0}

die Ordnung von f.

Da f als holomorphe Funktion fiir Ry > 0 auf dem Kompaktum Bg,(0) beschrankt
ist, gentigt es die Ungleichung (1) fiir alle R > Ry zu zeigen.

Dazu betrachten wir zunachst die

(1.1) Beispiele.
a) Ist f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung, so ist auch f’ von endlicher
Ordnung und es gilt
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o(f) = o(f").
Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten.

1. Schritt: Es seien r > 0 und z € C mit |z| = r. Da f eine Stammfunktion von f’
ist, erhalten wir

2. Dreiecksungl.

F@I-1FO1 < If) - £0)
| foa]

|
[0.2]

< | [1rou
[0,2]
< sup{lf(1)] : te (0,2} 2l @

Nach dem Maximumprinzip nimmt die Einschrénkung von |f’| auf B,(0) ihr
Maximum auf 0B, (0) an. Dann ist

Mg(r) = max{[f(z)] : |z| =1}

(2)
2 max{sup{[f'(1)] : t€ (0,2} [zl +|FO) : |z =1}

|z|=r

=" max{sup{|f'(t)| : t€[0,2]} : [z] =7} +[f(0)]

< remax{|f'(t)] : t€ B, (0)} +[f(0)]

= r-max{|f'(t)] : |t =r}+[f(0)]

= r-Mp(r) +|£(0)]. ®)

2. Schritt: Es seien r > 0 und zp € C mit |z9| = 7. Dann folgt mit den Cauchy-
Ungleichungen

/ 1

Fe)l = pomadifE] = 6=zl =
Maximumprinzip % -max{|f(&)] : |&—z| <7}
2. Drrie%cisungl. %maX{U—(C” ¢l < 2r}
Mimemp e L a5 ¢ 12l = 20},
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Das impliziert

Mf/(i’) S

N | =

3. Schritt: Damit zeigen wir nun die Behauptung. Sei wieder r > 0 beliebig und
f’ von endlicher Ordnung mit «" := o(f’). Es sei ¢; > 0, dann existiert ein ¢ > 0,
sodass

(3)
Mi(r) < 7 My () + |£(0)]
< recoexp(r) 4 [F(0)]

<reocq-exp(r¥T) 4+ ¢

IN

c1- (r-exp(r< o) +1)
———
>1
cp-(r+1) -exp(r"/“l),

wobei ¢1 := max{c,|f(0)|} > 0. Weiterhin existiert zu ¢, > 0 ein ¢; > 0, sodass
fir aller > 0

IN

r+1<c-exp(r2).
Somit erhalten wir
o1+ (r+1) - exp(r* 1) <cq-cp-exp(rF T 4 1%2) <o -y exp(rF Harte2)

fiir ein geeignetes R > 0 und alle r > R. Da £ > 0 und &, > 0 beliebig waren,
erhalten wir folglich

o(f) < o(f').

Ist andererseits f von endlicher Ordnung mit x := o(f), so gibt es zu €3 > 0 ein
C > 0, sodass fiiraller > 1

—
>~
~

%-Mf(Zr)
C K+es
€ expl(2ry )

IN

Mg (r)

IN

< C-exp((2r)*+es)

gilt. Weiterhin existiert zu e4 > 0 ein rg > 0, sodass fiir alle r > r( gilt

(27,)1(—0—53 S rK—l—S3-|—£4.
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Fir alle r > max{1, 7y} gilt dann
Mg (r) < C-exp(ri et

Da €3 > 0 und &4 > 0 beliebig waren, folgt o(f') < o(f) und damit die Behaup-
tung.

b) Wir wollen nun die Ordnung einer Potenzreihe bestimmen. Sei also f eine ganze
Funktion, gegeben durch die Potenzreihendarstellung

f(z) =) an2".
n=0
Wir verwenden folgende Abkiirzung

A= limsup L(ln),
n—oo  In <|ﬂ_n|>

und zeigen, dass A = o(f) gilt. Da f eine ganze Funktion ist, ist insbesondere

f(1) =Y a, < co. Demnach ist (a,)ncn, eine Nullfolge. Wir diirfen also ohne
k=0
Einschrankung a, < 1 fiir alle n € INg annehmen.
, < “ Ohne Einschrankung sei A > 0, da o(f) > 0. Fiir 0 < ¢ < A ist nach Definiti-
on des Limes superior

I:= {n cINp : ”lnf) > c}
unendlich. Es gilt

nln(n)

In

a

1
an

< nln(n) > —clnlay|
_nlin(n)

& Infa,| >
c

Mit den Cauchy-Ungleichungen erhilt man fiir r > 0

<max{|f(0)] : |¢] =7} = My(r).

|anr"| = ‘ f(nn)!_(o) .
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Das impliziert
ln(Mf(r)) > In|a,| + In(r")
>n <1n(r) - ln(n)) . )

c
Wir wihlen nun eine spezielle Folge ()¢, definiert durch
th=(n- e)%.

Dann gilt fiir alle n € 1

In (M (rn)) = n <1“(Vn) -

Il
VR
—
]
—
=
o
N—
I
—
o]
—~
B
N—
~_

C c
= Z(In(n) +1—In(n))
. n
T
onory
T cocoe
_ T
N c-e

Damit folgt

Mg (rn) > exp (%)
Und schlieflich gilt fiir ein beliebiges 0 < & < ¢

r;(c—e) < rn—(C—S)
M . — > _n
£lrn) - exp ce | =P e e

= exp (iwz - rﬁs))

Da e > 0 und c < A beliebig waren, folgt A < o(f).

,> “ Wir nehmen ohne Einschrankung A < oo an, da sonst sofort o(f) < A folgt.
Sei ¢ > 0, dann gibt es nach Definition des Limes superior ein nyp € N,
sodass
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EI\YI) < A-+¢ fiiralle n > nyg.
Es gilt
nln(ln) < Adte
ln|a|
< nin(n) < —(A+e)lnfay|
_nin(n)

Ate

oo (2t2)

i
5
=
IN

Fir z € 0B,(0), r > 1 gilt

f(2)] =

o0
Y anz"
n=0

o0
<) lanz"|
n=0
o1 & nin(n)
< lan|r" + exp <— ) r"
L laulr'+ ), e
—_——
<epriot
0 n
<cp-rol 4 Z n- ater” (6)
n=ny

mit einer geeigneten Konstanten ¢; > 0. Wegen

1
Iim n *+er =0
n—o0

existiert ein 117 € IN, sodass

:I

>
—+|=

<

S

VAN
7 N
N| —
~_
=

_ 1 1

& n ey < —

- 2

o nih o< o

n +e J—

- 2r

1

& nite > 2r

& n > (2r)M far alle n > nj.

Wir wahlen n; := [(2r)**¢]. Dann gilt
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(2r)Me <ny < (2r)ME 41,

Es folgt fiir 6 > 0 beliebig

(6) np—1 . 00 Y
f@ < ar™ i+ ) m a4 ) a e
n=ny n=m N
——— < 7)
§C2.rn171
<cp-rlpc, o pmlgpg

<c-pml
=C- 6(111—1)11‘1(7‘)

< ¢ MEn()

Ate+d
S Cs - 6(21’) ¢

mit geeigneten Konstanten c, ¢y, ¢; > 0, denn der natiirliche Logarithmus
waéchst langsamer als jede Potenz. Da ¢ > 0 und é > 0 beliebig waren, folgt

o(f) <A o

Bevor wir ein erstes Resultat beweisen, ein vorbereitendes

(1.2) Lemma.
Sei p ein Polynom vom Grad n € IN. Dann gilt

p(C) =C.

Beweis.
Sei w € C beliebig. Dann ist

g:C—C, z— p(z) —w

ebenfalls ein Polynom vom Grad 7. Insbesondere ist g nicht konstant. Mit dem Fun-
damentalsatz der Algebra folgt die Existenz eines z = z(w) € C, sodass

Das impliziert
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Damit ist p surjektiv und es folgt die Behauptung. [

Nun kommen wir zu dem angekiindigten

(1.3) Satz.
f ist genau dann eine nicht-konstante ganze Funktion endlicher Ordnung ohne Null-
stellen, wenn es ein nicht-konstantes Polynom p gibt mit

f(z) =eP@ fiir alle z € C.

In diesem Fall gilt

o(f) = deg(p).

Beweis.
<" Sei p ein Polynom vom Grad n € IN. Dann ist

f(z) =et® £0  fiir alle z € C.

Da f auf C als Verkettung holomorpher Funktionen holomorph ist, ist f eine
ganze Funktion. Nach Lemma (1.2) existieren z, w € C, sodass p(z) = 0 und
p(w) = rti. Dann ist

f(z)=e=1 und f(w)=¢"=—1.
Demnach ist f nicht konstant. Nach [1], IT (2.2) ist f von endlicher Ordnung.

“”

,= " Sei f ganz, nullstellenfrei, nicht konstant und von endlicher Ordnung. Da C

einfach zusammenhingend ist, besitzt f nach [2], IV (4.6) einen holomorphen
Logarithmus. Das heifst es existiert eine ganze Funktion g : C — C mit

f(z) =e8®  fiiralle z € C.

Sei nun A > o(f). Nach Definition einer ganzen Funktion endlicher Ordnung
gibt es ein ¢ > 0, sodass

1f(z)| < c-exp(|z|}) fiir alle z € C.
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Mit der Monotonie der natiirlichen Logarithmusfunktion folgt
Re(g(z)) = In(e"*(E=))
— 1n,eRe(g(Z))+i‘Im(g(2)),
= In|e8(®)|

= In[f(z)]
< In(c - exp(|z[*))
=In(c)+|z|* fiiralle z € C.

Nach [1], II (2.5) ist g ein Polynom mit deg(g) < A. Da A > o(f) beliebig, folgt

deg(g) < o(f)
Es folgt nun mit [1], II (2.2)

o(f) = o(e8)) < deg(g) < o(f)
Also gilt 0(e8(?)) = deg(g), dies war noch zu zeigen. O

Als Folgerung formulieren wir das

(1.4) Korollar.
Sei f eine nicht-konstante, ganze Funktion von nicht-ganzzahliger Ordnung. Dann
besitzt f unendlich viele Nullstellen.

Beweis.

Wir fiithren den Beweis indirekt. Angenommen, f hat nur endlich viele Nullstellen
ai, ..., ay, fur ein n € IN, mit Wiederholung gemifs Vielfachheit.

Definiere

n

p(z)=1|(z—a;) furzeC.
k=1

Dann ist p ein Polynom vom Grad 7. Die Funktion

: fz)
g:C—=C, Z )

ist holomorph auf C\ {a; : 1 < k < n} und nach [2], III (3.8) und dem Riemann-
schen Hebbarkeitssatz auch eine ganze Funktion, insbesondere wohldefiniert.
g ist nullstellenfrei, denn

10
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e Fallsw € C\ {ar : 1 <k < n},sind f(w) # 0 und p(w) # 0. Damit ist
g(w) #0.

e Fallsw € {a; : 1 <k < n}, wihlen wir ohne Einschrankung w = a1, j € IN sei

die Vielfachheit der Nullstelle a; und a; = - - - = a;. Nach [2], III (3.8) existiert
ein r > 0 und eine auf B,(a;) holomorphe Funktion & mit h(a;) # 0.
Dann ist
g(w) = gy = fro el = Mo
[[w-a) T (w—a)
k=1 k=j+1

Die Funktion g ist nicht konstant, denn angenommen es gibt ein ¢ € C, sodass
¢(z) = c fur alle z € C, dann ist f(z) = ¢ p(z) ein Polynom und somit nach [1],
IT (2.2) o(f) = 0. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei nun & = o(f), das heifit zu beliebigem Ry > 0 und ¢ > 0 existiert ein ¢y > 0,
sodass

1f(z)| < co-exp(|z|*te) fiir alle z € 9Bg,(0).
Da p ein Polynom vom Grad # ist, gibt es zu diesem Ry Konstanten ¢y, c; > 0, sodass
c1-z|" < |p(z)| <cp-|z|*  fiir alle z € C mit |z| > Ry.

Unter diesen Voraussetzungen gilt dann

8(z)| = ‘% < C{(é)‘n < Cf%gn < c-exp(|z|*T¢) fiir alle z € C mit |z| > Ry,
wobei ¢ := -6130”' Somit ist ¢ von endlicher Ordnung mit 0(g) < &, da € > 0 beliebig.

Wegen a ¢ Z gilt « > 0. Um 0(g) > a zu zeigen, sei 0 < ¢ < a beliebig. Weiterhin
seien v > 0 und 6 > 0, sodass 0 <y < e <aund 0 < § < a —e. Dann gibt es ein
Ry > 0, sodass fiir alle R > Rp und |z| = R

Rx—¢ < Rx—Y — R(S
gilt. Das impliziert
e*R“7£ 2 e*R“7’7 .

)
ek,

11
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Damit ergibt sich

_RD(*S

N—

(
(2)|

colz|"

_pa—e
€R

ek’
> —R*T .
> |f@)le N

unbeschrankt ::o/

Also ist der der Ausdruck |g(z)[e R fiir R — co unbeschrankt. Es folgt

o(g) > a.

Damit kénnen wir Satz (1.3) anwenden und erhalten ein Polynom g mit deg(g) < «,
sodass

g(z) =e1®  firalle z € C.
Satz (1.3) liefert aufSerdem

o(g) = deg(q) < a,

denn a ¢ Z. Das ist ein Widerspruch zu o(g) = «.
Es folgt die Behauptung. O

Bevor wir uns dem Produktsatz von WEIERSTRASS zuwenden kOnnen, miissen wir
einen Konvergenzbegriff fiir unendliche Produkte einfithren und zitieren zwei Re-
sultate aus der Funktionentheorie ohne Beweis.

12
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(1.5) Definition.

Sei (zx)k>1 eine Folge komplexer Zahlen. Das Produkt H zx heifst konvergent, wenn
k=1
es ein m € IN gibt, sodass

(i) zx #0 fur alle k > m und

n 0o
(ii) die Folge (H zk) gegen einen Wert in C* konvergiert, den wir mit H Zk
k=m

n>m k=m

bezeichnen.

Wir setzen dann

Ein konvergentes Produkt H z konvergiert also genau dann gegen 0, wenn es ein
k=1

n € IN gibt, sodass z, = 0 gilt.

(1.6) Beispiele.

a) Fur alle k € IN ist % # 0, aber fiir n € IN gilt

4)
<120

1
Deswegen ist [ | % nicht konvergent.
k=1

b) Fir p, g € Rmit |[g| < 1 und p > 0 ist Hpq konvergent, denn wegen der
k=
Stetigkeit der Exponentialfunktion erhalt man m1t der geometrischen Reihe

Hpq —Hexp<k In( ))

= exp <1n(P) Y q")
k=0

= exp (In(p) . 11Tq)

1
:Pl_q' &
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Zur kiirzeren Schreibweise verwenden wir folgende Notation

Eo(s):=1—s, Eu(s):=(1—s) -exp <i%>, seC,neN.

(1.7) Lemma.
Fiir 4 € Np und z € C mit |z| < 1 gilt

11— Ey(2)] < J2l*.

(1.8) Lemma.
Seien U C C offen und f; : U — C, k € IN, holomorphe Funktionen. Wenn das
Produkt [Tz ; fx absolut und lokal gleichméfig konvergiert, so ist die Grenzfunktion

(o]

f:C—C, zn—>ka(z)

k=1

holomorph. Dabei heifit [T ; fi absolut und lokal gleichmiafSig konvergent, falls
Y i1 (fx — 1) absolut und lokal gleichmiBig konvergiert. Weiterhin gilt

ord,(f) = ) orda(fy) fiirallea € U.
k=1

14
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(1.9) Produktsatz von Weierstrass.
Sei (ax)ken eine Folge in C* mit der Eigenschaft klim lax| = co. Weiter sei (qx)kreN
—00

eine beliebige Folge in INg, sodass

(ele] R Qk+1
Z (W) < oo fuiralle R > 0.
k=1 k

Dann ist

f:C—=C, s—]]E, (i)
k=1

ag

eine ganze Funktion, die genau in den Stellen a;, k € IN verschwindet und sonst
nirgends. Fallsa € C* und [{k € N : a; = a}| = m, so gilt

ord,(f) = m.

Beweis.
Sei R > 0 fest. Dann existiert ein kg € IN mit |a;| > R fiir alle k > k. Fiir |z| < R hat
man dann

4

k

Z
Ak

qe+1 qr+1
< (R )
= <|ﬂk\

<1 wund ‘1—Eqk<z>‘(1§7)

ax

[e9)
Damit konvergiert )
k=1
mit Eg, fiir k € N auch

1—-E, (az_k> ’ gleichmafig auf Br(0). Nach Lemma (1.8) ist

ag

f:C—=C, z»—>HEqk(£>
k=1

eine ganze Funktion. Weil z — E;, (;—k) genau in zp = a; eine Nullstelle hat und

zwar von erster Ordnung, gilt ebenfalls nach Lemma (1.8)
ord,(f)=[{k € N : ap=a}| firalleacC.

Das ist die Behauptung. O]

15
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(1.10) Bemerkung.
Im Produktsatz von WEIERSTRASS erhidlt man die Konvergenz der Reihe

E(a)”

zum Beispiel fiir g, = k — 1.

Beweis.
Wihle zu R > 0 ein k; € IN mit |a;| > 2R fiir alle k > k;. Dann gilt ( R

k—1+1
)

<

k
1
(%) tir alle k > k; und Z <§) ist nach der geometrischen Reihe eine konver-
k=kq

gente Majorante. O

Als weitere Anwendung beweisen wir den

(1.11) Produktsatz von Hadamard.

Sei f # 0 eine ganze Funktion von endlicher Ordnung o(f) = x und &« = |x].
Sei m = ordy(f) und seien a3, ay, ...die Nullstellen von f in C* mit Wiederholung
gemdif Vielfachheit. Dann existiert ein Polynom p mit deg(p) < a, sodass

f(z) =et@ .z . T Ea (—) fiir alle z € C.

k>1 Ak

Beweis.
Es gilt « + 1 > «. Fiir beliebiges R > 0 ist also die Reihe

R a+1 ot
Z (_) =R Z ’ak|a+1

k=1 || k>1

nach [1], IT (2.4) konvergent. Damit konnen wir den Produktsatz von WEIERSTRASS
(1.9) anwenden und erhalten eine ganze Funktion

hy:C —C, zHHEa<—).

k>1 Ak

16
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hy :C —-C, z+z"

als Polynom eine ganze Funktion ist, ist auch

g:C—C, ZHZm-HEa(£>
k>1 Ak

als Produkt von /1 und h; eine ganze Funktion und g hat die gleichen Nullstellen
wie f.
Nach [2], IIT (3.8) und dem RiemaNNschen Hebbarkeitssatz ist Jgi eine ganze Funktion

ohne Nullstellen. Es gentigt zu zeigen, dass L von endlicher Ordnung mit o <i> <k

‘ 3 8
1st.

Satz (1.3) und dem zugehorigen Beweis entnimmt man die Existenz eines Polynoms
p mit deg(p) < x mit % = ¢P(@) fiir alle z € C. Da deg(p) € Ny, folgt deg(p) < a.
Damit gilt die Behauptung.

f

Wir zeigen also noch, dass é von endlicher Ordnung mit o (§> < x ist.
Dazu weisen wir nach, dass zu jedem f > x Zahlen v, ¢ > 0 existieren, sodass

lg(z)| > c- e TR fiir alle |z| = R und eine Folge R = R, — 0.

Zunichst halten wir fest, dass

—|z| £ —|Re(z)| < Re(z) fiirallez € C. (7)
Wir wihlen ohne Einschriankung m = 0, denn sonst betrachten wir z — f(z —a),
mita € C*\ {a; : k>1}.

Sei B > « beliebig. Weil Z
k>1

W nach [1], IT (2.4) konvergiert, wird die positive reelle
ak

Achse durch

(B\ak|—/5(|ak|)>

k>1

nicht tiberdeckt, denn sonst wire die reelle Achse in einem endlichen Intervall ent-
halten, da die Reihe, die die Radien der Kugeln aufsummiert, endlich ist. Also gibt
es eine Folge R = R, — co mit

IR — |ag|| > |ax| 7P fiir alle k > 1. (8)

17
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Nur solche R betrachten wir und schitzen fiir |z| = R ab. Wir unterscheiden drei
Falle.

1. Fall: |a;| < 1R. Es ergibt sich

2. Dreiecksungl. z (uik
> < = - 1) exp [Re | )
a — n
k n=1
~
>Rf =2

n=1 h
n
1. Dreiecksungl. a (aik)
> ex —
N
n=1
n
«, (121
k
= ex -
P~
n=1
R 5 R > p
w02 6! «, (1a)
> ep|-)
B> n=1 n

oo (- (i)

o
fir v := 2 % und alle R = R,.

n=1

18
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Es folgt

> exp (—751{5) , 9)

1

|ai |

wobei 0 < 6:= )
k>1
2. Fall: |ag| > 2R. Wir zeigen zunéchst eine Ungleichung. Fiir die Funktionen
f: [O,%] —R, x—~e? und g: [0,%} - R, x—1—x
gilt
f(0) =1=g(0) und f(3)=¢<}=2g(})
Weiterhin ist ¢ linear und f konvex, denn

f'(x) =4e72* >0 fiir alle x € [O, %]

Demnach ist

1
f(x) <g(x) furallexe [O,E} . (10)
Man erhalt aik = ‘f—k| < % = % und nach Lemma (1.7) sowie der 2. Dreiecksunglei-
chungist fiirk < g <a+1
a+1
() =
ag ag
(10) oz a+1
> e 1%
A SN
k> e 2la
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Daraus erhilt man

p
H E, (i) > H eiz(ﬁ)
k:|ag|>2R Ak k:|ag|>2R

1
= exp —2RP. Z B
k:|ag|>2R ||
> e—ZéRﬁ (11)
o n
3. Fall: Fiir %R < |ag| < 2R mits:= ) o gilt wegen (8)
n=1

n
Eoc(i)‘ 1_3 - exp Re i<a>

aj

?) 4 —z e (z)"
> exp | — £
g F ng "
n
Dreiecksunileichungen Hak| — |Z|| i (g%)
> Y exp | —
|ak| P n=1 n
z <2
e
- |ax]
®)
> jay|~PH e
R=|z|
|a| <2R

(2R) (B o3,
Nach [1], IT (1.12) gibt es ¢y, c; > 0, sodass

Hk eN | 1R < |ay| < ZRH < o146 -In (Mf(2R)).
Da > « ist, gibt es eine Konstante c3 > 1, sodass

M{(2R) < ¢ - e@R),
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Damit gilt also

¢+ c2-In(Mf(2R)) <cy+c2-In (Cg : e(ZR)ﬁ)
=c1+c-In(ez) +c2- (2R)5.

Definiere c4 := ¢1 + ¢ - In(c3) > 0. Dann gilt also
Hk eN | IR < |l < ZRH < cy+cr- (2R)P.

Damit folgt

Z
M e(Z)
k:1R<|a| <2R k

> I1 (2R)~(B+1) . o=

i

.1 N
ki R<|ag|<2R <1 nach Wahl von R

> ((2R) (D) .e—s>C4+cz~<2R>ﬁ

=(exp< <( R) /3+1> ))C4+Cz-(2R>ﬁ

=exp (a2 (R)) - (- (,5+1))-1n(2R)_5)>
:eXP( RE. ( +cp- zﬁ> (B+1)- (R)-|-1n(2))_|_s)>
2 oxp (<KP- (4 +5-In(R) (12)

tur geeignete A, B > 0. Insgesamt ergibt sich aus (9), (11), (12) :

) = =" TT|E« (2]

k>1
> |z|™ - exp <—('y5+25+ A+B- ln(R))Rﬁ)

>c. e_pRﬁJrs

tiir alle e > 0 mit geeigneten ¢, p > 0.

Da o(f) = «, gibt es zu 0 < & < ¢ ein ¢y > 0, sodass |f(z)| < co - exp(|z[*¢) fiir
alle z € C mit |z| = R. Wir wihlen ¢’ so, dass x + ¢ > B+ ¢ gilt. Weil B > x und
¢ > 0 beliebig sind, kann auch ¢’ beliebig klein gewdhlt werden. Aus der obigen
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Abschitzung fiir |g| erhédlt man damit nun

’f(Z)
8(2)

z

Co eXP(RHE,)
<
= ¢ exp(—pRFF)

= D exp(R - (14 pRFT)),

Da f+¢e—x—¢ <0, folgt fiir ¢/ > 0 und R > 0, das entsprechend grof8 gewéhlt
wird,

< 9. exp(R¥H - (14p)) < 2 - exp(RFEH").

Das impliziert o <§> < k. Dies war noch zu zeigen. ]

Vorbereitend auf den zweiten Paragraphen beweisen wir das

(1.12) Lemma.
Sei f eine ganze Funktion erster Ordnung mit Nullstellen zxy € C*, k > 1, und
Wiederholung gemdf3 Vielfachheit. Wenn die Reihe

konvergiert, gibt es ein ¢ > 0, sodass

If(z)| <e“l?l fiir alle |z| > 1.

Man beachte, dass f(0) = 0 durchaus zugelassen ist, wir diese Nullstellen aber nicht
als Summanden berticksichtigen.

Beweis.
Vorbemerkung: Fiir alle w € C gilt

1—|—\x|§e|"|
(1 —w)-e?| < (1+|w|)-eRe@) < elwl. plwl = p2[wl,

Da o(f) = 1, folgt f # 0. Sei m = ordy(f). Dann folgt aus dem Produktsatz von
HapaMARD (1.11) die Existenz von A, B € C, sodass
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_ ,A+B Z\ _ ,A+B 2\ 0% fis
f(z)-e*z-zm~HE1(z—k)—e+Z~zm-H<1—Z—k)ek, fiir alle z € C.

k>1 k>1

Damit gilt fiir ein geeignetes ¢ > 0 nach der Vorbemerkung

1f(z)| < el AlIFIBIz] Lz pm . He2 i

k>1

>1 ‘Zk|

:’Z’me|A|exp |Z| ‘B’+22L
k>1 ‘Zk|

< eIzl fiir alle z € C mit z| > 1. O
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§2 Anwendungen auf die Riemannsche Zeta-Funktion
Unter anderem aus der Funktionentheorie sind sowohl die RtEMANNsche Zeta-Funktion

> 1
:{seC : Re(s) >1} = C, SHEE,

als auch die komplexe Gamma-Funktion

o0

rrH—C, z— /tz_le_tdt
0

bekannt, wobei
H:={ze€C : Re(z) >0}

die rechte Halbebene bezeichne.

Nach [1], I (5.6) besitzt die RtEMaNNsche Zeta-Funktion eine meromorphe Fortset-
zung auf J(. Die Fortsetzung { ist holomorph bis auf einen einfachen Pol in s = 1.
Die I' - Funktion besitzt nach [1], II (3.1) eine meromorphe Fortsetzung auf C. Die
Fortsetzung ist holomorph bis auf einfache Pole in den Punkten s = —m, m € N.
Die Funktion

C:H—-C, s— 71_%-1"(5)-5(5)
besitzt nach [1], II (4.12) eine meromorphe Fortsetzung auf C, die wir wieder mit ¢

bezeichnen. Die Fortsetzung ist holomorph bis auf einfache Poleins =0und s =1
mit den Residuen Resy(¢) = —1 und Res;(¢) = 1. Es gilt die Integraldarstellung

0 =
N[—

Bs)= 2L 1/ (ﬂ(y)—l)-(yzt/—y”dy,

wobei 8(y) = ) e ™Y > ¢ = 1. Die gleichméRige Konvergenz dieser Reihe fiir
n=—oo
y > 1 wird in der Funktionentheorie bewiesen.

Damit formulieren wir das

24



Ganze Funktionen §2 Anwendungen auf die Riemannsche Zeta-Funktion

(2.1) Korollar.
Die Funktion

F:C—>C, s—s(1—s)-E&(s)

ist eine ganze Funktion erster Ordnung.

Beweis.

Die Funktion ¢ hat einfache Pole in s = 0 und s = —1. Nach [2], IIT (3.8) und dem
RiemaNNschen Hebbarkeitssatz ist {* eine ganze Funktion.

Nach [1], IT (4.15) ist ¢* invariant unter der Transformation s — 1 — s. Deshalb genitigt
es Re(s) > 1 zu betrachten, denn fiir s € C mit Re(s) < 5 gilt

Re(l1—s)=1—Re(s) >1—

N[—
N[—

Zunichst gilt fiir Re(s) > 7 und y > 1

s 1-s S 1-s
y2+y 2| <|y2[+]y 2|
= |e3 )| 4 |7 00|

|
o
N
=
5
=
<
s
+
o
N
<
=

y
yz. (13)

Wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe ¢(y) fir y > 1 gilt fiir c; > 0

o]

: _ : — 2 _
lim ¢(y) —1—cieV =1m2) e ™V —cie?
y—o0 y—oo =

> 2

=2 Z lim e ™Y — lim cie™Y
n=1

=0.

Also existiert zu ¢ > 0 ein yp > 1, sodass fiir alle y € (yo, )
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Ganze Funktionen §2 Anwendungen auf die Riemannsche Zeta-Funktion

d(y)—1—cre ¥V <e.
Weiterhin existiert eine Konstante ¢, > 0, sodass fiir y € [1, ] gilt
Hy) —1—cre¥ <oy
Das impliziert
MNy) —1<cre ¥+
Wegen e ¥ > e %, gibt es ein ¢ > 0, sodass
dy) —1<ce .
In beiden Fillen erhalten wir also die Existenz eines ¢ > 0, sodass
d(y) —1<ce V.

Da0<d(y)—1<c-e¥ furalle y > 1, liefert die Integraldarstellung fiir ¢

) < |—s—<1—s>|+Ml/w<y>—1>~Mdy

y

S s 1=s

§1+!S(S—l)\_c/e_y,lyﬂryz!dy
2 Y

1
(13) T k4
§1+]s(s—1)|-c/e Y.yz ' dy

~—_——

1 >0
< 1+ |s(s—1)] c/e Y y‘%‘ lay

0
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§2 Anwendungen auf die Riemannsche Zeta-Funktion

).ln(H

> 1
thULH@ngmﬁnH(§>:Z:Gﬂ+k+—
=0 2 2
|S|>' 1
H(—— <
' 2 12 - cos? (arg(
- 4
~ 12-cos?(0)
_1
=3

sl
2

)

1
g k>_1
En

I

Damit folgt fiir jedes ¢ > 0 mit [1], II (3.10) und geeigneten Konstanten ¢, > 0,

abhéngig von ¢, und ¢ > 0

EE) <1t ls6—1)]-c-vame s ™
ol
<e,. oISl

sl _Is
7).

da der natiirliche Logarithmus langsamer wéchst als jede Potenz. Da & > 0 beliebig,

ist ¢* von endlicher Ordnung mit o(¢*) < 1.

Bevor wir die andere Richtung zeigen, halten wir fest: fiir a, := M"%W gilta, > 1
fir alle n € N, denn
a; — 2-e>1
und (a,),eN ist monoton wachsend, da
ay  (4n—2)e"n! (n+1)+1
Ayt n" (4n +2)e"tl(n +1)!
_4dn-21 (n+1 "
C 4n+2 e n
S~—— —_——
<1 <e
<1. (14)
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Fiir n € N erhilt man mit I'(n) = (n — 1)! und {(2n) Zk m>q7m =1
k=1

& (@) = 2n(2n—1)-T(n) - 7" ¢(2n)
= (4n—-2)-n!-7"-7(2n)

v

(4n 2)-nl-t"
n

G

pn(In(m)—In(7r) 1) (15)

I\/E

Fiir 0 < € <1 gibt es ein ngp € IN und ein ¢ > 0, sodass fiir alle n > n gilt
& (2n)| ,e—(2n)1*S > en(ln(n)fln(n)fl)f(Zn)l*S

> ec(n—nlfs)

Dieser Ausdruck ist fiir n — oo unbeschriankt. Es folgt 0(¢*) > 1 und damit die
Behauptung. O

(2.2) Korollar.
Seien si, k > 1 die Nullstellen von ¢* mit Wiederholung gemafS Vielfachheit. Dann
gilt

sk Z#0 und 0 <Re(sy) <1 firallek > 1.

Die Reihe
Z L
=1 sk

divergiert, aber

Z 1+£
k>1

konvergiert fiir alle € > 0. Es gibt ein B € C, sodass

&*(s) = —ePs- T (1 — i) e fiiralles € C.

k>1 Sk
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Beweis.
Nach [1], I (5.6) hat die RtEmaNNsche Zeta-Funktion keine Nullstellen z mit Re(z) > 1.
Wegen der Produktdarstellung

¢*(s) =s(1—s) 3T (3)-L(s),

vergleiche hierzu Korollar (2.1) und die Einfithrung der Funktion ¢, hat ¢* auch keine
Nullstellen mit Re(z) > 1, denn T ist nach [1], II (3.4) nullstellenfrei auf C, ebenso
s+ 72 und s(1 —s) # O fiir alles s € C mit Re(s) > 1. Wegen der Invarianz von
¢* unter der Transformation s — 1 — s hat ¢* auch keine Nullstellen mit Re(z) < 0.
Weiter gilt

¢*(0) = lims(1 —s) - £(s)

s—0
=1-Resp(¢)
=—-1#0.
1
Wiirde Z m konvergieren, so existiert nach Lemma (1.12) ein ¢ > 0, sodass
k>1 1k

& (s)| < eclsl fiir alle [s] > 1.
Das widerspricht (15).

1
Die Konvergenz von Z ’S’—He folgt mit [1], IT (2.4). Da nach Korollar (2.1) o(¢*) =1
k>1 19k

gilt, folgt mit dem Produktsatz von HADAMARD (1.11) die Existenz von A, B € C mit

&*(s) = MBI (1 — i) e fiiralles € C.

k=1 Sk
Wegen ¢ = ¢*(0) = —1 folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe des Produktsatzes von HADAMARD haben wir also die ganze Funktion ¥,
die wir als Produkt meromorpher Funktionen eingefiihrt haben, als Produkt ganzer
Funktionen dargestellt. Wegen der Darstellung

& (s) =s(1—s)m 3T (5) ¢(s)

und der Tatsache, dass
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und

7(1) =2'"%79LimT(s) cos ("—O) 7(0) = —limT(s) #0,

s—0 2 s—0

vergleiche dazu [1], II (4.14), und der Nullstellenfreiheit von s +— =2 und der
Gamma-Funktion nach [1], IT (3.4), sind die Nullstellen von ¢* genau die nichttrivia-
len Nullstellen der RtEmanNschen Zeta-Funktion.

Die trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion sind nach [1], II (4.14) gegeben durch die
Menge {—2n|n € Np}.
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