Gaufische Summe und die Theta-Reihe

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 25.06.2012

Jan Testrut

§1 Gauf$sche Summe

In diesem Paragrafen werden zunédchst DirtcHLETsche Charaktere begrifflich erwei-
tert und die neuen, sich daraus ergebenden Ergebnisse dargestellt. Anschliefiend
wird die Gausssche Summe eingefiihrt und einige Resultate vorgefiihrt, die sich zu-
meist mit den besonderen Figenschaften der DiricHLETschen Charaktere ergebeny,
welche ohnehin als Bestandteil der Definition weiterhin ein Rolle spielen).

(1.1) Definition
Sei x ein DiricHLETscher Charakter mod N, N € IN. Man nennt M € N einen indu-
zierten Modul von ), wenn M|N und

x(m) = x(n) fur alle m,n € Z mit m = n mod M, ggT(m,N) = ggT(n,N) = 1.

Der kleinste induzierte Modul heifst Fiihrer von x. Hat x den Fiihrer N, so spricht
man von einem primitiven DIRICHLETschen Charakter mod N. o

Nun kann man sich die Frage stellen, ob jeder DiricHLETsche Charakter einen Fiih-
rer besitzt. Die Tatsache, dass ein DiricHLETscher Charakter x mod N immer min-
destens N selbst als induzierten Modul hat, ergibt sich aus der Definition des Di-
ricHLETschen Charakters in Kap. I. Dazu ein Beispiel...

(1.2) Beispiel
a) Mit p € P ist mithilfe des LEGENDRE-Symbols ein DiricHLETscher Charakter mod
p definiert:

1, falls ein x € Z existiert mit x> = nmod p, p 1 n,

n . . . .
Xp:Z — Con (;) =4 —1, falls p{n und kein x € Z existiert mit x> = n mod p, p { n,
0, fallsp]|n.

Dabei sind die oberen Félle Varianten von ggT(n, p) = 1 entsprechend der Definition
des DiricHLETschen Charakters.
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Beweis

Es sind die Eigenschaften aus [1] I, 6.8 nachzuweisen. (i) und (iii) sind unproblema-
tisch. Zu (i): ggT(n,p) > 1 =y plne (%) = 0, zu (iii): Zu zeigen ist <%> = <%>,
falls k = n mod p. Das ist jedoch klar, da falls x> = n mod p auch x> = k mod p gilt
(und umgekehrt), wegen k = n mod p und der Transitivitat.

Zu (ii): Zu zeigen ist:
()= (3) (e
p p p

Fiir m =5 0 und m =, 1 ist die Aussage klar.
Es sei daher p # 2. Z,, ist ein Kérper (p Primzahl), daher ist Z, zyKlisch. Es existiert
also ein k € Z mit (k + pZ) = Z,
Es gilt:
mprzfﬁreinxEZ@mEpa’fﬁreian]Nomit2 | 7.

Zum =, a’ mit 2 | 7, wihle man x = a2.
Sei m =, x?, dann ist x + pZ € Z; = (a+pZ),alsoist x = a* fiir ein k € Nj.
Somit folgt:
— 2 (k2 2k
m=,x- =, () =pa

Firn,m € Z mit n =, a" und m =, ak ist also
mn =, a**" =, a* fiir ein Nek+r=0

Das heifst, dass mn eine Quadratzahl mod p genau dann ist, wenn m und n Quadrat-
zahlen modp sind oder wenn m und n beide keine Quadratzahlen modp sind und
im Umkehrschluss dass mn keine Quadratzahl ist, genau dann wenn entweder nur
m oder nur n eine Quadratzahl ist, was dquivalent zu

()= (5) () mnc

ist. U

b) Als Beispiel fiir einen DiricHLETschen Charakter mod N mit Fiithrer 1 dient der
Hauptcharakter xo:

1, falls ggT(n,N) =1,

X0:72— C,n—
0, sonst.
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Beweis
Fiir m, n gelte ggT(n, M) = ggT(m,N) = 1, dann folgt schon x(m) = x(n) =1. O

Um Unklarheiten zu vermeiden, schreiben wir den Hauptcharakter modM auch
wie folgt:
1, falls ggT(n, M) =1,

)((()M) ::XO:Z—>(D,n»—>{
0, sonst.

¢) Ein DiricHLETScher Charakter mod6 mit Fiithrer 3 ist durch folgende Funktion
gegeben:
1, falls n = 1 mod 6,
X:2Z—Cn— < —1, fallsn=—1mod 6,

0, sonst.

Beweis

Fur m, n gelte ggT(n, M) = ggT(m,N) = 1, m = n mod 3. Wir unterscheiden zwei
Falle:

1, fallsm=n=1mod3,

m)=xn)=
x(m) = x(n) {—1, falls m =n = —1mod 3

1 ist nicht Fihrer und 2 auch nicht, da x(1) =1 # —1 = x(5). (1 = 5 mod 1(mod
2), ggT(1,6) = ggT(5,6) =1.) O

d) Sei N = 5, dann erhalten wir vier DiricHLETsche Charaktere, von denen nur x;
mit Fithrer 1 nicht primitiv ist. Fiir m € Z ist der primitive Charakter mod1, der x;
induziert ¢ (k) = 1.

20| 2t | 23 | 22
x1] 1] 1 1 1

x2 | 1 [ —-1|-1| 1

X3 1 i —i | —1
X4 1 —i i -1

e) Sei N = 6, dann erhalten wir zwei DiricHLETsche Charaktere:

x1(6k) = x1(6k +2) = x1(6k +3) = x1(6k +4) =0
x1(6k+1) = x1(6k+5) =1,

X2(6k) = x2(6k +2) = x2(6k +3) = x2(6k +4) =0
X2(6k+1) =1x2(6k+5) = —1
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Dabei ist nur x; nicht primitiv mit Fithrer 2. Der primitive induzierende DiricH-
LETsche Charakter mod?2 ist ¥(2k) =0, p(2k+1) = 1.

f) Sei N=8, dann gibt es dazu folgende DiricHLETsche Charaktere (siehe auch [3]):

xil|1] 1 [ 11
xll1] 1 ] =1]-1
xall1]-1]-1]1
xall1]-1] 1 | -1

x1 und Y4 (Fiithrer 4) sind nicht primitiv. Bzgl. x; s.o.. Der primitive induzierende
DiricHLETSche Charakter mod4 zu xy ist ¢(4k) = ¢(4k+2) =0, ¢p(4k+1) =1,
P(4k — 1) = —1, da gelten muss ¥(3) = x4(3) = —1. o

Nun stellen wir ein Lemma voran, dass wir im Beweis des darauffolgenden Satzes
bendtigen.

(1.3) Lemma
Seien a,b,c € Z mit ggT(a,b,c) = 1 und ¢ # 0. Dann existiert ein x € Z mit

ggT(a+xb,c)=1. o

Beweis
Wir wiahlen x wie folgt

x::Hp

ple.pta
Giltp|cpla=ptx,ptbptxb= pta+xb.
Andernfalls p | c,pta=p|x=p| xb. Aus p{a,p | xbfolgt p{a+ xb. O

(1.4) Satz
Sei x ein DiricHLETscher Charakter mod N und ) der Hauptcharakter mod N. Fiir
M € N mit M | N sind dquivalent:

(i) M ist ein induzierter Modul von Y.

(ii) Fir alle n € Z mit n =1 mod M und ggT(n, N) =1 gilt:

x(n) =1
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(iii) Es gibt einen DiricHLETschen Charakter ¢y mod M mit

X=X 9.
In diesem Fall ist i durch M und x eindeutig bestimmt.

Man nennt x vom DiricHLETschen Charakter i induziert. o

Beweis
”(iii) = (i)” Sind m,n € Z mit ggT(m,N) = ggT(n,N) = 1 und m = n mod M, so

folgt

x(n) = xo(n) - () = p(n) = y(m) = xo(m) - (m) = x(m).
Also ist M nach der Definition ein induzierter Modul von y. (*Beachte: Die Ver-
kniipfung zweier DiricHLETscher Charaktere ist definiert als das Produkt der Werte,
sprich (x - ) (m) = x(m) - p(m).)

Geht man von einer weiteren Darstellung x = Xo - ¢* mit einem beliebigen DiricH-
LETschen Charakter ¢* mod M aus, so betrachte man m € Z mit ggT(m, M) = 1.
Dafiir gilt dann auch ggT(m, M, N) = 1, so dass nach dem vorausgegangenen Lem-
ma ein x € 7 existiert mit

ggT(m+xM,N) =11+
Es folgt

T xo(m+xN)=1

$*(m) = ¢~ (m + xM) x(m+xM) = ¢(m + xM) = ¢(m),

also die FEindeutigkeit.

”(1) = (ii)” Mit m = 1 gilt m = n mod M und ggT(n,N) = 1, ggT(m,N) = 1, so
dass nach der Definition gelten muss x(n) = x(m). Nun wissen wir, dass x(m) =
x(1) =1 ist wegen des Gruppenhomomorphismus, also auch x(n) = 1.

”(il) = (iii)” Sei m € Z mit ggT(m, M) = 1, dann gilt auch wieder ggT(m, M, N) = 1
und wieder lasst sich aufgrund des Lemmas ein x € Z finden, so dass ggT(n,N) =1,
wobei n = m + xM. Nun definieren wir die Funktion ¢ und zeigen dann, dass die
so gewdhlte Funktion wohldefiniert ist und die gesuchten Eigenschaften erfiillt:

P(m) := x(n) bzw. (k) = 0 fur ggT(k, M) > 1.

Um die Wohldefiniertheit zu zeigen, nehmen wir eine zweite iiber m gewonnene
Darstellung(, die wir n* nennen) mit ggT(n*, N) = 1. Weiter wahlen wir q € Z
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mit gn = 1mod N (Lemma von Bezout). Nun lassen sich wegen ggT(q, M) <
ggT(q,N) = 1 folgende Uberlegungen anstellen:

n=n"=mmod M & qn = gn* = gm mod M
Auflerdem gilt wegen gn =1 mod N und M | N:
gn =1 mod M

Also insgesamt:

gn =gn* =1 mod M.
Wegen gn =1 mod M, qn* =1 mod M und ggT(qn,N) =1 (gn =1mod N < gn =
1+ 2zN), ggT(qn*,N) =1 (ggT(n,N) = 1, ggT(qn,N) = 1 = ggT(q,N) = 1) gilt
dann entsprechend der Voraussetzungen x(qn) = x(qn*) = 1, so dass man die
Wohldefiniertheit zeigen kann:

111 6.

x(n) = x(m)x(qn*) M= x(gm)x(n*) = x(n*).

So wie wir ¢ definiert haben, ist es dann ein DiricHLETscher Charakter mod M.

(i) k) =0« ggT(k, M) > 1: "<"klar. "=": ¢(k) = 0 = ggT(k, M) > 1, denn
sonst ex. x, so dass ggT(k+ xM, N) = 1, sprich ¢(k) = x(k+ xM) # 0

(i) p(jk) = (j) - (k) Vj,k € Z: Es gelte ggT(jk, M) = 1, sprich ggT(j, M) =
1,ggT(k, M) = 1. (Alle anderen Fille sind klar.) Dann erhalten wir

Y(jk) = x(jk + zM), fiir geeignetes z € Z,

$() - (k) = x( +xM) - x(k +yM) = x((j +xM) - (k +yM))
Wir miissen zeigen, dass ggT((j + xM) - (k+yM), N) =1 gilt.
Das folgt jedoch bereits aus ggT(j + xM, N) =1 und ggT(k+yM,N) = 1.

(i) ¥(k) = ¢(n), falls k = n mod M: Wir betrachten nur 0 # k = n mod M, dann
erhalten wir k + xM wie oben dargestellt und insbesondere konnen wir y so
wdhlen, dass n + yM = k + xM. Der Rest ist klar.

Fir n € Z gilt

0, falls geT(n, N) > 1,
{ ggT(n, N) }:X(”)-

p(n) = x(n), fallsggT(n,N)=1
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Man erhilt als Umkehrung folgendes Korollar:

(1.5) Korollar
Fiir einen DiricHLETschen Charakter Y mod N sind dquivalent:

(i) x ist primitiv.

(i) ZujedenM € N, M | N, M < N gibtes m,n € Z mit ggT(m,N) = ggT(n,N) =
1, m = n mod M und

x(m) # x(n).
(iii) Zu jedem M € N, M | N, M < N gibt es ein n € Z mit ggT(n,N) = 1,
n =1mod M und
x(n) # 1. o

Eine weitere Anwendung ist das néchste Korollar.

(1.6) Korollar
Sei x ein DiricHLETscher Charakter mod N mit Fithrer M. Dann existiert ein Di1-
RICHLETScher Charakter ¥ mod M mit

X=Xo¢
P ist eindeutig bestimmt und primitiv. o

Beweis
Der Satz 1.4 liefert uns bereits Existenz und Eindeutigkeit von ¢. Zu zeigen bleibt
die Primitivitat. Hatte ¢ einen Fithrer M* < M, so gdbe es nach dem Satz 1.4 einen
DiricHLETschen Charakter * mod M* mit

(M)

Y =X P

Also

x=x g =AM Ay = s
Das ist ein Widersprich zur Minimalitdt von M, da x als Fithrer M hat und da-
her nicht als Verkntipfung des Hauptcharakters mod N und eines DiricHLETSchen
Charakters modM* dargestellt werden kann, wenn M* < M. Dafiir miisste M*
dann auch ein induzierter Modul sein, was nicht sein kann. (*): M | N: Aus ggT(n, N)
1 folgt ggT(n, M) = 1, aber aus ggT(n, N) > 1 folgt nicht ggT(n, M), wohl aber gilt

ggT(n, M) > 1= ggT(n,N) > 1. Daher: i) =0 = x™ =o. a
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(1.7) Definition
Ist x ein DiricHLETScher Charakter mod N und m € Z, so nennt man

Gmx) = Y, x(m)@mm™
n mod N

die Gausssche Summe zu x und m. Wir kiirzen G, := G(1, x) ab. ©
Zur Veranschaulichung dienen zwei Beispiele.

(1.8) Beispiel
a) Sei x der DiricHLETsche Charakter mod 4 mit x(—1) = —1 (siehe [1] I, 6.7). Dann
gilt
_ mimn/2 21 rim/2 _—mim/2 s @
G(m,x)= Y. x(ne =e e = 2151n< 5 )

n mod 4

b) Sei x(n) = (%) (Legendre-Symbol). Dann gilt

2n

G(m, x) MD=LXRI=AE orim /3 p=2im/3 _ pjsi (—ng) Sin(ZT) x(m)iv/3.

o
Nun leiten wir Aussagen iiber Gausssche Summen her.
(1.9) Lemma
Sei x ein DiricHLETscher Charakter mod N. So gilt fiir alle
m € Z mit ggT(m,N) =1
G(m, x) = x(m) - Gy. o
Beweis
Mit n durchlduft auch mn ein Vertretersystem mod N. Daher gilt
Gmx)= ¥ x(memm™
n mod N
=[x (m) |=lc(m) - ~
nmod N
=X ¥ xmmem /N
n mod N
=x(m) Y x(m)er™ N = (m)Gy.
n mod N U
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Die Formel dieses Lemmas gilt i. Allg. nicht fiir alle m € Z, denn

GOx)= ), x(n)= {O’ falls x # xo (siehe [1]1, 6.5 a)),

nmod N ¢(N)/ falls X = Xo

(1.10) Satz
Sei x ein primitiver DiricHLETscher Charakter mod N. Dann gilt

a) G(m,x) = x(m) - Gy fur alle m € Z.
b) Gy -Gy = x(—1)N.

) |G(m, x)| = VN, falls ggT(m,N) = 1 o
Beweis
a) Wegen des vorherigen Lemmas verbleibt der Fall ggT(m, N) > 1. Dann gilt
N
i=————< <N, M|N.
ggT(m,N) |
Nach 1.5, (iii) existiert ein ¥ = 1 mod M mit ggT(r, N) =1 und x(r) # 1(, x(r) #
0)(**). Mit den Rechenregeln fiir Kongruenzen (m # 0, a = b mod m &

ca = cb mod m, Beweis:

a = b mod ggTT(nm,C) & ggTTm,e) | (b—a) < m|ggT(c,m)(b—a)=m|c(b—a)

mlcAmy(b—a), =m|ggT((m,c)(b—a)=m/ggT(m,c)| (b—a)

micAm|(b—a), =m|c(b—a)= BLmI0) o7

m ‘ C(b—ﬂ) < T( gg"li({ﬂb,c)m )
— ¢ . gg m,c —a B
-~ ggT(m,c) _ m J;‘ m/ggT(m,c) | (b—a)
\'e NV

\ €z €Z

) und aufgrund der passenden Definition von M erhalten wir:
rm = m mod N

D.h. es existiert ein x € Z, so dass m = rm + xN. Insbesondere erhalten wir:
e2mmin/N _ p2min(rm+xN)/N _ p2minrm/N _ ,2minx gg fOlgt

=1

x(r)G(m,x)= Y x(nr)em /N
n mod N

3-0. Z X(nr)eZm'rmn/N
nmod N

= ¥ xm@ N = Glm, ).
n mod N

2]
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Also muss wegen (*¥) gelten:
G(m, x) = 0= Xx(m)- Gy
b) Mit a) gilt:

GX X GX — Z GX . X(n)eznin/N a:) Z G(n,X)EZm'n/N
n mod N n mod N

— Z Z X(m)eZNinm/N . 62nin/N
n mod N m mod N

= ¥ xm ¥ (&)t

m mod N n mod N

Falls m 4+ 1 # 0 mod N, ist die letzte Summe {tiber n gleich 0, da nach der geome-
n 17(627ri(m+1)/N)N71+1
= - — 0.
1— (e2m(m+1)/N)
Falls m +1 = 0 mod N ist die Summe N, da 2™k = ¢0 = 1, sprich N-mal 1 ad-
diert wird. Es folgt: G, - Gy = x(—1) - N, da m = —1 der einzige vorkommende
Fall ist, bei dem die letzte Summe nicht null wird, sondern N, wie zuvor erklart.

trischen Summenformel gilt: }, .oq N (ezm(mﬂ)/ N )

c) Es gilt |x(m)| = 1. Also mit a) und b)
= ) = =
|G(m1X)|2 = G(m,)() ’ G(m,)() a: X(m)X(m)GX ’ GX = (_1)GX ’ GX
[1]I:,6.8 N.
Q! |
X(=1)-Gr=x(-1)- Y} XmerN
nmod N

= Y X(=Dx(m)e Y
nmod N

— Z X(_n)e—Zrcin/N — EX
nmod N U

Nun noch ein Lemma zu Produkten DiricHLETscher Charaktere.

(1.11) Lemma
Sei x bzw. i ein DiricHLETscher Charakter mod N bzw. mod M mit
ggT(M,N) = 1. Dann ist ) - i ein DiricHLETscher Charakter mod MN und es gilt

Gxp = X(M)P(N) - Gy Gy o

10
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Beweis
Durchldauft m bzw. n ein Vertretersystem mod M bzw. mod N, so durchlauft

g =mN +nM

ein Vertretersystem mod MN. Denn da M und N teilerfremd sind, existieren x,y €
Z, so dass 1 = xM+yN & g = (gx)M + (qy)N. Weiter sind gx, qy wie folgt
darstellbar: gx = n + jyN, qy = m + iy M. Also gilt

q=(n+jN)M+ (m+igM)N = nM+ mN + (j; +i;) MN,
nM + mN + (j; + i) MN = nM + mN mod MN

q lasst sich also so darstellen. |Z/MNZ| = MN, |Z/MZ|-|Z/NZ| = M- N, so dass
sichjedes q € Z/MNZ darstellen lasst als g = mN +nM mod MN,m € Z/MZ,n €
Z/NZ. Eine Teilmenge von {mN + nM} ist Vertretersystem von Z/MNZ.

Da {mN + nM} hochstens MN Elemente enthilt, ist ein irreduzibles Vertretersystem
schon durch diese Menge gegeben. Nun folgt

Gyp= 2, (xg)(q)e™a™MN

g mod MN

= Y X (N + M) (mN + n M) mN-+nM)/ MN
m mod N,n mod N

11L68 x(M)p(N) Z x(n)p(m) . 2mim/ M 2min/N

m mod M, n mod N
= X(M)9(N) - GxGy.

Wegen

x¥(q) = x¢p(mN +nM) = x(mN + nM) - p(mN + nM)

~—
=nM mod N =mN mod M

= x(nM)p(mN) = x(n)x(M)p(m)p(N),

muss, wenn 1 - x ein DIRICHLETscher Charakter mod MN sein soll, gezeigt werden,
dass ggT(q, MN) =1 < ggT(nM,N) =1 A ggT(mN, M) = 1.

Zunichst gilt ggT(q, MN) = 1 < ggT(q,N) = 1 A ggT(g, M) = 1, und damit folgt
schon das Gewtinschte:

ggT(mN +nM,N) =1« ggT(N,nM) =1
ggT(mN +nM,M) =1 < ggT(M,mN) = 1.

11



Gausssche Summe und die Theta Reihe §2 Theta-Reihe

Somit ist auch klar, dass ggT(q, MN) > 1 & ggT(N,nM) = 1 AggT(M,mN) > 1
oder ggT(N,nM) > 1 A ggT(M,mN) = 1 oder beide grofler 1. Nachdem wir dies
gezeigt haben, folgen alle restlichen Eigenschaften des DiricHLETschen Charakters
aus der Tatsachen, dass x und ¢ bereits DiricHLETsche Charaktere sind. O

§2 Theta-Reihe

(2.1) Definition
Firu,v € Cund z € H := {z € C;Imz > 0} nennt man
@(u TJ'Z) — Z eni(n+u)zz+2ni(n+u)v
nez
die Theta-Reihe in z zur Charakteristik (u,v). ©

Das Konvergenzverhalten von Theta-Reihen wird in dem folgenden Lemma be-
schrieben.

(2.2) Lemma

Die Theta-Reihe ©(u,v;z) konvergiert absolut gleichmifig in jedem Kompaktum
K C € x C x H und ist holomorph als Funktion von u € C,v € C,z € H. o
Beweis

Sei K C C x C x H kompakt. Dann wahlen wir ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft

1
lu| <e¢, |v] <¢ |z] <c¢ Imz > - fur alle (u,v,z) € K

(Imz ist als reellwertige stetige Funktion auf einem Kompaktum beschrankt.)

Sei u = uj +iup, v = vy +1ivy, z = x + iy. Dann ist auch klar, dass gilt: |uq]| <
¢, luz] < ¢ |v1| < ¢, |v2| < ¢, |x| < ¢,y < c. Nun schiatzen wir den Realteil des
Exponenten ab. Man erhilt fiir alle (1,v,z) € K mithilfe der vorausgegangen Uber-
legungen

R : = Re(mi(n + u)?z + 27mti(n + u)v)
= Re(mi((n+ u)? 4+ 2(n + uy)iuy — u3)(x + iy) + (27win + 2mwiug — 27tu) (v1 + iv))
= —2(n 4 uy)uprtx — mry(n 4+ uq)? + wudy — 2mwupvy — 2oy — 2mUq v,

=n(—y(n+ u1)2 + yu% — 2xup(n 4+ uy) — 2va(n + uy) — 2upvq)

1
<m (—E(n+u1)2+c3+20(c+1) |n+ uq| +2c2> :

12
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Als Polynom vom Grad 1 existiert entsprechend der Wachstumsaussage aus Ana I
ein N € IN (alternativ siehe [2], S. 55), so dass % |n| < (n+u7) < 2|n| firralle [n| > N
gilt. Wir konnen damit noch weiter abschitzen. Nun gilt

11
R<m 3 In|> +2c(c +1)2|n| +2¢% + ¢ | . Fiir N groB genug, wird R; fiir alle

(. J

Z;?Ql
|n| > N negativ. Auf dieses Polynom wenden wir nochmal die Wachstumsaussage
an: 11
2
3|21

4c

1
< ’_E n> +2c(c+1)2|n| 4 2¢% +

1
=1 n|* —2c(c +1)2|n| —2¢% — 3

1 1
e n)? > e n)? +2c(c +1)2 |n| +2¢% 4
T 1 n|* 4+ 2¢(c +1)2|n| + 262 +
8c - 4c

Es gilt noch —g- - In> < —4 - |n|, so dass
|€Z| — pRe(2) < o8l
1]

e"& < 1, so dass wir die geometrische Reihe ¥_,.5 (e*8%> als Majorante erhal-

ten und damit ebenfalls die absolut gleichméfiige Konvergenz auf K (nach Ana II).
Mit diesem Ergebnis und aufgrund der Tatsache, dass jeder einzelne Summand
der Reihe holomorph ist (exp ist ganze Funktion) ergibt sich nach dem WEIER-
sTrAssschen Konvergenzsatz ([2] III, 5.1) die Holomorphie von ©(u, v; z) als Funkti-
onvon u,v,Zz. U

Zentral ist jedoch das folgende Ergebnis

(2.3) Satz
Firalleu,v € C, z € H gilt

1 .
@(—U,u;—g) = % L e 2T, O(u,v;z).

Dabei ist der Zweig der Wurzel zu wihlen, der fiir z = iy positiv ist. o
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Beweis
Fiir den Zweig der Wurzel stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, allerdings ist

er durch die Vorgabe schon bestimmt, da wegen y > 0 gilt \/; = ¥ > 0. D.h.
VE= e3Log(z/i).
1

Nach dem Identitdtssatz kann man sich darauf beschrianken, die Gleichheit der bei-
den Funktionen fiir z = iy nachzuweisen, da beide auf H holomorph sind und die
Menge {iy;y > 0} einen Haufungspunkt besitzt. Sind u € C, y € R’ gegeben, so
betrachtet man die ganze Funktion

¢:C—=C,9(v):=0 (—v, u; 1) = Y e 70 y2mi(n—o)u
y

nesz

Da man wegen der absoluten Konvergenz umordnen darf, hat man
¢ (v+1) = ¢(v) fir alle v € C.

Nach [2] V, 4.3 besitzt ¢ eine FOURIER-Entwicklung

(P(U) — Z lxmezm'mv,

nez

14
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wobei fiir m € Z wegen der absolut gleichméfiigen Konvergenz von ¢ gilt:

1
- / q)( —2mtimo 7., _/ Z e—n n—v)?/y+2mi(n—ov)u— mev:mmn dov

)2 /y—2mi(v—n)u—27mim(v—n) do

O\H

||>—1

1
Z /e (v—n)?/y—2mi(v—n)u—27mim(v— n)d
0

nesz

—mv? /y—2mtiv(u+m) d

(4 [

—n(}722+2i%\/y(u+m)+i2\/y2(m+u)2+(m+u)2\/yz) -

IE
— e—n(m+u)2y / e—rc(v/\/y—&—i\/y(m—i—u))z do

t=2, dt=Lodo , T . >
_ \/y'e—n(m—l—u)y/e—n(t—i—z\/y(m—l—u)) At

—1 ([2] VI, 3.9)
_ ey

Also gilt mit

@(—v,u;i) Z \/g e~ m+u 27Timv

Yy meZ

Z \/y e~ 7t (mA4-u)2y+2mimo(+2mivo—27iu)
meZ

= /y-e —27iuv Z e~ 7t (m+u)2y+27tiv(m-+u)
meZ

- e 2T @(u,v; iy)

die Behauptung. O
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Wir betrachten den Spezialfall

%(y) :==0(0,0;iy) = Z e_NHZy/y >0,

nesz

und erhalten damit das Ergebnis von Euler.

(2.4) Korollar
Fiir alle y > 0 gilt

Beweis

9 (1) o) (0,0; ;) -0 (0, 0; —%) = Z'73./69(0, 0;iy) = Vvyd(y)

Yy O

Weil die Theta-Reihe nach dem Lemma 2.2 lokal-gleichméfSig konvergiert, darf man
gliedweise differenzieren und erhalt

1 0

* Co) omi(ndu)?z2mi(nu)o L 9 .
O*(u,v;z) : nezz(n +u)-e 5 av@)(u,v,z).
Wegen
1 0 2mive  ,—mi(n—0)%/z4+2mi(n—o)u\ _ 1 2miuy | —mi(n—v)?/z+2mi(n—0v)u
Trige (71 e ) = ln—o) @

folgt durch Differentiation beider Seiten in 2.3 das

(2.5) Korollar
Fiir alle u,v € C und z € H gilt

O (—v,u; —%) =z-\z/i-e PO, O (u,v;z).
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Beweis
« ) 1 9
O (u,v;z) =550 —0(u,v;2)
Sat223 1 9 1 27‘[iuv . 1
27 00 /2 /i O(=vu; z)
1 19 27r1uv 1
\/ 1 27 av O(-v )
$.0. 1 1 P27y Z (Tl N Z))e—m'(n—v)z/z—i—27ri(n—v)u
z Z/i nesz
_ 1 1 27TIUT 1 i 1
zZ+/z/i 2771 ou (—o,u; =)
1 1 27TIUD oy * 1
= ———¢ O (—v,u; ——
Z+/z/i ( z)
@@*(—v,u;—%) =z-Vz/i e 7. @*(u,v;z2) -
(2.6) Lemma
Sei ¢ der Theta-Nullwert, also
9:H—C,t— 0(0,0;7) Zem”T
nez
und f definiert durch
fTH=Cre (1) +8(r+1) +1774 081 -1/1).
Dann gilt
a) (1) +0(t+1) =2-0(47) VT € H,
b) f(t+1) = f(7), f(-1/7) =*f(r) VT € I,
Q) 0(1—1/7) = VT/i- ey /2Ty ¢ H. o
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Beweis
1.

I(T) + (T +1) = Y T4 Y T = Y7 Ty (1))
neZ neZ ne’ \\'/2_/
eT[Z‘Vl
= o 0+ 204 4 0+ 20167 4 0 + 20367 4

—2. Y T — 2. 9 (41)
nez

2. Zu zeigen:

1
T+1

B+ +B(r+2)+(r+1)* 981 - )=® )+ B+ 1)+t 81 -1/7)

88 (T+2)=0

8T
& ()(T+1)_4-198(1— L

T+1

() () o () - (o222)

Und wegen ¢° (_(T+—1)+2T> =Y,z p— i 2min gilt 98 (TT_1> — 8 (-(H—l))/

T T
=1

(1) () = (),

was wegen i* = 1 gerade die Theta-Transformationsformel aussagt. Fiir f(— %) =
£ (1) ist zu zeigen:

y=1%*91-1/7)

so dass

B(=1/1)+8(-1/7+1) + (—%) - B+ =1 (198(7) + ¥t +1)+ 1t %1 - 1/r))
T

= ¥(=1/1) = (1),

was erneut die Aussage der Theta-Transformationsformel bestatigt.
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3.
VT/i- Z (12T [T 0(1/2,0;7)
nez

Saté2.3 @(0,1/2,’—1/1’)

_ Z e—m’nzl/r—i-m‘n
nez

= Y e /T ©(0,0,1—1/1) = 8(1—1/7)
nez

O
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