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0 Einleitung

In dieser Seminarausarbeitung werden wir Gaufsche Summen und L-Reihen behandeln.
In den vorherigen Vortrigen wurden die Begriffe Dirichletscher Charakter sowie L-Reihe
schon eingefiihrt. Mithilfe des Dirichletschen Charakters konnen wir nun die Gaufssche
Summe definieren und in den ersten Sitzen, Korollaren und Lemmata einige Aussagen
dazu zeigen. Desweiteren werden wir Bernoullische Polynome betrachten, die eine Verall-
gemeinerung der Bernoulli-Zahlen darstellen. Auch hierzu werden einige schone Aussagen
gezeigt und ein Zusammenhang zur Gauftschen Summe gezogen, indem man die verall-
gemeinerten Bernoullischen Zahlen B, beziglich x definiert werden. Im zweiten Ab-
schnitt der Ausarbeitung wird dann auf die [-Reihe eingegangen und einige Fortsetzun-
gen sowie Funktionalgleichungen betrachtet. Dabei werden die Eigenschaften von prim-
itvien Dirichletschen Charakteren extensiv verwendet. Zudem werden die analytischen
Eigenschaften von ©-Reihen und I-Funktionen genutzt. Uber die gewonnen analytis-
chen Eigenschaften, werden mithilfe der verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen L-Reihen

an speziellen Stellen ausgerechnet.



1 Wiederholung

Zuerst werden wir einige Definitionen und wichtige Sitze der vorhergegangenen Kapitel
und aus der Funktionentheorie wiederholen.

(1.1) Satz (Satz von WEIERSTRASS, III(5.1))

Sei U C C offen und f, : U — C n € N, holomorphe Funktionen. Die Funktionenfolge
(fn)n>1 konvergiere lokal gleichmifig gegen eine Funktion f : U — C. Dann ist f
ebenfalls holomorph und fiir jedes £ € N konvergiert die Funktionenfolge ( ,(Lk)> . der

k-ten Ableitungen ebenfalls lokal gleichmé#Rig gegen f*), o

(1.2) Satz (II1(5.3))
Sei U C C offen und a,b € RU {£o00}, a < b. Wenn die Funktion f : U x (a,b) — C
stetig ist und eine Funktion M : (a,b) — R existiert, so dass

|f(z,t)| < M(t) fiiralle (z,¢) € U x (a,b)

und das uneigentliche RIEMANN-Integral fab M (t)dt existiert, dann ist die Funktion
b
F:U—-C, zr—>/f(z,t)dt,

stetig. Ist die Funktion f : U — C, z — f(z,t), fiir jedes t € (a,b) dariiber hinaus

holomorph und % stetig, so ist auch F' holomorph mit

(1.3) Definition (Gamma-Funktion)
Fiir z € C mit Re(z) > 0 definiert man die Gamma-Funktion durch:

[(z) = /t21etdt. o
0

Dazu gehort der folgende Satz aus der Funktionentheorie.

(1.4) Satz

Die Gamma-Funktion I'(2) besitzt eine Fortsetzung als meromorphe Funktion auf C. Sie
ist holomorph bis auf einfache Pole in —m, wobei m € Ny, mit dem Residuum

Res_n,,I'(2) = %



Dabei ist die Gamma-Funktion gegeben als eine Partialbruchentwicklung

[t o (D)™ 1
F(z):/tz Te7tdt + E : ,
1 — m)! z+m

wobei die Abbildung

Z /t21etdt
1

eine ganze Funktion ist.

(1.5) Lemma

Fiir die Gamma-Funktion gilt:

Beweis

Auch benétigt wird die Theta-Reihe und die Theta-Transformationformel.
(1.6) Definition (Theta-Reihe)

Fiir u,v € C und z € H nennt man
@(u’ v; Z) — Zeﬂ(n+u)22+27ri(n+u)v
nez
die Theta-Reihe in z zur Charakteristik (u,v).

(1.7) Satz (Theta-Transformationsformel)
Fiir alle u,v € C, z € H gilt

1 )
O(—v, u; —;) = /2/i- e . Q(u,v; 2).

Dabei ist der Zweig der Wurzel zu wahlen, der fiir 7 = iy positiv ist.



(1.8) Definition (Theta-Stern-Reihe)
Fiir u,v € C und z € H definiert man ©* durch

0% (u, vi) : = 3 (4 ) - AR

Dazu gehort die analoge Transformationsformel

(1.9) Satz
Fiir u,v € C und 2z € H gilt

@* (—U,u; _1) E AR lz/i . 67271'7;’[“) A @*(U7U;Z).
z

(1.10) Definition (MOBIUSsche my-Funktion)
Die Mobiussche my-Funktion wird fiir n = 1 durch p(1) = 1 und fiir n > 1 durch

(n) (=1)%, falls n = p;...px, p; € P paarweise verschieden,
pu(n) =
0, sonst.

definiert.
(1.11) Definition (EULERsche phi-Funktion)
Die durch
on) =t{keN: 1<k<n, ggT(k,n) =1}, neN,
definierte zahlentheoretische Funktion heifst die Eulersche phi-Funktion.

(1.12) Satz
a) Fiir die my-Funktion gilt:

Zu(d) _e(n) = 1, fallsn=1,

din 0, sonst.

Z,u(d)% = ¢(n) fir alle n € N,

din



(1.13) Lemma
Die Eulersche ¢-Funktion ist multiplikativ und es gilt

gp(n)zn-E(l—%). o

(1.14) Definition (DIRICHLETscher Charakter)

X : Z — Cist ein Dirichletscher Charakter mod N, wobei N € N, wenn fiir alle n € N mit
ggT(n, N) > 1 gilt: x(n) = 0. Zudem ist der Dirichletsche Charakter multiplikativ, also
x(m-n) = x(m)x(n) und es gilt x(1) = 1. Daraus ergibt sich, dass x(1) = x(—1-—1) =
x(=1)? = 1 und fiihrt zu der Notation: x heift gerade, wenn y(—1) = 1 und ungerade,
falls x(—1) = —1.

M € N heiftt induzierter Modul von x, wenn folgendes erfiillt ist:

e M|N und M < N.

e Fiir alle m,n € Z mit m = n mod M und ggT(m,N) = ggT(n,N) = 1 gilt
x(m) = x(n).

Der Fiihrer von x ist der kleinste induzierte Modul. Wenn y den Fiihrer N hat, so heifst

X primitiver Charakter mod N. o

Beispiele fiir Dirichletsche Charaktere mod N sind die folgenden drei:
(1.15) Beispiel

1, wenn ggT(n,N) =1,
1. Der Hauptcharakter xo(n) = geT( )

0, sonst.

es existiert ein z € Z mit x> =n mod p und p{ n,

1
2 xm) = (2) =20, pln,

—1, sonst.

1, falls n =1 mod N,
3. x(n) =< —1, fallsn=—1 mod N, o
0, sonst.

(1.16) Satz (I(6.10))
X sei ein Dirichletscher Charakter mod N, dann gilt

= &

@(N), falls x = xo,
> x(n)
nmod N 07 falls X # Xo-



(1.17) Korollar
Sei x Dirichletscher Charakter mod N mit Fihrer M, M # N. Dann existiert ein
Dirichletscher Charakter vy mod M mit

X = Xo .
Dabei ist ¢ eindeutig durch y und N bestimmt und primitiv, hat also den Fiihrer M.o

Sehr bedeutend fiir die in der Arbeit behandelten Satze ist die Definition der Gaufischen

Summe, hierzu werden spéter einige Aussagen zu bewiesen.

(1.18) Definition (GAUSSsche Summe)
x sei ein Dirichletscher Charakter mod N, m € Z. Dann definieren wir die Gaufsche

Summe zu x und m durch

G(m,x) = Z x(n)emimn/N,

nmod N

Desweiteren gilt die Notation G, = G(1, x). o

Einen Satz, den wir spéter noch benétigen, wollen wir auch noch zitieren.

(1.19) Satz
Sei x ein primitiver Charakter mod N, dann gilt:

o G(m,x)=Xx(m) -G, fiir alle m € Z.
o Gy -Gy = x(-1)N.
o |G(m,x)| = VN, falls ggT(m,N) = 1. o

Fiir das Bernoulli-Polynom verwenden wir die Bernoulli-Zahlen, deren Definition wie

folgt ausschaut:

(1.20) Definition (Bernoulli-Zahlen)

Sei
g(z) = G- i iann 0<|z] <2m
e —1 = n! ’ '
dann heifen die B,,, n € Ny die Bernoulli-Zahlen. o

Damit wollen wir nun zum eigentlichen Inhalt der Ausarbeitung kommen, genauer zu

einigen weiteren Aussagen zur Gauftschen Summe.



2 Gaulssche Summe und Bernoulli-Polynome

Wir beginnen dieses Kapitel direkt mit dem wohl technischstem und aufwendigstem
Beweis zur Gaufsschen Summe und werden danach zu den Bernoulli-Polynomen kommen.

Das nun folgende Lemma behandelt nicht-primitive Dirichletsche Charaktere.

(2.1) Lemma
a) Sei ¢ ein Dirichletscher Charakter mod M, zudem seien m € Z, N € N mit M|N.
Dann gilt
, 0, falls & ¥ m,
Z 7#(TL)QZTrm’m/N — N y ]\]\4] J(

b) Sei x ein Dirichletscher Charakter mod N und ¢ ein primitiver Dirichletscher
Charakter mod M mit x = xq - ¢, so erhalten wir fiir alle m € Z

6= X dn(5a) v (5) 7 (5)-

d|ggT(57,m)

Fiir g = ggT (%, M ) erhidlt man damit insbesondere die folgende Gleichheit:

G(%,Q :G¢-g-¢(%) /e(9)- °

Beweis

Zu a): Durchlaufe v ein Vertretersystem mod M und u ein Vertretersytem mod %7 dann
durchlauft n = uM + v ein Vertretersystem mod N, denn:

wdurchlauft {1, ..., %} und somit durchlduft uM das System {M,2M, ... N}. Da v das
ein Vertretersystem mod M durchliuft, schlieft es die Liicken und man erhilt damit die
Behauptung. Somit kénnen wir die Summe {iber » mod N umschreiben in eine Summe
iber (uM + v) mod N. Zudem beachte, dass ¢(cM) =0 V¢ € Z.

Z ¢(n)e27rimn/N

nmod N
_ Z ¢(V> 62m‘mu/N . Z 6Qm'wm/(J\f/M)
v mod M w mod %
B 0, falls % fm,
T Zd M@b(y)e?m(mM/N)”/M =& .G ), falls & | m.



, 0, falls N {m,
Der letzte Schritt gilt, da >  e¥mmn/N — f
n mod N N, falls N | m.

Denn mit Hilfe der geometrischen Summe wissen wir fiir NV { m:

627rim —1=0

——~
N-1 -
eQﬂ'imn/N B e27HmN/N -1 0
o e2mimn/N _ | o
n=0
Fiir N | m erhalten wir die Summe iiber 1 und somit . e¥™/N = S ] =N,

n mod N n mod N
Damit ist die Aussage aus a) gezeigt.

Zu b): Fiir die Umformungen werden mehrere Vorbemerkungen benétigt. Mit M|N gilt:

ggT(n, N) =1 & ggT(n, M) = ggT( =1 (2)

n, M)
Die Inklsion = ist klar, zu der Riickrichtung: Sei N = [[,., pi". Da ggT(n,N) > 1,
muss n die Form Hjer?j Tliex p* annehmen. Dabei ist J C I und K N1 = 0. Wenn
nun ggT(n, M) = 1 gilt und M|N, dann bedeutet dies zum einen, dass M = Hjejp?j
mit @; < «; fiir j € J C I, zum anderen, dass J N J = ), denn n und M haben

keinen gemeinsamen Teiler, also teilen sie auch keinen Primfaktor. Dann muss aber

N

ggT(n,2) > 1 sein, denn: 4+ = [Lcnsp -Hjemjp?raj, also ist J eine Teilmenge von

N
M
Widerspruch zur Annahme, dass ggT (n, %) = 1 sein muss. Also ist auch ggT(n, N) = 1.

N
M
I'\ J und somit gibt es Primfaktoren, die von <; und von n geteilt werden. Dies ist ein

Zudem haben wir die Gleichheit folgender Mengen

A= {(n,d): ne{l,...,N}, dn, d|%} - {(dr,d): d|%, 7"6{17...,%}} —: B

(3)

Dies wollen wir vorab noch kurz beweisen.

AC B:Sei(n,d) € A=ne{l,...,N} und d|n, sowie d|(N/M). Damit erhalten wir
n/d € {1/d,2/d,...,N/d} und es muss weiterhin d|n gelten. Setze nun n/d =r € N =
re€{l,...,N/d} und es gilt weiterhin d|(N/M), also auch d|N, also ist N/d € N.

B C A: Nun haben wir (dr,d) € B. Es gilt also r € {1,..., N/d} und damit auch
dr € {d,..., N}. Setze nun dr = n, dann erhalten wir n € {d, ..., N} also insbesondere
auch n € {1,...,N}. Fiir dr = n erhalten wir desweiteren d|(dr) = n und haben somit
auch diese Inklusion gezeigt.

Als drittes bemerken wir noch fiir den Dirichletschen Charakter mod M:

P(n) =0 fir ggT(n, M) > 1. (4)



Gmx)= Y wwEmm

nmod N, ggT(n,N)=1

2> > u(dme

nmod N dlggT(n, 3)=1

é Z Z 27Timdr/N

d|M Tmod
dl% Tmodﬁ
2 mdM
=) pdw(d) - dMG ( i ’d})
‘M dMlm
’ i) i) o O o= N
= | z(;v )CH’<MC)77Z}(MC)G<07¢>,Wobelc_dM
clggT(&,m
(1.19) ﬁ ﬂ o
=" Gy | ,%;)CM(MC)%D(MC)@D(c)

geT (s . M)=1

Kurz zu (x): Setze ¢ = dann erhalten wir unter der Summe: ¢|m und A7|4%. Letztes

anr
gilt insbesondere, wenn ¢|2-. Zusammen ergibt dies dann ¢|ggT (2%, m).

Damit ist der erste Teil aus b) gezeigt. Setze nun m = %, damit erhalten wir
N N
G(=,x) =6, — .
(r)=6 X alyy)
|57, geT(H . M)=1

Da wir die zweite Behauptung aus b) zeigen wollen, setzen wir r = N/M und g =
ggT(r, M) und es bleibt fiir alle r € N

> p()essdn g

clr,ggT(Z,M)=1

. : . . . n, falls ggT (5, M) =1,
zu zeigen. Wir definieren die Funktion fy,(n) = "
0, sonst.

Auf der linken Seite der Gleichung haben wir die my-Funktion p(r) sowie die Abbildung
r+— ggT(r/n, M). Wenn wir die Summe umschreiben, steht dort

> fup(e)n (E)
dr

und wir haben somit eine Faltung zweier multiplikativer Zahlentheoretischer Funktionen,
die ebenfalls multiplikativ ist. Auf der rechten Seite haben wir die phi-Funktion ¢(r),

10



somit sind beide Seiten multiplikativ in r, also reicht es, Primzahlpotenzen zu betrachten.
Dafiir formen wir die Summe vorher noch um, damit wir {iber den ggT von ¢ und M

laufen koénnen, was die spéitere Rechnung vereinfacht. Wir beweisen im folgenden die
Gleichheit

r ro
>ooa(y)= X
c|r,ggT(%,M)=1 ¢élr,ggT(e,M)=1
Wir summieren dabei iiber die gleichen Funktionen, allerdings mit verschiedenen Indizes.
Also definieren wir, dhnlich wie im Beweis zu a), zwei Mengen
M, :={¢eN: ¢&rund ggT(¢, M) =1}
My = {Z e N: ¢|r und ggT (C,M) = 1}
c c
M, C My: Setze = = ¢, damit erhalten wir ¢ - é[r = ¢|r. Durch das setzen ergibt sich
automatisch auch, dass der ggT(¢, M) = 1 ist. Also ist = € M.
M, C My: Analog zum ersten Fall setze wieder ¢ = . Also ist Z|r = c|r. ggT (%, M) =1

ergibt sich wieder direkt durch das setzen von ¢ als ~.

Setzen wir nun ¢ = ¢, dann miissen wir jetzt nur noch

> Ly LoD

c|r, ggT(c,M)=1 ‘P(g)

zeigen. Dazu setzen wir
r=p%g=p",peP, 0<f<a, a>1

Fall 1: 8 =0

Dann ist g = 1 und zu zeigen bleibt: > p(c)s = o(r). Da ggT(r,M) =1=g,
clr,ggT(c,M)=1
folgt wegen c|r, dass auch ggT(c, M) = 1 gilt. Damit folgt mit Satz (1.12):

> uos =Y me= " ).
c|r, geT(c,M)=1 or
Fall 2: 5 > 1
g =ggT(r, M) > 1, also wird M vo p geteilt und so ist ggT(c, M) > 1 mit c|r. Es muss
also nur iiber ¢ = 1 summiert werden, damit erhalten wir auf der linken Seite p®. Auf
der rechten Seite berechnen wir:
Ple*) P —p*)
p(®) P -pt

~(p*=p*)

(- D/p

_p*(p—-1) °

p—1

11



Somit gilt auch hier die Gleichheit und wir haben b) gezeigt. 4

Aufbauend auf Satz (1.19) erhalten wir das folgende Korollar.

(2.2) Korollar
Fiir einen Dirichletschen Charakter x gilt:

X ist primitiv < G(m, x) = X(m)G, fiir alle m € Z. o

Beweis

“=": Siehe (1.19).

“ < 7: Sei x nicht primitiv, dann gibt es einen primitiven Charakter vy mod M mit
X = Xo - ¥, fiir M|N, M < N. Nach (2.1)b) gilt fiir g = ggT (&, M):

()-8 soor ()

Die Ungleichheit erhalten wir aufgrund der Tatsache, dass G, # 0, vergleiche dazu Satz

(1.19), denn sonst wiirde 0 = x(—1)N gelten. Der ggT sowie die phi-Funktion sind
ebenfalls ungleich Null. Fiir die letzte Gleichheit siehe Beweis zu Satz(5.10)a) im Skript
zur Analytischen Zahlentheorie. U

Damit ist die allgemeine Theorie zur Gauftschen Summe abgeschlossen und wir wenden
uns dem Thema der Bernoulli-Polynomen zu. Dazu zuerst die Definition der Bernoulli-

Polynome, die eine Verallgemeinerung der Bernoulli-Zahlen darstellen.
(2.3) Definition

Die Bernoulli-Polynome sind definiert durch

n

Bu(z) =Y <Z) By_wa* € Qla]. (6)

k=0

Dabei sind B,, die Bernoulli-Zahlen fiir n € N, sieche Definition (1.20). o

Die Bernoulli-Polynome sind normiert, da der n-te Koeffizient By = 1 ist.
(2.4) Beispiel
Mit den bekannten Werten fiir B,,, n =0,...,3, erhalten wir:

Bo(ﬂf) = BQ =1

1
Bl($):BQ$+Blz$—§

1
BQ(I) = B().Z‘2 +2Bll’+BQ = .732 -+ 6
: 3 1
Bs(x) = Box® + 3B1a” + 3Byw + By = 2* — Ja’ + ow o

12



Wir wollen nun mehrere Aussagen fiir dieses Polynom zeigen.
(2.5) Satz
a) B,(0) = B, fiir alle n € Ny,

b) LB,(z) = nB,_i(x) fiir alle n € N.

dx

) Yoo Bu(x)s = etfitl fir x € C, |t| < 27.

d) B,(1—2z)=(-1)"B,(x) fir alle n € Ny.

e) B,(z +1) = B,(z) +nz"! fiir alle n € N.

N yn _ Bui(N+1)=Bnyi(0 n i (n n+1-j
£) Soplg k= 2l nJZI =0 = 2 j—o(=1) (j)Bj]L—kj?' ¢
Beweis

a) Folgt direkt aus der Definition des Bernoulli-Polynoms, der einzige Koeffizient, welcher
nicht wegfillt, ist der fiir £ = 0, also B,.

b) Da die Summe endlich ist, kénnen wir die Ableitung mit der Summe vertauschen und
erhalten

n

d n k—1
@Bn(x) = Z k (k> B,,_1x

k=1
. n(n —1)! k—1
k B, _
2 (n—k)lkl """
k=1
~ (n—1 k—1
= nz (k _ 1)Bnkx
k=1
n—1 n— 1
= nz ( L )B(nl)ka: = an,l( )
k=0

¢) Mit der Definition der Bernoulli-Zahlen kénnen wir nun leicht rechnen, da beide

Summen absolut konvergente Potenzreihenentwicklung fiir 0 < |¢| < 27 sind und wir die

13



Cauchy-Produktregel anwenden konnen.

e”et ! = i%(zt)” nf% n—"”‘t"
_ i ;0 g Bt
- g ; Z_ik:'(nl— i ot
pONULE
_ nf% Bn(:)s);—n!

> tm c)
nZ:an(l _x>ﬁ T -1

te ot (—t)er(=)

l—et et—1
=Sy B
— n!

Mit anschliefendem Koeffizientenvergleich erfolgt das Ergebnis
B,(1 —z) = (—1)"B,(x) fiir alle n € Ny.

e) Analog zu d) erhalten wir mit ¢):

= tn o) telo
nZ:OBn(qul)ﬁ— g
B te® ot
et —1 tie
s e

14



Durch erneuten Koeffizientenvergleich erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.
f) Fiir diesen Beweis benétigen wir drei Vorbemerkungen, und zwar gilt:
Bui(k+1) = Buya(F) 2 Bosa (k) + (0 + DK = Byia(K) = (n+ DE" (7)
d
Bt (N +1) = Buia (1= (=N)) 2 (=1)"™" B,a (=) ®)
1 <n+1>_ 1 (n+1)!  nl 1
T n+l (nE1-)Y (n—HY! n+l1—j

n+1 J
Damit berechnen wir nun unter Ausnutzung der Teleskopsumme:
al (7)
SR E > (Bunk +1) = Bua(k)
k=
1
= "+ 1(Bn+1(N + 1) — By41(0))
® 1 n
Y (<1)" Bua(=N) = Busa)
1 n+1 n+1
= Z(—l)n+1_k< )Bn—l—l—ka — Bny
n+1 =~ k
1 & n+1 B
= ~1 BN
n+1 ]z;( y ( J ) n+1
©) i(n N By1
= —1) ; — 14+ (=1)").
() By g )

Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass B,, .1 = 0 fiir alle geraden n € N und
(1 —(=1)") = 0 fiir alle ungeraden n € N. O

Nun wollen wir die Bernoulli-Zahlen und den Dirichletschen Charakter zusammenfiihren
und definieren die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen.

(2.6) Definition
Sei y ein Dirichletscher Charakter mod N, dann definiert man die verallgemeinerten

Bernoulli-Zahlen B, , beziiglich x durch

— x(k)tekt

eNt — 1
k=1

> tm 2T
= B, .— fir |t| < —. o

Einen Zusammenhang zu den Bernoulli-Polynomen beschreibt das folgende Lemma.
(2.7) Lemma
Sei y ein Dirichletscher Charakter mod N, dann gilt

N—-1 k
B,,=N"1 BB, | —

15



und B, ist dabei aus Q(x(j),j mod N). o

Beweis
Mit Hilfe der Aussagen aus (2.5) und der Definition zeigt man einfach:

> 1" Def N X(k)tektN/N
DBy = DN T

kE\ t"
=y N! k)B, | — | —.
> 5 () 5
Die Behauptung erfolgt wieder iiber einen Koeffizientenvergleich. 0

Bevor wir zu den L-Reihen iibergehen, werden wir noch ein letztes Korollar zum Thema

verallgemeinerte Bernoulli-Polynome zeigen.

(2.8) Korollar
Sei x ein Dirichletscher Charakter mod N.

a) Es gilt

©(N)/N, falls x = xo,

BO, ==
* o, falls v % Xo.

b) Gilt x(—1) = 1, also ist x gerade, so folgt fiir die verallgemeinerten Bernoulli-

Zahlen
B, , =0 fiir alle ungeraden n € N.
¢) Gilt x(—1) = —1, also ist y ungerade, so folgt fiir die verallgemeinerten Bernoulli-
Zahlen

B, , =0 fiir alle geraden n € Ny. o

16



Beweis
Zu a): Mit (2.3), (2.5) und (2.7) folgt schnell

k
BOX = Nﬁl X(k>BO (N)
k=1
= (1.12) QO(N)/N7 falls x = xo,
=N"') x(k) =
=1 0, falls x # Xo-

Zu b) und ¢): Mit (2.5) und der Tatsache, dass y multiplikativ ist und x(k + N) = x(k)

gilt, erhalten wir

Damit erhalten wir dann fiir b): x(—1) =1 = B,,, = (—1)"B,,,, also ist B, , = 0 fiir
alle ungeraden n € N.

¢) folgt dann analog. O

3 Dirichletsche L-Reihen

Nach einer Einleitung durch Sebastian Schonitz, der unter anderem die Eulersche Pro-
duktentwicklung sowie die meromorphe Fortsetzung in die rechte Halbebene bewiesen
hat, werden wir einige analoge Ergebnisse zu L-Reihen zeigen und vertiefen.

(3.1) Definition (Dirichletsche L-Reihe)

Sei x ein Dirichletscher Charakter mod N, dann heifst

L(x,s) == Dy(s) = Zx(n)n_s

die Dirichletsche L-Reihe zum Charakter y. o
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(3.2) Lemma
Sei ¢ mod M ein primitiver Dirichletscher Charakter, welcher Y mod N induziert, dabei
gilt M|N. So erhalten wir

L s)= | [JA=¢@p~) | - L(w,s) fiir Re(s) > 1,

pIN
wobei dabei iiber p € P multipliziert wird. o

Beweis
Mit der Eulerschen Produktentwicklung haben wir

L) =[J0=xpr ) =[]0 =xp) " ][0 = xp)p—) "

p pIN PN
:17x(p):0 fiir p|N
=TI~ (o - )@ ) ™ #= T — wop )
pIN pIN
=TI =v@p) " T]0 - ¢@p™)
p p|N

= [T = o) L) -

pIN
Nun eine Verallgemeinerung des Satzes 1(6.13) fiir L-Reihen mit dem Dirichletschen
Hauptcharakter yj.

(3.3) Korollar
Sei xo der Hauptcharakter mod N und N > 1. dann besitzt die Dirichletsche L-Reihe

L(xo,s) = [J(1 =p7*) - ¢(s) (10)

p|N

eine meromorphe Fortsetzung in ganz C. Es gilt, dass L(xo, s) holomorph auf C \ {s}
ist mit Pol bei s = 1. Dort hat L(xo, s) das Residuum

N
Ress—1 L(xo0,s) = %
Dabei gilt aukerdem
L(xo0,—2n) =0 fiir alle n € N,. o

18



Beweis

Die Gleichheit (10) folgt aus (3.1) mit xo = xo - 1. Der Satz [(4.14) besagt: ((s) besitzt
eine meromorphe Fortsetzung auf C mit einfachem Pol bei s = 1 und Res,—1((s) = 1.
Zudem gilt:

¢(0)=—=, ((—2n)=0 firalleneN.

Damit erhalten wir L(xo, —2n) = 0. Weiterhin ist s — [ 5(1 —p~*) eine ganze Funk-
tion, da p # 0, mit Nullstelle bei s = 0. Damit erhalten wir L(x,0) = 0. Desweiteren

gilt fiir das Residuum, was schon in dem Vortrag von Sebastian Schénitz gezeigt wurde:

Ress:1L<X07 S) = H(l - p_s)|521 ' ReSs:1C(3)
—_——

pIN =1

=[[a-»"

p|N

(1.13) (V)

g
N

Damit wére der erste Teil iiber Gaufsche Summen und die Einleitung zu L-Reihen fertig
und wir werden im folgenden dann die L-Reihen weiter vertiefen und uns Fortsetzungen
als ganze Funktion sowie Funktionalgleichungen dazu anschauen. Da der erste Satz des
zweiten Teils dieser Ausarbeitung einen langen Beweis hat, werden wir mit vorbereiten-

den Lemmata beginnen, um den anschliefsenden Beweis des Satzes zu vekiirzen.

(3.4) Lemma
Fiir ein k € {1,..., N — 1} gilt:

i(@ﬁ):@ﬂ;y);(@H;y)? o

—S

Beweis

Wir berechnen die einzelnen Summanden und beginnen mit (n + %)

(o) s (e 2))

n=0 n=0

Zu zeigen bleibt noch

i(nJrNA_fk)_S; _i ((n+%>2>2 (12)
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o] ]{3 —8 [e¢) k) 2 _%
Z(n—l—l—N) = ((n—ﬁ>> daVn >1giltn—k/N >0

n=—oo

somit erhalten wir die Behauptung. U

Die ©-Reihen und ©*-Reihen, die uns spiter begegnen werden sind jeweils exponen-
tiell fallend. Dieses Verhalten werden wir im folgenden Lemma zusammenfassen und

beweisen.

(3.5) Lemma (Abschitzungen zur ©-Reihe und ©*-Reihe)
Es gibt C1,Cy,C3,Cy < 00, Yk € {l,...., N —1} und xo # x gelten die Abschéitzungen:

N

1
(X ( zy)> ce¥ < Oy fiiry € [1,00)
=1

k
@* (N ) ﬂ-y/N < 03 fiir Yy E [1 OO)

a) O (—,O;iy) Ce™INT 2Oy fiir y € 1, 00),

(O, ")~ey<C4 fir y € [1, 00). o
Beweis
Zu a):
@ (N707Zy) ewy/NZ _ Zefﬂ'y(nJrN) eTI'y/N2
nez
— ewy<ﬁ7<n+%>2>
NneZ
=N () R) 4 S e ((n1-%)"~2)
n=0 n=0

20



Wir wollen den Exponenten fiir n > 1 abschéitzen:

Lk S U 2, gk =1 ([ ?
TN Nz " N N
—

>0

Damit erhalten wir

*\ 2 00
o (5,0;@) eV < 9 (OHF) Rz) 3 g
n=1

N
- —nyn Geom.Reihe 1
§2+nzzoe — 2+—1_6_7ry<oo'
Zu b)
N-1 f No1
——1 = —mn2y-+2mink/N
(v e (0.-giin)) =X um Y
k=1 k=1 neZ
Nl N-1
—mn2y+2min -
= > x(k) Z e~y 2mink/N | Z (k) e2miOk/N
k::l ’VLGZ\{O} l€:1 J
=0 d;,X#XO
N-1 0o
= x(k) -2 Z oY (627rz'nk/N + 627ri—nk/N)
k=1 n=1

Wir betrachten nun | SN (x(k) © (0, —%;iy)) - e,

wobei wir verwenden dass |62m”’“/N + eQm_nk/N‘ <2.

N-1 k A N—-1 o0
k)©(0,——;i eV <2 k)| - e~ Uty
> (xwe (o) ) |22 T w13
—————

1—e™
n=1

= é . Zey(l_ﬂ—n2) S é’; < 0.

Analog zu a) kénnen wir also wieder mit der geometrischen Reihe argumentieren und

erhalten die Abschitzung nach oben, da (1 — 7n?) < —n < 0 fiir n > 1.
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Zu c):

neZ
d e_”(”“‘%)Qy
- k
y nezZ -n (n _|— ﬁ)

Der vorletzte Rechenschritt wird méglich, da (n+ £) # 0 Vn € N. Nach IV.66 (Jon-
genskript Analysis II) ldsst sich Ableitung und Reihe vertauschen, falls die folgenden
Voraussetzungen sind erfiillt

d e_”(’“r%)Qy
Z fo: Z W gleichméfig konvergent

7r<n+%)2y
n = ———  konvergent in mindestens einem Punkt
) D Z T(n+ L) &

1) wird erfiillt, da die Reihe Offensichtlich lokal gleichméfig gegen ©* kovergiert. 2) wird
durch die folgende Ungleichung erfiillt:

_”("+%)29 e_“(%)Qy e_”("Jr%)zy (-t )y

Nun zeigen wir, dass f’ exponentiell fallt:

2. ™/ Z

neL €7

ﬁ Zeﬂr(nm) wbmy/N? 2 &y
g nez

() <n+%>2y+w/zv2

Wir erkennen die Ungleichung aus a) wieder. Somit haben wir fiir den Ausdruck (n + %) #*
0 Vn € N exponentiell fallendes Verhalten gezeigt. Falls eine Funktion |f(¢)| exponen-
tiell fallt und die Funktion folgende Form hat:

=S e (), a,eC
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so muss auch f’(t) exponentiell fallen, da fiir y hinreichend grof gilt

|f(y)] < cre™®Y

o0

fly)=>Y_ —mnya, (e™)"

n=1

=[Sl < csem

Was zur Folge hat, dass auch ©* (%, 0; iy) exponentiell fallendes Verhalten in y hat.
Zu d):

_ 2_orink
§ n-e Y™ 2ming

k
o (0. 5)| -
ne”L

o0

< 2- E ne~ym™
n=1
o0

1 d 2
<2- ——e
andye

n=1

1 d & >
<2.__ —Yymn

n=1

Auch hier kann man auf die vorherigen Abschitzung zuriickkommen:
o 5 wie in b) ~
Z ey L oy) C,
n=1

Womit d) analog zu c¢) folgt.

Die letzte Abschatzung die benotigt wird ist:

(3.6) Lemma
Sei x ein Dirichletscher Charakter mod N und N > 1 so gilt:

< C-yR yy e (0, %).
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Beweis

k

EOO: Y R+1
Bk—i—l X S C- Yy

’ |
k=R+1 (k - 1)'

% k
—(R+2) Yy
& WY Bung | <€
k=R-+2

[\ J/

)

Der Reihe (%) auf der linken Seite ist eine Teilsumme einer glm. konvergenten Reihe,
die spéter in der Ausarbeitung als F) (y) bezeichnet wird. Da (x) in 0 eine Nullstelle der
Ordnung R + 2 hat ist der gesamte Ausdruck im Betrag holomorph fortsetzbar, nimmt
dementsprechend einen festen Wert in 0 an , was die Beschrénktheit fiir alle y € (0, %)
liefert. U

Quasi alle Holomorphieaussagen iiber L-Reihen konnen iiber das folgende Lemma gezeigt
werden.

(3.7) Lemma

Sei g(y) : R — R eine stetige Funktion mit |g(y)| < C} - e=*¥, wobei Oy, Cy > 0. So ist

F(s):C—=C ,sH/ysg(y)dy
1

eine ganze Funktion. o

Beweis

Wir verwenden Satz 1.2.

Fiir alle s € C existiert eine offene Menge U, so dass s € U.
f(s,t) :=y* - g(y) holomorph in U fiir alle y € [1,00).

[y ()] <y Crem Y = M(y)
Offensichtlich ist M (y) integrierbar und damit F'(s) holomorph in U. O

Mit der Vorarbeit dieser Lemmata konnen wir nun Sétze iiber die analytischen Eigen-
schaften der L-Reihen in Abhéngigkeit der zugrundeliegenden Dirichletschen Charaktere
beweisen. Dabei werden hauptséichlich primitive Charaktere betrachtet, da nach (3.2)
L-Reihen mit nicht primitiven Dirichletschen Charakteren auf L-Reihen mit primitiven

Dirichletschen Charakteren zuriicktgefithrt werden konnen.
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(3.8) Satz
Sei y ein primitiver Dirichletscher Charakter mod N und N > 1. Ist x gerade, es gelte
also x(—1) = 1, dann besitzt

L= (5) (3t

eine Fortsetzung als ganze Funktion von s und geniigt der folgenden Funktionalgleichung:
G
L(x,s) = —=L(x,1— s).
) N (X )

Dabei gilt L(x, s) # 0 fiir Re(s) > 1 oder Re(s) < 0.

L(x, s) ist eine ganze Funktion mit trivialen Nullstellen

L(x,—2n) = 0 fiir alle n € N,. o

Beweis
Wir betrachten zuerst s mit Re(s) > 1. Vorab betrachten wir L(y, s):

o0

L(x,s) =Y _ x(n)n™*

n=1

= X() 4 X227 A (NN 4 X@N)N)
= (1) x(2)27 4. (N = 1)(N = 1) + y()2N + 1) + ...

k=1

Damit erhalten wir fiir 2L(, s), beachte, dass x(k) = x(N — k), da x gerade:

2L(x,s) = 22 [X(k:) Y (nN + k)~
. (8- D2k nN) 4 (N ) SV — k)
B " =x(k) "7
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Nun zur Berechnung von 2L(x;, s):

™ S

2IL(x, s) = <N>; r <§> 2L(x, s)

k=1 n=0 n=0
5\ o= > AN k)"
= (7N) 21“(5) 2 x(k) ;%((n%—ﬁ) +<n+T) )
(3.4) 5\ A= k2 K
= (#N)~2T (§> x(k) (n—l— N)
k=1 neL
N-1 < 5\ 2 —3
NS h)-S 2F<§> <n+ﬁ>]
k=1 nez

LINEY by 3 [y
k=1 nEZO 4

Vorher mochten wir an dieser Stelle kldren warum sich Integral und Summe vertauschen
lassen. Nach dem Satz der majorisierten Konvergenz(siehe z.B. Analysis 8 Foster Satz 2
§9), bendtigen wir fiir die konvergente Funktionenfolge f,,, mit Lebesgue-integrierbaren

Gliedern, eine Lebesque integrierbare-Majorante F. Es muss also gelten:

\ful < F  Vn.
So kénnen wir schliessen, dass der Grenzwert der Funktionenfolge Lebesgue-integrierbar
ist. Unsere Funktionenfolge ist f(y) = S_¢__, y*/2e ™ +k/N)* " da es integriert um

eine endliche Summe von I'-Funktionen handelt und Re(s) > 1 ist, erhalten wir die
Lebesgue-Integrierbarkeit. Die Folge konvergiert gleichmifig gegen die ©-Funktion. Als
Majorante erkennen wir eine Funktion der Form clyRe(s)/Q_le_C?y mit c¢1,co > 0. Diese
ist Lebesgue-integrierbar, da Re(s)/2 —1 > —1. Es lésst sich nun Summe und Integral
vertauschen, da dies gleichbedeutend mit dem reinziehen des Limes der Partiallsummen
ins Integral ist. Im Verlauf der Ausarbeitung wird auf diese Argumentation mit dem

Symbol VI verwiesen.
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So erhalten wir fiir 2L(x, s) nun das gewiinschte.

. k k dy
9L N2 s/2 v (1-s)/2 v
/ E x(k { © (N 0; zy) +y O 10, i 1y y

Um zu zeigen, dass das Integral eine ganze Funktion ist verwenden wir Lemma (3.7).

Das bendétigten exponentiell fallende Verhalten erhalten wir aus Lemma (3.5):

O (W 0:) _ (g Tk X(K)O (0.~ i)

e—my/N? e Y

< 027

Damit haben wir die Fortsetzung zur ganzen Funktion gefunden und werden im Weiteren,
den Ausdruck L(y,s) damit identifizieren. Nun betrachten wir den Fall Re(s) < —1.

Dafiir benétigen wir auch zuerst eine kurze Nebenrechnung:

[e’s) 1

k d k 1\d
/ /29 (— 0; zy) ad /y_s/Q@ (—,0;—.—) &Y
/ y o N W)y

(LD (1=s)/2 ﬁ % 1
/y @< wa) y (13)
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Damit berechnen wir nun weiter

-2 - 5/2 (1-s)/2 k dy
2LL(x,s) = N2 x(k) O 00y ) +y © iy || —
k=1 y
N-1 o0
(13) s . k dy
= N7 Zx(/f)/y(1 26 <0 -5 Zy)
k=1 ) Y
(1.6) r,—s2 p —27ink/N =s _ryn? dy
= N2y (k)Y e yze v —
k=1 nez 0 y
-1
(1.5) -3 1_ s 2\ 3 _—2mink/N
=" N2 X Z T 2 (n) e .
k=1 nez\{0}

Die Vertauschbarkeit von Integral und Summe ergibt dhnlich zu VI. Wir kénnen den

Fall n = 0 mit derselben Rechnung wie in Lemma (3.5)b) rauslassen. Weiter gilt nun:

s os—1 1—s e = o 2min ; e 2min
2L(x,s) = N 27r2F( 5 )Zx(k)( (n?) T em2mink/ Z i k/N)

k=1 n=1 n=—oo
_s s—1 1—s - s—1 p —2mink/N 2mink/N
=Nzl 5 Zn Zx(/ﬂ)(e +e )
n=1 k=1
s s— ]. - e
=N (1) T G0 + Gln)
n=1
Gy (ﬂ) <1—s) e
=27 (- X(n)n
\/N N 2 n=1
Gy

wobei man dabei beachten muss, dass
1. N=3/2 = N(=9)/2 . N~=1/2.
2. G(—n,x) = G(n,x) und
3. G(n,x) = X(n)G, fiir primitive Charaktere y.

2. ergibt sich direkt aus der Voraussetzung, dass x gerade ist, also x(—n) = x(n) und
{=N, ..., —1} ein Vertretersystem mod N ist. Damit haben wir die Funktionalgleichung
gezeigt. Die Eulersche Produktentwicklung fiir Re(s) > 1 und die Gleichheit L(x, 1) # 0
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fiir x # xo ergeben die Nullstellenfreiheit fiir Re(s) > 1, fiir Re(s) < 0 liefert die
Funktionalgleichung die Nullstellenfreiheit. Somit ist

m\s/2 1
Ly, s) = (-) — Ly,
O s) = (/2 (X, 5)
ebenfalls eine ganze Funktion. Laut (1.4) besitzt I'(s/2) seine Pole bei s = —2n fiir
n € Ny, dies liefert uns die Nullstellen fiir L(x;, s). O

Wir hatten im vorigen Satz gerade x betrachtet. Nun schauen wir uns einen dhnlichen

Satz mit ungeraden x an.

(3.9) Satz
Sei x ein primitiver Dirichletscher Charakter mod N, N > 1 und x sei ungerade, das
heifst x(—1) = —1. Dann besitzt

Lies) = ()T (55 ) s

eine Fortsetzung als ganze Funktion von s und geniigt der Funktionalgleichung

L(x.s) = ‘j%w, 1),

Dabei gilt L(x, s) # 0 fiir Re(s) > 1 oder Re(s) < 0.
L(x, s) ist eine ganze Funktion mit trivialen Nullstellen

L(x,1—2n) =0 fiir alle n € N. o

Beweis
Wir werden die einzelnen Schritte nun nicht mehr so ausfiihrlich kommentieren, da sie
groktenteils analog zum vorherigen Beweis erfolgen.

Da x ungerade, gilt hier x(k) = —x(N — k) und somit erhalten wir fiir alle s € C mit
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|

o0

(k)Y (k+nN)"+x(N = k)Y (N —k+nN)"

Stelle mit Hilfe der beiden Funktio-

dieser

Wie im vorherigen Satz, kann man nun an

30



nen gi(y) = 3230 X(K)y ™+ 07 (%, 05iy) und ga(y) = S35 x(k)iy 2" 0% (0, — & dy) die
Holomorphie mit Satz (1.2) und Lemma (3.5) zeigen. Verwende dazu die Abschitzungen

fiir ©*-Reihen. Als néchstes wollen wir die Funktionalgleichung zeigen:
. k dy
\/_ZX /ZW@(O Nzy)y

L9 =53 (1 _ g) i Z (k) Z n- (n2)%—1 o—2mikn/N

k=1 0#n€eZ
_s s—1 S «— i(— (s/2)—1
=iN z2xz [ (1 - 5) Z Z x(k)e2m iR/ (n?)
O#nGZ\kzl J

_ZGXN‘2W521F<1_§) Z - (n )(5/2) 1 (—n)

0#n€Z
= 1GN ;Wé';ll“(l—g) i n (n2)(8/2)7ly(—n)+2n ( )(5/2) Y(—n)]
:zG’XN_%ngIF(l_g) Z<_n> ( 2)(8/2) (n)—Zn( )(5/2) 1 ( )]

Damit folgt die Behauptung des Satzes analog zum Vorgehen des Satzes (3.5). O

Mit den bisher bewiesenen Sétzen ergibt sich direkt das néchste Korollar.

(3.10) Korollar

Sei x # xo ein Dirichletscher Charakter mod N. Dann besitzt die L-Reihe L(x, s) eine
Fortsetzung als ganze Funktion. Fiir alle n € Ny mit x(—1) = (—1)" gilt dabei

L(x,—n) =0. o

Beweis
Nach Lemma (3.2) gilt

Lius) = T =v@p™) | L(.,s) fir Re(s) > 1

pIN

(.

~
holomorph
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Fiir L(v, s) existiert eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C nach Satz 3.8 bzw. 3.9
Mit Argumentation iiber den Identitéitssatz besitzt auch L(y,s) eine Fortsetzung als
ganze Funktion.

Noch zu zeigen: L(x, —n) = 0 fiir n € Ny, falls xy(—1) = (—1)". Betrachte dazu x = xo-%.
Fiir x gerade erhilt man, dass auch ¢ gerade ist, da yo(—1) = 1. Also gilt fiir 7 = 2n,

da n gerade:

L(x,—n) = | [J(t = v(@)p") | - L(v, —7)

= | I = v@»™) | - L(v, —2n) = 0.

p|N =0

Analog dazu: Ist y ungerade, dann ist auch 1 ungerade und fir n = 2n — 1, da n

ungerade, erhalten wir

Lix, =) = | [T = ¢@)p") | - L, —7)

pIN
— (TI0=v@p ) | - Lw.1—20) — 0. .
pIN —

Nun verbinden wir die L-Reihe mit dem Bernoulli-Polynom und den verallgemeinerten
Bernoulli-Zahlen aus Abschnitt 2.

(3.11) Satz
Sei x # Xo ein Dirichletscher Charakter mod N. Dann gilt fiir n € N,

Nt 32 k 1
L(x,—n) = - Z X(E)Brii | - | = ———Butix- ©
n+1 — N n+1

Beweis

Fiir die Beweisfiihrung betrachten wir eine spezielle Funktion f(s) := I'(s)L(x, s). Diese
Funktion ist holomorph bis auf mogliche Pole in —n, n € Ny. Mit Satz (1.4) wissen wir,
dass

(="

n!

Ress——n f(s) =

L(x,—n).
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Wir untersuchen im Folgenden f(s) fiir s mit Re(s) > 1

I
3
1[V]e
=
G
\8
VR
S| =
N——
w
Q)
L
w
o
(o
wn
-+
=t
E.
e
=
l¢]
~
I
3
NS

Wir verfolgen nun die gleiche Strategie wie in den vorhergehenden Beweisen, zeigen also

fir ) (y) ein exponentiell abfallendes Verhalten fiir y — oco. Danach betrachten wir das
Verhalten fiir y — 0. Zunéchst einige Umformungen von F, (y).

Geom.Reihe

o0 N—-1 o) N-1 / e N
Fe(y) =) xme™ =Y x(n)Y e ™™ =3 "(n) TNy (14)

n=1 n=1 r=0 n=1

Am letzten Term erkennt man, dass F\(y) auf [ %, 00) exponentiell fillt, da man leicht
zeigt, dass

y - e V% y N
< e~ < e~ .
P (y) <e nzl X ——xg | SeV T <

Nach Lemma (3.7) erhalten wir die Holomorphie von

i d
S / ySFX(y)Ey.

w/N

Um nun den Fall y — 0 zu betrachten, formen wir nochmals um: Durch das Umordnen
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der Summe und x(n) = x(n — N) = x(—=(N —n)) = x(—=1)x(N — n), erhalten wir

—ny

N-1 e GNy
FX(y) = gt X(n) 1 — G_Ny ’ €Ny
_ X(_l) p (N )e(N—n) Yy
oy — X eNy — 1
_ X(_l) — (k’) ekyy
Y k=1 ey 1
e k
(2:6) Yy .. 27
=" x(—1 B —— fir0<y< —.
X( )Z k+17X(k+1)! ur ) N

Im letzten Schritt wird eine Indexverschiebung durchgefiihrt, dass By, = 0 fiir x # xo

nach Korollar (2.8). Also néchstes wollen wir damit eine Ungleichung zeigen:

K
Y
Fx(y) - ZBkJ-‘rlX ‘
prd (k+1)!
oo JE
= [x(=1)>_ By, X(kT ZBka )
k=0
k
= Z Bk+1xky1 <Oyttt
el (k+1)!

Diese Ungleichung folgt aus Lemma (3.6). Damit ist dann auch die Funktion

/N
S = /y
0

holomorph fiir Re(s) > —R — 1. Damit lsst sich f(s) in zwei Funktionen unterteilen.
Es ist

R k

x(=1) Z Bkﬂ’xﬁ

k=0

dy

Y

w/N
R k+s—1

f(s) = 0/x<—1>k§:;Bk+1Xj;+ S+ (o),
wobei
0o d w/N R .
o) = [ R+ [y (Fx<y> —x<—1>§BM,Xﬁ> dy
w/N 0 -
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Wie vorhin bewiesen, besteht ¢ aus zwei Funktionen, die holomorph fiir Re(s) > —R—1
sind. Damit ist ¢ fiir die Berechnung von Res,__,, f(s) unbedeutend, wobei 0 < n < R

gelte. Betrachten wir nun

/N
/ R k+s—1 k+s

y )
O/X(_1>ZBk+1X(k+l)' y= ZBk+1X(k+1) (k + s) .

k=0

_ZBka ])V()k:s_ ) x(=1)

Wir gehen nun iiber zur Berechnung des Residuums dieses Termes und erhalten

(m/N)kts B Bit1.x
Ress—_,, (ZX B,y (k+1)! (k—{—s)) - X(_l)(n+ 1)!

= (_nll)nL(X, —n).

Daraus folgt

n DBntix 28 Bpii
L(x, —n) = x(~1)(~1)" - 2 @D S

n+l  n+l
en —1 = k
= N” k)Bpt [ — ). O
LR (%)

Nun gehen wir iiber zu der Berechnung der Werte der L-Reihe mit n > 0.

(3.12) Satz
Sei y ein primitiver Dirichletscher Charakter mod N, N > 1, so gilt

a) Ist x ungerade, so gilt fiir alle n € Ny:

G, (2mi)? iy k
L(x,2n+1) = m > X(k)Bania (N)
T k=1

G, o\ ! 5
T22n+ DI\UN 2l

b) Ist x gerade, so gilt fiir alle n € N:

Gy (2w ki
L(x,2n) = N @) 2 X (k) Bay, N
Gy omi\ "
~ 2(2n)! <W Banz ¢
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Beweis
Mit Hilfe der Funktionalgleichungen, kénnen wir die positiven Stellen iiber die Funk-

tionswerte der negativen Stellen berechnen.

Liu2n+1) = —iSX L1 — (2n+1))

\/N _
= (%)_T r (2"; 2) L(x,2n+1) = —7;5—% <%>_T r (1 _22") L(X, —2n)
& Lx,2n+1) = —zf/;—% (%>n++ ng :L T)) L(X, —2n)

Wir kennen folgende Identitdaten der Gammafunktion:
L. T(n+1) =nl

2. F(%—n):%.

Punkt 2 erhalten wir aus einer Kombination von Satz 1(3.6) und I(3.8) aus dem Skript
zur analytischen Zahlentheorie:

1(3.6) s

DI(1/2-n)=T1-(n+1/2)) = sin(m(n + 1/2))C(n + 1/2)

2) T(n +1/2) "2 2 ”&i)ﬂm _ 2/ _ /wln)

3) sin(w(n +1/2)) = (—1)"

Dies eingesetzt, ergibt dann 2.:

(=)l
~ V/7(2n)!
(4)lyE

(2n)!

Nun konnen wir L(y, 2n + 1) weiter berechnen.

() e

L(x,2n+1) = —i\/—N N
) T\ 2n+1 (_4)”
= il (N) (2n)!

L(x,—2n)

Mit
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12 =g (1),
2. (—4)% =22 (—1)",

erhalten wir das Gewlinschte.

ANCRMCIP
n 7X

Lx,2n+1) = iGy (N S T

G, o\ "t 5
S 22n+ 1)\ N Anthx

N-1

-\ 2n+1
(2.7) Gy 2mi on N k
20T (2T ‘N Bonst [ —
2(2n + 1)! ( N ) ; X (k) Ban+ (N

Ahnlich geht man fiir y ungerade vor. Man beginnt mit der Funktionalgleichung:

Lx,20) = AL 1 - (20)
& (%)77 T (27”) L(x,2n) = 5—% (%)7 T (1 _22”) L(x,1—2n)
& L(x,2n) = % (%)2”5 I (1“%(;)”) L(x,—2n)
G, [T\2" 2 (_4()273:\/77 _
~ N (N) (n— 1y LG =2n)
=6 (5)" G 3 B

Mit Rechenschritten analog zu a) folgt also die Behauptung fiir b), wobei (3.11) und
(3.8) verwendet werden. O

Rechnen wir mithilfe dieses Satzes nun L(x, 1) aus, fiir einen Spezialfall aus:

(3.13) Korollar
Ist x ein primitiver ungerader Charakter mod N und N > 1, so gilt
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Beweis

Da Bi(z) = x — § folgt mit vorhergehendem Satz:

L(x,2-0+1) =

> x(k) =0 fiir x # xo. Da wir einen ungeraden Charakter haben, ist dies erfiillt.[]

n mod N

4 Anwendungen

Zum Schluss dieser Ausarbeitung betrachten wir noch ein paar Beispiele zur Gaufsschen

Summe und zu den L-Reihen.

Gy (2mi) p=y k
2N YWB
k=1
TG, N‘l_( (k1
N = XAN T2
. N-1
G . 2k — N
o (F57)
k=1
4 N-1 . N-1
TGy _ TGy _
S Rk - T S x(k)
k=1 k=1
=0, nach (1.16)
. N-1
TG .
N2X Z X(k)k

(4.1) Definition (GAUSSsche Quadratsumme)
Fiir m,n € N sei die Gauftsche Quadratsumme definiert durch

G(m, N) — Z 627rimn2/N'

(4.2) Korollar

Fiir k,m, N, N;, Ny € N, p € P\ {2} und r € Ny gelten die folgenden Identitéten:

a) G(km,kN)=kG(m,N)

nmod N

b) G(m, N1Nz) = G(mNz, Ni)G(mNy, Na), falls ggT(N1, N2) = 1.

¢) G(m, p2) = pG(m, pr), falls ggT(p,m) = 1.

d) G(m,p) =G (m, (5>>

(2) G(1,p), falls ggT(p,m) = 1.
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e) G(m,p)* = (%) p, falls ggT(p,m) = 1.

f) G(m,4k) =2(1 +i)\/k/m - G(k,m).
g) G(3969,6600) = 30(1 — 7)v/22. o
Beweis

Zu a): Wir wissen: Durchlduft n ein Vertretersystem mod kN, dann gilt fiir n:
ned{l,...,N,(N+1),...,2N,... ., kN}. Wir haben nun also Summe stehen:

G(/{:m, ]{ZN) = Z 62“’”””2/(]“]\[) — Z 627rimn2/N'

nmod kN nmod kN

Wir sind also offensichtlich n-periodisch, dementsprechend gilt fiir n, das es k-mal das
Vertretersystem mod N durchliduft. Damit ergibt sich Behauptung.

Zu b): Setze ¢ = kN; + jN,, dann durchliuft g ein Vertretersystem mod Ny Na, wenn
@Nl, Ny) = 1 erfiillt ist. Zudem gilt: & durchlduft ein Vertretersystem mod Ny und j

ein Vertretersystem mod N;. Damit erhalten wir:

G(m, N1N;y) = Z e2mima’ /(N1 N2)
gmod N1 Na

(kN1)2+(iN2)2 +2k Ny Ny

_ j : j : 627rzm N, Ny

jmod N1 kmod Na

(kNl) +(iNg)?

— Z Z NTN;

jmod N1 kmod Na

2 627rimN2j/N1 E 627rimN1 k/Na

jmod Ny kmod N2

= G(mNg, Nl)G(le, NQ)

+2

Zu c): n durchlaufe ein Vertretersystem mod p™™2, setze n = kp™™! + [, wobei k ein

Vertretersystem mod p durchliuft und [ ein Vertretersystem mod p"*!. Damit erhalten

wir:
2 P12
Z eZﬂimﬁ _ Z Z omim & T+2+l)
n mod p"t2 kmodp [ mod pr+1
02 )
_ Z eQmm SR Z €2ﬂzm%
I mod prt1 kmodp

(%)
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Wir betrachten nun (x):

3 Q2mim 3 J2ri(2mi) GeomReihe ) Ps falls p | (2ml),
0, fallspt(2mi)

kmodp kmod p

Das bedeutet, die Summe (%) ist genau dann gleich p, wenn p|(2ml). Dies ist, da nach
Voraussetzung p > 2, gleichbedeutend mit p|(ml). Also gilt: p|m oder p|l. Mit der zweiten
Voraussetzung, dass ggT(m,p) = 1 ist, muss also [ von p geteilt werden. Damit zuriick
zur Ausgangssumme: Unter der Bedingung p|l finden wir ein k, so dass [ = kp gilt.

! so durchliuft k ein

Zudem wissen wir: durchlauft & - p ein Vertretersystem mod p"*
Vertretersystem mod p", denn: k-pe {1,....p "} = ke {l/p,....,1,....2,....p"} =

ke {1,...,p"}. Damit erhalten wir das Ergebnis.

2 2
2mim -1y Z 2mim—t
E e p =p e p

nmod p"t2 I mod pr+1,
pll

2
27rimk—r
= p [ P

k-pmod prt+1

Wimﬁ r
=p Z ™ = p - G(m,p").

k mod p”

Zu d): Zeige zuerst: G(m,p) = G(m, x,) mit

0, fallsp|n,
xp(n) = (%) =41, fallspfnund Iz €Z: n=2*(modp),
—1, sonst.

Wir definieren dafiir die Abbildung G, : n — n*mod p. Dann gilt fiir das Legendre-
Symbol:

0, falls - = Omodp,
<;> =<¢1, fallsz € Bi(G,) = -modp,

—1, sonst.

Behauptung: Fiir alle x € Bi(G,) gilt: Es existiert genau ein @ und ein b € {1,...,p},

so dass a # b(mod p) und x = a® = b* (mod p) mit a + b = 0 (mod p).

Dazu: Angenommen es existiert ein zusitzliches ¢, so dass ¢? = x (mod p). Dann muss
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ein k existieren mit ¢ = a + k und p 1 k. Wir betrachten nun

a®> = (a+ k)? (mod p)
& a® = a® + 2ak + k? (mod p)
& —2ak = k* (mod p)
< (2a+ k)k = 0 (mod p).

Also muss 2a + k ein Vielfaches von p sein.

2a + k = 0 (mod p)
& a+c¢=0(modp).
Falls ¢ € {1,...,p}, so folgt daraus, dass ¢ = b. Damit wissen wir, dass es immer genau
2 Elemente gibt, die die obigen Bedingungen erfiillen. Um die Summen nachher weiter
umzurechnen, definieren wir uns zwei weitere Mengen.
A={ne{l,...,p}: Fb:b* =n(modp), pfn}
B:={ne{l,...,p}: Ab:b* =n(modp), ptn}

Damit haben wir jetzt einige Voraussetzungen, um die Summe zu berechnen.

Z 2mim™ | Z (n) 2mim 2
(& P = — [ P
p

nmod p n mod p

im% | im ™ im
@1_‘_2 2 : eQﬂ'zmp = 2 : eQTrzmp . § : e27mmp

n mod p, n mod p, n mod p,
neA neA neB

o1+ Z e27rim%+ Z e27rim% 0

n mod p, n mod p,
neA neB

PN § : eQﬂim%

n mod p

0

Das letzte Gleichheitszeichen ist erfiillt, wenn m nicht von p geteilt wird. Da vorausge-
setzt wird, dass ggT(m,p) = 1 gilt, ist damit die Behauptung gezeigt.
Nun miissen wir nur noch die zweite Gleichheit zeigen. Diese folgt direkt aus Satz (1.19),

denn x, ist ein primitiver Charakter mod p, damit gilt

G(m, xp) = Xp(m) - Gy, -

Da x,, reell ist, gilt X, = x, und wir erhalten

6 (. (2)) = Glm) = st = (%) 1.0
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Zu e): x, ist ein reeller, primitiver Dirichletscher Charakter mod p, mit Satz (1.19)

konnen wir wieder leicht berechnen:

(1.19)
Xp(m)? Gip =Gy, -Gy =" x(=1)p.
=1

&

G(m, Xp)2

N

u f): Zu zeigen: G(m,4k) = 2(1 + z)\/% - G(k,m). Betrachte hierzu die Funktion

Fo[0,1] = C, £ SO 2mim 507
2k—1 L1y2 2k 2k—1
f(1> _ Z eQﬂim(Zk) Z€2Trzm4k _ Z e27rzm4k _ f( )
=0 =0

Analog f'(0) = f’(1). Wir setzen f nun also periodisch fort und berechnen die Fourier-

entwicklung. Dazu einige notwendige Informationen:

o f(t) =2, cpalr)e™™

- (142k)2 2 . Ak+4k? .
° 627r1m74k — 627”m4k- . eZﬂ'zm T und damit
——

=1
2
° Zl%o ' 6277sz = Z?kQ Lemimiy = f(0), also gilt

2 f(0) = G(m, 4k) = 3_, cpa(r)e”™™? =237, 5 a(r).

Wir berechnen nun a(r):
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Damit ergibt sich

m4l€ —QZ/ 27rz —77"1‘/

T‘EZ

t2y\/_\/>2/2my_gr )y

rez

T e

reZ

\/%erl\/_

[k i (y—(rbm ’
—4 EZ —27711"—2 / 2 y(+l)\/_)dy
rmod m leZ
i/

[e.e]

=44/ L G(k,m) / 2™V 4y
m

—0o0

141

= 4\/k/m - G(k,m) - =21 +i)v/k/m - G(k,m).

Dies ist das gewiinschte Ergebnis.
Zu g):

(G(3969,6600) = 3G(1323,2200) = 3G(1323,550 - 4)
550
1323
Berechnung von G(550,1323), bedenke dass ggT(3%,7%) = ggT (26950, 3) = 1:

1=

3.2(141) . G (550, 1323).

G(550,1323) = G(550, 3% - 72) U G(550 - 3%, 7%) - G(550 - 72, 3°)
= (14850, 7°%%) - (26950, 3'*?)

9 7G/(14850, 1) - 3G(26950, 3)

| 26950
— 72850 33096950 3) L 21 [ 22220 ) (1. 3).
Lﬁ/l_/ ( ) ) 3 ( ’ )
- N— (ii)

(i)
Nun fehlen noch die Berechnungen von (i) und (ii):
Zu (i): 26950 = 1 mod 3, dabei ist 1 eine Quadratzahl, also ist (i)= 1.
Zu (ii):

G(1,3)= Y ¥ =iV,

nmod 3
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Damit, erhalten wir fiir G(550,1323) = 21 -1-iy/3 = i - 211/3 und damit fiir (16):

6(1 —I—i)\/% - G(550,1323) = 6(1 + i)\/% (=i -21V3) =30(1 —i)v22. O

Nun wollen wir die Strategien aus Kapitel 3 verwenden, um Holomorphieaussagen iiber

die Hurwitzsche Zetafunktion zu treffen.

(4.3) Satz
(a) Fir 0 < a <1 und Re(s) > 1 ist

((s,a) =) (n+a)

eine holomorphe Funktion.

(b) ((s,a) hat eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einem einfachen Pol in s =1

und Residuum 1.

(c) Sei x ein Dirichletscher Charakter modulo N. So gilt fiir

N

L(x,s) = N> x(r){(s,r/N)

r=1
L(x, s) ist meromorph nach C fortsetzbar mit einfachem Pol in s = 1 mit Residuum
©(N)/N, falls x = xo. Fiir x # xo ist L(x, s) eine ganze Funktion in s. o

Beweis
Zu(a): Jeder Summand (n+a)~*® ist holomorph auf H; := {s € C, Re(s) > 1}. Die Reihe
konvergiert lokal gleichméfig da

S n+a) | <Y (n+a) " <3 a) ) <o
n=0 n=0 n=0

Wobei € > 0.
Damit folgt mit dem Satz von Weierstrass die Holomorphie auf H;
Zu (b): Mit einer Hilfsfunktion f(s) := I'(s) - {(s,a) und einer Strategie dhnlich zum

Beweis von 3.11 erhalten wir zunéchst die Meromorphie der Hilfsfunktion und damit die
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Meromorphie der Hurwitzschen Zetafunktion.

0o o % T s da
0 n=0 n=0 0 a r
y=z(n+a) > s _—y(n+a) dy VI s > —y(n+a) dy
=2 [ wret=E = [ )"y e
n=0 Yy n=0 Y
0 0
geom. | Reihe o~y 5—92 (1.20) = n n_—ax .s—2
/ de "= /ZF( ) dx
0 0o n=0
N o0 Q0
— —ni_1\n n+s—2 _—ax Pn  \n —ax,.s—2
_an(l) /x e dx+/ n|(x)e da
=h(x)
N 0o 0o
Bn n+s—1 d
= Z—(—l)”/ <£> e x—x+/h(x)e_”x5_2da:
! a x
n=0 0 0

Wiéhle N, so dass Re(s) =2+ N +1 = Re(s) + N — 1 > 0,also N > 1 — Re(s). Analog
u (3.11) lasst sich h(x) abschétzen:
< C. xN-&-l

()| = | 22 (~a)"

1
:>/|h(x)e‘””:L’SQIdx</‘Ce‘”‘"xN+s1‘dx

0
1

<C’/e_“$<oo

0

Da nun zusétzlich h(x)e*x*~2 holomorph ist, ist mit Satz (1.2) auch das Integral

S /h(a:)e_‘”xs_de
1

holomorph. Fiir
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erkennt man die Holomorphie direkt an dem e~* Term, da a € (0, 1] und (3.7) anwend-

S /h(x)eaxx52dx
0

holomorph auf H;_p. Der iibrige Term ist eine Summe von I'-Funktionen multipliziert

bar ist. Somit ist

mit a® , somit eine meromorphe Funktion. Wir erhalten somit eine meromorphe Fort-
setzung von f(s) auf H;_y mit beliebig grofem N, also auch auf C. Mit einer einfachen

Umformung erhalten wir die meromorphe Fortsetzung von ((s, a).

((s,a) = f(s)/T(s)

wir erwarten, dass f(s) einfache Pole in {...,—2,—1,0,1} hat, da die im Argument
verschobene I'-Funktion solche Polstellen besitzt und es die einzig moglichen sind. Wir
berechnen nun die Residuun an diesen Stellen.

Fall 1: 1' —m, m € Ny

Da 3 ) eine ganze Funktion ist, geht, fiir hinreichend grofes N > m, der Ausdruck

o0

1 —ar,.s—2
Sy () /h(az)e z*2dx
0

nicht in die Berechnung des Residuums ein. Wir erhalten mit den Rechenregeln des

Residuums

N
I( —1) n
Resg—_py————~ (n + i E —1)"a' " *T(n+ s —1)

n!
n=0

N
Z 'ﬂ . n 1 n+mReS3_,mF<n +5— ]')
n! ['(s)

Mit einer ganzen Funktion g(s) mit g(—m) # 0 gilt

I(s)=g(s)+)_ %

00 (—1)F

r —1 gin+s—1)+ —n —

N Resszm% — Res,__.. k=0 %I k+ +5-1)
(s) 9(s) + > 0 Ok' k—i—s
_(=pk oo (=1)*(s+m)

Zk 0 &I- k+n+s Bl-(ktnts—1) S +m k=0 k! (k+n+s—1)
= Ress—_m (—DF = Resys——m (=1)*(s+tm) l)k(s-l-m)

()+Zk 0 k!-(k=+s) S+m ()+Zk0 Ckl(k+s)
=0,
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da die einfachen Polstelle sich jeweils weg heben.
Fall 22 m =1

Wir wissen, dass I'(1) = 1 ist und somit

N
B r —1
— Z —n(—l)"a_"ResFlM

“— nl I'(s)

I'(s—1) By . I'(n+s)
=B -\ 7 1 n+1 n—1 e ———~
o - a’Resq_; o) +Z n+1)< )" a Resg—; )

N
:BO : Resszlf(s - ].) + Z BLll(—l)n-i_lCL_n_lO =1.
— (n+1)!

Es zeigt sich also, dass die meromorphe Fortsetzung nur einen einfachen Pol in 1 hat
mit Residuum 1.

Zu c)

Da r/N € (0,1] ist, hat (s,r/N) nach b) eine meromorphe Fortsetzung mit einfachem
Pol in 1.

Mz

Ress—1L(x,s) = r)Ress=1((s,7/N)

g: o) JP(N)/Nx = Xo
p— 0 s X 7 Xo

Falls das Residuum gleich 0 ist, 1§st sich die Hurwitzsche Zetafunktion in jedem Punkt

holomorph fortsetzen, da wir nur eine einfache Polstelle haben. O
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