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§1 Grundlagen zahlentheoretischer Funktionen

— Einleitung —

Ziel dieses Vortrags ist es, die analytische Theorie der DiricHLET-Reihen aus dem
vorherigen Vortrag fortzufithren. Dazu werden zundchst zahlentheoretische Funk-
tionen eingefiihrt und grundlegende Eigenschaften erarbeitet, mit deren Hilfe sich
anschlieflend Aussagen tiber Produkte von DiricHLET-Reihen treffen lassen.

§1 Grundlagen zahlentheoretischer Funktionen

(1.1) Definition (zahlentheoretische / arithmetische Funktion).
Eine zahlentheoretische oder arithmetische Funktion ist eine Abbildung

f:IN—=C.

Die Menge aller zahlentheoretischen Funktionen bezeichnen wir mit .A.

(1.2) Beispiele.
Beispiele zahlentheoretischer Funktionen sind

1, fallsn=1
|1 = s s
o) eln) = 3] {o, falls n > 1.

b) ix(n) := n* fiir ein festes k € C, speziell i(n) := ip(n) = 1 fiir alle n € N.
c) 7(n) :=t{d € N; d | n}, die Teileranzahl von n € IN.

d) o(n) := Y d, die Teilersumme von n € IN.

deN:
dn

Definiert man fiir f,¢g € A und « € C die Addition, Multiplikation und skalare
Multiplikation auf A punktweise, also durch

(f+8)(n) := f(n) +g(n),
(f-8)(n) = f(n)-g(n),
(af)(n) := af(n),

fir alle n € IN, so wird A zu einer C-Algebra.
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Es wird sich als hilfreich erweisen, eine weitere Verkniipfung einzufiihren:

(1.3) Definition (Faltung / Dirichlet-Faltung).
Fir f,g € A definiert man die Faltung oder DiricHLET-Faltung f * ¢ € A durch

(fxg)m):= L fla)- g(b)zdzﬂd)-g(g) =Lf (2) s

(a,b)ENXIN:
ab n

wobei ,d | n* alle positiven Teiler d von n bezeichnet.

(1.4) Belsplele

a) (ixi)(n) =) i(d) ( )zleT(n), dh.ixi=T.

dln d|n
b) (i1 %1)(n) =) _ir(d) ( > =Y d=oc(n), dh.ij*xi=o0.
d|n d d|n

c) Allgemein ist die Teilersumme vom Gewicht k € C gegeben durch
(i * 1) sz (g) =Y d* =t oy(n), dh. i *i= 0oy
d|n
Somit ist 0y = o und 0y = 7.

Weitere wichtige zahlentheoretische Funktionen beinhaltet die folgende

(1.5) Definition (¢p-Funktion, y-Funktion, A-Funktion).
a) Die EuLERrsche phi-Funktion ¢ € A ist definiert durch

p(n) :=t{keN;1<k<mn, ggT(kn) =1}, neN.

b) Die MoOBrussche my-Funktion u € A ist definiert durch y(1) := 1 und

7)) o= {é—l)k, falls n = py - ... - pg, p; € IP paarweise verschieden, .

sonst,

¢) Die MaNGoLDTsche Lambda-Funktion A € A ist definiert durch

Aln) = {ln(p), falls n = p* fiirein p € P, k € N, eI

0, sonst,
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Wir kommen nun zu einigen speziellen DiricHLET-Faltungen.

(1.6) Satz.
a) Es gilt yxi =e, d.h.

1, fallsn=1
d)=e(n)=<" " far alle n € IN.
ZM( ) (n) {O, fallsn > 1,

b) Es gilt ¢ xi =iy, d.h.

Y ¢(d)=n firallen € N.
dln

c) Esgilt yxi; = ¢, d.h.

Zyd)—: n) furallen € N.
d|n

d) Es gilt A xi = In, d.h.

Y A(d) =In(n) fiirallen € N.

d|n
Beweis.
a) Firn =1 gilt
(o d)( Zy (1) =1=e(1).
d[l
Fiirn > 1sein = p;' - ...- p* die Primfaktorzerlegung von n. Beachtet man, dass

die p-Funktion nur fiir quadratfreie natiirliche Zahlen einen Wert ungleich Null
liefert, erhalt man

d|n d|n, 1<iy<..<ij<k
a>1

k , k
1+Z( Y. (- 1)11)—1+Z<If)(
=1 \1<ii<..<ij<k j=1 J
k
)

j=0

(nxi)(n) =) u(d) - 1=1+) p(d) 1+Z< ). M(Pil--~-'pij))

VRS
—
\_/

I 15T = (=14 1)k =0 = e(n).
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b) Fiir d | n sei

d)

A(d) :={keN;1<k<mn, ggT(kn) =d}
={r-deN;1<r<1Z, ggT(r,5) =1}

Also ist $A(d) = ¢ (4). Zusammen mit

UA@) ={1,..,n}, A@)NAW)=0 fird#d,

d|n
ergibt sich daher
n= {1} =A@ = LA = Lo (5) = Lo,

d|n d|n d|n d|n
wobei im letzten Schritt die Gleichheit der beiden Mengen {d € IN; d | n} und
{% € N; d | n} eingeht.

Mit der Definition von ¢ und e sowie mit Teil a) ergibt sich

n 1 n
000 = Y- | x| - ¥ elaaTk )

k=1 \ dleeT(k, dlggT(kn), (kd):
|gg ( Tl) ‘%ikgn> 1§k§n,d)\k,d|n

Z( ) u(d)> Lo Hd)= ), ud),

wobei fiir k,n € N die Gleichheit der beiden Mengen {d € IN; d | ggT(k,n)} und
{d € N;d | k, d | n} eingeht. Mit k = gd erhilt man schliefSlich

n
p(n) = ), )=} p(d)7
(g.4): d|n
1§q§%,d\n

Firn =1 gilt
(Axi)(1) =) _ A(d)-1=A(1) =0=In(1).
d[l
Fiir n > 1sein = pi' - ...- p;* die Primfaktorzerlegung von . Fiir einen Teiler d

Bj

von 7 ist die A-Funktion nur ungleich Null, wenn d = p f gilt, mit 1 <;j < k und
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1< ,B]- < vj. Somit hat man

(Axi)(m) =LA@ 1=Y. Y A@) =Y ¥ In(p)
dln j=1p;=1 j=1p;=1
k
= gv]- In(pj) = In(py' - ... pg¥) = In(n). O

Wir schauen uns nun die Struktur von A genauer an.

(1.7) Lemma.
(A, +, %) ist ein Integritdtsring mit Einselement e.

Beweis.
Gezeigt werden muss also, dass (\A, +, *) ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit
Einselement e ist.

(i) (A, x) ist kommutativ, denn nach Definition gilt fiir alle n € IN

(fm)= 3}, fla)gb)= ) g(o)f(d)=(g*f)(n).

(a,b)eINxN: (c,d)eENxN:
ab n cd=n

(ii) (A, +) ist durch die punktweise definierte Addition eine abelsche Gruppe.
(A, ) ist eine Halbgruppe, denn fiir f,g,h € A gilt das Assoziativgesetz:

((f*8) xh)(n) = ( b)Z (f*8)(@)h(b)

= ) Y, fle)g(d) | h(b)

(a,b)ENxN: (c,d)ENxN:
ab=n cd=a
= ) flog(dh(b)
(c,d,b)eINxIN:
cdb=n

= )Y flo| Y s(@dhb)

(c,1)eENXIN: (d,b)eNXIN:
cl n db=1
= ). fle)gxh)1)
(c,])ENXIN:
cl=n

= (f*(gxh))(n), firalleneN.
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Die Distributivgesetze folgen ebenfalls aus den Definitionen. Mit der Nullfunk-
tion als neutralem Element bzgl. + ist (A, 4, *) somit ein Ring.

(iii) Wegen
(fxe)(n) =) f(d)e (g) = f(n), furallen € N,
dn

und der Kommutativitdt von (A, %) ist e das Einselement.

(iv) Fur die Nullteilerfreiheit ist zu zeigen:
fxg=0 = f=0V g=0 VfgecA
Seien f,g € A\ {0} und
m:=min{k € N; f(k) # 0}, n:=min{k € N; g(k) # 0}.
Damit erhdlt man

(fxg)(mn) =} f(a)g(b) =}  fla)g(b) = f(m)g(n)#0,

ab=mn u%iﬁ:’}rﬁ”'
d.h. fx g # 0. Also ist (A, +, *) nullteilerfrei. O

(1.8) Lemma.
e ist die einzige Idempotente in .4, d.h. die einzige Funktion f € A\ {0}, die f % f =
f erfiillt.

Beweis.
Es gilt e £ 0 und

(exe)(1) = Ye(d)e (%) —e(1)e(1) =1 = e(1),
(exe)(n) = Y e(d)e (g) —e(l)e(n)+ Y e(d)e (g) +e(n)e(l) =0
~—~—

d|n ~— A1, N N
=0 l<d<n =0 =0 =0

=e(n), n>1,

also ist e eine Idempotente. Angenommen, f € A\ {0}, f # e, ist eine weitere
Idempotente. Wegen

7N =L@ () =170 = F)

a1
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muss f(1) =0 oder f(1) =1 gelten.

1. Fall: (1) =
Wir zeigen per Induktion nach 7, dass dann schon f = 0 gelten muss.

(IA) Esgilt f(1) =
(IV) Fiir ein beliebiges, aber festes n € IN gelte f(k) = O fiir alle k < n.

ISy n—n+1:
fort) = (Fx At = ¥ fayf (P
d|n+1
B n+1
_q?fm+1+-£;_ﬂ)f( p >+ﬂw+nﬂ?
= 1<d<n+1 nach (IV) =

= 0.

Daraus folgt die Behauptung mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion.

2.Fall: f(1) =
Wir zeigen per Induktion nach #n, dass dann f(n) = 0 fiir alle n > 1 gelten muss,
also insgesamt f = e.

(IA) Fir n = 2 gilt

f2)

Y f(d) () FFQ@) + F@)FQ)

dp2

woraus f(2) = 0 folgt.
(IV) Fiir ein beliebiges, aber festes n > 1 gelte f(k) = 0 fir alle 2 < k < n.
ISy n—n+1:

fa) = (Fx A+ = Y £(d) 1)

d|n+1

= fOf )+ ¥ f<>f( =

d|n+1,
l<d<n+1

) L Fn+)F)
naci(IV)

—2f(1) f(n+1),
jncy
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also f(n+1) =0.
Daraus folgt die Behauptung mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion.

Der erste Fall liefert uns also die Nullfunktion, welche nach Definition keine Idem-
potente ist, im zweiten Fall erhalten wir einen Widerspruch zur Annahme f # e.
Somit ist e die einzige Idempotente in A. O

Wir kommen nun zu einer Beschreibung der Einheiten von A.

(1.9) Lemma.
Ein Element f € A ist genau dann eine Einheit im Ring (A, +, ), wenn f(1) # 0.
Das Inverse ist dann gegeben durch

) =7y, ) = —j% Yr@f(5), neNn>1

dln,
a>1

f~! wird auch als das DiricHLET-Inverse von f bezeichnet.

Beweis.
Sei f € A. Ist f eine Einheit, so gibt es ein ¢ € A, sodass f * ¢ = e gilt. Damit hat
man

1=e1) = (F2g)(1) = T(g (3 ) = FD)s(0)

d[1

dh. f(1) #0.
Falls umgekehrt f(1) # 0 gilt, kann man f~! € A iiber () rekursiv definieren.

Damit ist
P W =L@ () = F5 i =1=e)
dn

und fiirn > 1

(f 5 f 1) (m) = |2f<n>f-1 (5) = O W+ L fof 1 (5) =0 =eln).
dln din,

Somit gilt f * f 1 =e. ]

Erinnerung:
Eine Nicht-Einheit 0 # f € A\ A* hei8t irreduzibel, falls gilt:

f=gxh mitghe A = geA*V he A"
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Mit den bisherigen Resultaten erhalten wir einige Charakterisierungen irreduzibler
zahlentheoretischer Funktionen.

(1.10) Lemma.

a) Sei f € A keine Einheit. Wenn es eine Primzahl p € P gibt mit f(p) # 0, so ist f
irreduzibel.

b) Sei f € A. Wenn gilt
f(n)=0 & n=p" mitp € Pundv € Ny,
so ist f irreduzibel.

¢) Die zahlentheoretische Funktion d5 definiert durch

1, fallsn = N,
on(n) =
n(n) {0, sonst,

ist genau fiir N = p € PP irreduzibel.

Beweis.

a) Seialso f ¢ A*,d.h. f(1) = Onach (1.9), und es existiere ein p € IP mit f(p) # 0.
Weiter seien g, € A mit f = ¢ * h. Dann gilt

0= xh)( 1)h(1),
)= (g =) = sl (3) = sr)

also folgt g(1) = 0 oder /(1) = 0. Ohne Einschréankung sei g(1) = 0. Damit gilt
weiter

flp) = (gxh)(p) =Y g(d)

/\
QU3
N——

dlp
=g(1) h(p) + g(p)h(1)
i
= g(p)h(1).

Wegen f(p) # 0 folgt h(1) # 0, also h € A*. Somit ist f irreduzibel.
b) Seien g,h € A mit f = g *h. Nach Voraussetzung an f ist

0=f(1)=(g+h)(1) =Y g(d) <d) g(h(1),

d[1
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<)

woraus g(1) = 0 oder k(1) = 0 folgt. Ohne Einschridnkung gelte g(1) = 0. Zu
zeigen bleibt also /(1) # 0, denn dann folgt h € A*. Wir nehmen k(1) = 0 an
und wollen dies zum Widerspruch fiihren. Sei dazu p € IP beliebig. Dann gilt

0=f(p*) = (g*h)(p*) = ) g(d) (2)

d|p?
= g@h(zﬂz) +g(p)h(p) +g(p*) 1) = g(p)h(p)-
=0 =0

Daraus ergibt sich ¢(p) = 0 oder h(p) = 0 fiir jedes beliebige p € PP.

Seien nun p1, p2 und p3 drei verschiedene Primzahlen. Dann gelten also

g(p1) =0 V h(p)
g(p2) =0 V h(p2)
g(p3) =0 V h(ps)

0
0,
0

Somit gibt es zwei verschiedene Primzahlen p, p’ € {p1, p2, p3}, sodass

g(p)=0=g(p’) oder  h(p)=0=h(p)

erfiillt ist. In jedem Fall erhdlt man

0# f(pp') = (M) (pp') = ) g(d) (/>

d|pp’
=8 h(pp') +&(p)h(p’) +g(p")h(p) +8(pp') h(1) =0,
ey >3 >3 nry

was den gewtinschten Widerspruch liefert. Somit ist (1) # 0, also h € A*, und
f daher irreduzibel.

On ist nach (1.9) genau fiir N = 1 eine Einheit, da nur dann dy(1) =1 # 0
erfiillt ist. Betrachtet wird im Folgenden also N > 1.

(i) Fir N = p € P gilt 6,(p) = 1 # 0 und somit ist 6, nach Teil a) irreduzibel.

(ii) Sei nun N = p” mit p € P und v > 1. Dann definiere fiir n € IN die
zahlentheoretischen Funktionen

— — yv—1
g<n>={1' onst, h<n>={1/ onst

0, sonst, 0, sonst.

10
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Wegen g(1) = h(1) = 0 gilt g, h ¢ A* nach (1.9). Fir n € N und d | n gilt
auflerdem stets

ny |1, n=p" ANd=p,
g(d)-h(g>—{0, sonst.

Da der Term g(p)h (p’~') nur fiir n = p¥ in Y, g(d)h (%) auftaucht, gilt

(g+h)(n) =Y g(d)h (g> _ {1, n=rp,
dln

0, sonst.

Es folgt 6y = v = g h, mit g, h ¢ A*. Somit ist Sy nicht irreduzibel fiir
N = p".

(iii) Zuletzt sei N = p’ljl C pZ" mitk >1und p; € P,v; > 1fiir1 <i < k. Dazu
definiert man die zahlentheoretischen Funktionen

1, n=p 1, n=pl ..-pr
n)=1<"' ’ und hin) =<" 2 ke’
g( ) {O, sonst, (n) 0, sonst.
Dann folgt mit analoger Argumentation wie in (ii), dass oy = g * h gilt,
wobei wieder g, ¢ A* und somit dy auch fir N = pi' - ... p¥ nicht
irreduzibel ist.
Insgesamt ist 6y also nur fiir N = p € P irreduzibel. O

§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

Erinnerung:
Die RtEMANNsche Zetafunktion ist definiert durch

Da wir noch mehrfach die Konvergenzsabszisse der absoluten Konvergenz von {(s)
benodtigen werden, halten wir dies kurz fest in dem folgenden

(2.1) Lemma.
Fiir i = 1, also D;(s) = {(s), gilt 0, = 0,(i) = 1.

11
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Beweis.
An der Stelle s = 0 divergiert die Zetafunktion, denn D;(0) = (0) = Y"1 1 = co.
Fir x > 1 gilt

Fix)=Y in)=) 1<,

n<x n<x

also hat man F(x) < O(x) fir x > 1. AuBlerdem gilt

x—1< )Y 1="F(x),

n<x
d.h. F(x) > O(x). Mit [1] 1(4.8) ist deshalb
o, =inf{a € R; F(x) = O(x*) furx > 1} =1,
und wegen |i(n)| = i(n) = 1 fiir alle n € IN folgt 0, = 0, (i) = 03(|i]) = 1. O
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass sich Potenzreihen nicht holomorph {iiber ihren

Konvergenzkreis hinaus auf grofiere Kreise fortsetzen lassen (vgl. dazu III (3.4) in
[2]). Auch fiir DiricHLET-Reihen gilt eine entsprechende Aussage:

(2.2) Satz (Satz von Landau).

Sei f: N — [0,00) eine relle, nicht-negative zahlentheoretische Funktion mit zuge-
horiger DiricHLET-Reihe und Konvergenzabszisse 0;(f) = 0,(f) € R. Dann hat die
DiricHLET-Reihe D¢(s) keine hebbare Singularitit an der Stelle s = ,, d.h., es gibt
keinen Kreis um 0y, in den man D¢(s) holomorph fortsetzen kann.

Beweis.
Ohne Einschrankung kann man ¢, = 0 annehmen. Ist ndmlich o, = sp € R beliebig,
so betrachtet man fiir f := f(n)n =% die Reihe

(o]

Dj;(s) — ilf(n)nso nS = 2 f(n) .n*(SJrso) = Df(S + SO)/

n=1
also ist D#(0) = Y37 f(n) - n7% = Dg(so).

Wir fithren den Beweis indirekt:

Angenommen, es gibt ein § > 0, sodass Ds auf K;(0) holomorph ist. Wegen o, =
0p = 0 ist Df nach [1] 1(4.4) ¢) auf K;(1) holomorph. Wahlt man nun & > 0 so, dass
1+2e = /1462 (vgl. Abb.), so ist D ¢ auf K1,2¢(1) holomorph und besitzt dort
somit eine Darstellung als konvergente Potenzreihe.

12
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Mit der TayLor-Entwicklung von Dy um 1 und der Formel fiir die k-te Ableitung

von Dy aus [1] 1(4.4) ¢) erhélt man

p®(1)

T
™
|
&5
I
gk
~

T
o

o0

,\N
I
=

=

IES

o

e
x| =

+

I
gk
-
fay

(—e—1)k

(~1)f Z(ln(n))kf(n)n_1> (e + (=D

n=1

k=0 n=1 ; n=1 n k=0 k!

. fn) & ((e nn)) & f(n
- P IO 10 1y
_ i:lfs/ln) el — ;f(n)ns _ o_olf(n)n(e)

In obiger Rechnung darf die Summationsreihenfolge vertauscht werden, da nach
Voraussetzung an f alle auftretenden Terme in den Summen nicht negativ sind und
somit absolute Konvergenz vorliegt (vgl. I1(3.1) in [2]).

Die Konvergenz der Reihe Y%, f(1n)n~ (=) liefert nun den Widerspruch, denn es ist

—e <0, aber 0, = 0, = 0.

13
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Eine weitere Analogie zu den Potenzreihen liegt in der Darstellung der Koeffizienten
als Integral.

(2.3) Lemma.
Sei f: IN — C eine zahlentheoretische Funktion und

die zugehorige DiricHLET-Reihe mit Konvergenzabszisse 0, < co. Dann gilt fiir alle
ke Nund o > 0,

= o+it
Flk) = 11510102,1_,/[)]6 o+ it) - kK7L,

Beweis.
Fir k € N und ¢ > o, gilt

T T
1 N Lot _i/ - Ly —(o+it) | | potit
2T/Df(0'+lt) Kt = n;f(n) n KH g
-T -T -
KRS (kN
:ﬁ;; nv / (E) at
= Gy
kv & '
_T Z _/eztln(k/n)dt, (*)
n=1 Gy

wobei die Vertauschbarkeit von Integration und Summation wegen der absolut gleich-
méBigen Konvergenz von D¢(s) auf {s € C; Re(s) > o, + ¢} ftir ¢ > 0 gegeben ist
(vgl. 1(4.6) a) in [1]).
Fir n = k ist

T

[ emima /1dt_2T

-T

andernfalls hat man x : ﬁ #1,x > 0, also

T
/ eitln(x)dt _ 1 eitln(x)
. iln(x)

t=T _ 2 ) 1 <eiT1n(X) . e—iTln(x)) _ 2SIH(T1n(X))
In(x) '

14
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Weiter mit (x) gilt

T T

1 N oit, K| f(K) o f(1) [ itingk/n)
-T n#k -T
E. =2 f(n) _ZSin(Tln(k/n)) T—oo
- f(k) + T n; no ln(k/n) . f(k),
n#k

denn D¢ (o) konvergiert absolut und fiir n # k gilt

sin(T'In(k/n)) ‘ 1
In(k/n) ~ In(1+1/k)

Ist namlich n < k, so gilt % > 1 bzw. ’%1 > 1, also % >1 +% > 1+ % Daher ist
In(k/n) > In(1+1/k) und somit

sin(TIn(k/n)) 1 1
< .
In(k/n) ~ |In(k/n)| ~ In(1+1/k)
Fiir n > k lassen sich wegen |In(k/n)| = |~ In(n/k)| = In(n/k) und % > 1 dieselben
Abschédtzungen wie oben mit vertauschten Rollen von k und n vornehmen. O

Nun kommen wir zum Produkt von DiricHLET-Reihen.

(2.4) Lemma.

Seien f,g: N — C zahlentheoretische Funktionen mit den zugehorigen DIRICHLET-
Reihen Dy (s) bzw. Dg(s) und absoluten Konvergenzabszissen o, (f) bzw. 0,(g) € R.
Dann gilt fiir alle s € C mit der Eigenschaft Re(s) > max{cx(f), 0a(g)}

Dj(s) - Dy(s) = 2 (f *§)(n) - n™* = Dpg(s).

Ist f(1) # 0, so gilt mit dem DiricHLET-Inversen f !

Df(s) - Dya(s) =1 fiir alle s € C mit Re(s) > max{o,(f),o.(f "1}

Beweis.
Fir s € C mit Re(s) > max{c,(f), 0a(g)} darf man wegen der absoluten Konvergenz

15
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beliebig umsortieren und erhélt daher mit dem Caucny-Produkt

f(m) - m) - (ig(n) )
1
Flmyn= - g(m — n)(m — n)S)

Dg(s) - Dg(s) =

5
1]e

S =
U

Il
agk

[
3
i[7e
TS5 "
I |

f@k@%ﬁﬂ%ﬂm—nﬂs>-

1

3
I
N}
B
Il

Nun setzt man k :=n(m —n). Wegen1 <n <m—1giltk=n(m—n) >m—1.Zu
jedem k € IN gibt es daher nur endlich viele m € IN, genauer gilt 2 < m < k+1,
sodass sich k als Produkt der Form k = (m — n)n schreiben lasst. Insbesondere gibt
es auch nur endlich viele n € IN, die diese Darstellung erfiillen. Somit liegt eine
Umordnung vor, und mit m —n = % gilt weiter

00 m—1 ©
= ( Flm)glm =) - {nom = n>>‘s) > (Zﬂn) 5 -ks)
m=2 \n=1 =1 \uk
= Y (K
= Df*g(s).

Ist (1) # 0, so ist f nach (1.9) invertierbar mit f * f "1 = ¢ und man erhélt die zweite
Aussage

D(s) - Dya(s) = il(f*f_l)(n)-n_s _ ie(n) =1
fiir s € C mit Re(s) > max{o,(f),ca(f 1)} O
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§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

Als praktische Anwendung von (2.4) erhalten wir das

(2.5) Korollar.
a) Fur s € C mit Re(s) > 1 gilt {(s) # 0 und

c) Fir o € C,s € C mit Re(s) > max{1, Re(x) + 1} gilt

il o) -1 = {(s) - (5 — ).

Beweis.
Wir haben bereits gesehen, dass die Konvergenzabszisse 0,(i) der RIEMANNSschen
Zetafunktion 1 ist. Dies wird im Folgenden stets zur Anwendung von (2.4) benétigt.

a) Esist |p(n)| <1 fur alle n € IN und damit konvergiert die Reihe
L luln) - n [ < Y ] = R
n=1 n=1 n=1

fiir alle s € C mit Re(s) > 1, d.h. fir D, gilt o, (1) < 1. Mit (2.4) erhalt man fiir
s € CmitRe(s) > 1

) il”(”)'”s = i Y (i)

n=1 n=1

Lo
2 L

Daraus folgt {(s) # 0 fiir s € C mit Re(s) > 1 und somit die Behauptung.

b) Esist |¢p(n)| < n fiir alle n € IN und damit konvergiert die Reihe

gt o < B et = B ot
n=1 =1 =

17




§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

fir alle s € C mit Re(s) > 2, d.h. fiir Dy, gilt 0;(¢) < 2. Auch hier wendet man
(2.4) an und erhilt fiir s € C mit Re(s) > 2

[ee]

.Y g(n (i p)(n) - 0

; n=1 n=1
T L an) = Yo == 1),

Mit {(s) # 0 nach Teil a) erhélt man daraus die gewiinschte Gleichheit.
c) Die Reihe

i |itx(n) . n_s‘ — i ‘n—5+a| — i n— (Re(s)—Re(a))
n=1 n=1 n=1

konvergiert fiir alle s € C mit Re(s) > Re(a) + 1, d.h. fiir D; gilt 0,(is) <
Re(a) + 1. Mit (2.4) gilt dann fiir s € C mit Re(s) > max{1,Re(a) + 1}

gk
§
=
J
1

0(s)-C(s—a) = in(n) - ns = il(i*ia)(n)w_s

=
I
—_
=
Il
—_

(14)0)

gk
S
=
:\

=
I
—_

Als Korollar halten wir weitere Identititen fest.

(2.6) Korollar.

Es sei w(n) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von n € IN. Fiir s € C mit
Re(s) > 1 gilt

a) LiaA(n)-n— =3,

b) I t(n)-n ={(s),

Q) 220:1 pw(n) , ,—s — é(s)z_

Beweis.

a) Zundchst gilt nach Definition der DiricHLET-Faltung und mit Vorgriff auf
ein spateres Resultat (I(2.12) in [1])

(i+2)(n) = (Axi)(n) = DA@) i (5) = AW E7 (Th)@m), )

d|n d|n
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§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

mit der summatorischen Funktion von A aus [1] 1(2.17) a)

1, _ 2 fii . N,
(TA)(n):{ n=m- fireinm e —
0, sonst,
Weiter hat man |A(n)| =1 fiir alle n € IN und damit konvergiert die Reihe
LA T < ) [ = e
n=1 n=1 n=1

fir alle s € C mit Re(s) > 1, d.h. fir D, gilt 0,(A) < 1. Wegen o,(i) = 1
ist somit (2.4) anwendbar und man kann fiir s € C mit Re(s) > 1 folgende
Umformungen vornehmen:

Z(s) il/\(n)n_ = iln i)\ s 29 i{l(i*/\)(n)n_S
®) i(m (n)n~* = il(T)\)(mz)(mz)s
= Y = g(2s)

3
[N

Da nach (2.5)a) {(s) # 0 fiir alle s € C mit Re(s) > 1 erfiillt ist, folgt daraus die
Behauptung.

Alternativer Beweis:

Es ist A # 0 und wie oben gezeigt gilt 0,(A) < 1. Die LiouviLLEsche Funktion
ist zudem nach [1] I(2.17) a) (streng) multiplikativ. Somit ldsst sich das EULER-
Produkt der DiricHLET-Reihe D) (s) bilden, welches fiir alle s € C mit Re(s) > 1
absolut konvergiert:

ZMMwﬂzumﬂ“@aH(ZA )

n=1 pelP

A1 1+ZA )
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§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

e g

pelP
_ —2s - - —2s
-1 (2 (=) v x () )
BN N o el
_rg’ ( —25 1_P—25) ;:gl;Ll_P_ZS
:Ih@%l—PQﬂqlgngQ@
[Tper (1 - P_S)il £(s)”

wobei auch hier (s) # 0 wegen Re(s) > 1 erfiillt ist.
b) Mit 0,(i) = 1 gilt fiir alle s € C mit Re(s) > 1
()26 = o Y n Y (i mn 20 Y (e,
n=1 n=1 n=1 n=1
c) Wir definieren zunéchst die zahlentheoretische Funktion

fiN—=C, f(n) =290,

Mit Aufgabe 4 d) aus Kapitel 1 §2 in [1] gilt 2¢(*) < 7(n). Mit den Umformun-
gen aus Teil b) erhdlt man daher

= i?"(’“ RSN O
n=1
= E(iin) - = T |- 1 o
n=1 n= n=

wobei der letzte Ausdruck nach (2.4) fiir alle s € C mit Re(s) > 1 absolut kon-
vergiert, d.h. fiir Dy gilt 0,(f) < 1. Zusammen mit o, (i) = 1 ist (2.4) anwendbar
und man kann mit der in Teil a) verwendeten Darstellung

flpwmxn—s

7

(25) = Y= = Y (TA) ()™

fir s € C mit Re(s) > 1 folgende Umformungen vornehmen:

s)- ). 20y =s — Y (TA)(m)n™>- ) pw(n)yy—s @
n=1 n=1

TA*f

n
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§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

Zeigt man nun noch, dass TA * f = T gilt, so folgt mit der Identitit aus Teil b)

25)- Y 2¢p=s = Y (TA# f)(n Z () 2 (s)2.
n=1 n=1
Mit (2s) # 0 wegen ((s) # 0 fiir s € C mit Re(s ) > 1 erhilt man schliellich

die Behauptung.

Zur Gleichheit TA x f = T:

Da die LiouviLLEsche Funktion nach [1] I(2.17) a) multiplikativ ist, ist mit [1]
I(2.13) a) auch ihre summatorische Funktion TA multiplikativ. Fiir teilerfremde
m,n € N mit den Primfaktorzerlegungen m = p|' - .- p* bzw. n = q" - ...- g/,
also p; # qj, gilt weiter f(mn) = pwlmn) — k+l — gk ol — pw(m) . pw(n) —
f(m)f(n), d.h. fist multiplikativ. Mit [1] 1(2.10) ist dann auch TA * f multipli-
kativ. T = i * i ist als Dirichlet-Faltung zweier multiplikativer Funktionen nach
I(2.11)a) und I(2.10) in [1] ebenfalls multiplikativ. Somit geniigt es, die Gleich-
heit TA * f = T nur fiir Primzahlpotenzen zu zeigen, denn eine multiplikative
Funktion g ist durch die Werte g(p") mit p € P und v € N bereits eindeu-
tig bestimmt. Ist ndmlich n € IN'\ {1} beliebig mit der Primfaktorzerlegung
n=py"-..-pk also ggT(p; - ...- p*1,p¥) = 1, so folgt daraus induktiv, dass

g(n) =g(py') - - 8(py") gilt
Sei daher p € P und v € IN. Dann gilt

(T/\*f ZTA pr/d ZTA )
d|p
v—1 vk
= Y TA(P) - 2907 4 TA (p) - 290D
k=0
v—1 P [1/2;1] k
= Y TA(P) 24+ TA(p") = Y TA(P*) -2+ TA(p")
k=0 k=0
(2] v—1
= Y 24 TA(pY) = ([ 5 ]+1)~2+T7\(PV)
k=0
% +1)-2+40, v ungerade,
rli1)-2+41, v gerade,

v—1+42, v ungerade,
v—2+4+2+1, v gerade,

—v4+1=4{p50<k<v}=t{deN;d|p'} =7(p").
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§2 Produkte von Dirichlet-Reihen

Daraus folgt nun (TA  f)(n) = t(n) fur alle n € N.
Alternativer Beweis:

Wie oben gezeigt gilt 0,(f) < 1 und f # 0 ist multiplikativ. Damit kann man
[(4.15) aus [1] anwenden und erhilt fiir alle s € C mit Re(s) > 1,

n=1

pelP
_ <2cu 1+ Zzw(p’) . PZS>
pelP I=1
= <1+22-p_ls>:n<1+22 p‘ls—Z)
pelP I=1 pelP 1=0
= o\l 2
pelP 1=0 pelP P
_ 2—(1—19‘5))_ 1+p 1-p*
peIP< L—p pl;l_p_s g(l—Ps)z
_ 1lper 1-p)7? 1416)2) {(s)?
HpGIP (1—p=2)" ! 6(2s)
wobei {(2s) # 0 wegen Re(s) > 1 erfiillt ist. O
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