Produktdarstellungen von Dirichlet-Reihen
Ausarbeitung: Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 23.04.2012

Victoria Schumann

§1 Multiplikativitat

Im Folgenden werden die Bezeichnungen aus dem Skript "Analytische Zahlentheo-
rie" (siehe Literaturliste [1]) verwendet.

(1.1) Definition
Man nennt 0 # f € A multiplikativ, wenn

f(mn) = f(m)- f(n)

fur alle teilerfremden m,n € IN.
Mit M bezeichnen wir die Menge der multiplikativen zahlentheoretischen Funktio-
nen. 0 # f € A heifst streng multiplikativ, wenn

f(mn) = f(m)- f(n)
fur alle m,n € IN. o

(1.2) Bemerkung

Ist f € M und m =1, so folgt f(n) = f(1) - f(n) fiir alle n € IN, so dass aus f # 0
auch f(1) = 1 folgt. Insbesondere ist jedes (streng) multiplikative f somit stets eine
Einheit in A. o

(1.3) Satz
M ist Untergruppe der Einheitengruppe von A, d.h. aus f,g € M folgt

fxgeM und fleM. o

Beweis
Es gilt e € M, denn fir mn = 1 folgtm = n =1 = e(mn) = 1 = e(m)e(n). Fiir
mn > 1iste(mn) =0 =e(m)e(n), dam > 1oder n > 1. Also ist M # 0.

Seien f,g € M. Sind m,n € N teilerfremd, so kann man alle Teiler » von m - n
eindeutig in der Form r = d - t mit d|m und t|n darstellen: Sei m = p' - ... p;" und
n= q? Ce qll/’. Es gilt p; # q; fur alle1 <i <rund fiir alle 1 < j <. Jeder Teiler

r von mn kann wie folgt dargestellt werden: r = d - t. Wéahle dabei: d = pi‘ﬁ G pﬁ‘4
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mit ) < a; fiirallel <i<rundt= qI{i et q;jl mit 1/]( < vj fiir alle 1 < j < I. Dann
folgt d|m und t|n fiir alle d, t wie oben gewdhlt.

Mit ggT(d, t) = ggT (%, %) = ggT(m,n) = 1 folgt dann
(fxg)mm) = Y f(g (=) = LS (57)

rlm-n
= LEf@f s (5)s2(3) = LA (5) Lo (3)
= (f*)(m)- (f*g)(n),

also ist auch (f * ¢) multiplikativ.

Seien wieder m,n teilerfremd. Die Multiplikativitdt von f —1 kann durch Indukti-
on nach mn gezeigt werden, wobei der Fall m = 1 oder n = 1 wegen f~!(1) =
ﬁ = 1 Kklar ist. Sei also m > 1,n > 1. Dann folgt mit der Induktionsvoraussetzung
(f Y uv) = f~Y(u)- f~(v) fiir alle teilerfremden u,v € IN mit uv < mn) und der
Zerlegung und den Uberlegungen von oben

fmmy == ¥ fnf (5

rlmn,r>1
- _dm,2d>1t|n,zt>1f(d Bf” (E ' ?) - d|n§>1f(d)f_1 (E ' n)
— 1y 1
t|£1f(t)f (m-7)
= - VAW VAN my
- d|1§>1t|;§>1f(d)f(t)f 1 (d)f 1 (t) d|n§>1f(d)f ! <d>f 1(”)
- I s (§)
-, Dt () o ()= | 5 s ()] e
—f(m) |21f(t)f1 (?)
tin,t>

= —f " m)f7 () + fHm) fH ) + f7Hm) f ()
= fHm)f~H(n)

Somit ist auch f~! multiplikativ, also ist M eine Untergruppe der Einheitengruppe
von A. O
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(1.4) Beispiel
a) iy ist fiir jedes k € C streng multiplikativ, denn es gilt:

k _ ek~Log(m-n) m/”:@N ek-ln(m%) k-(Inm+Inn)

— e — ek~1nm . ek~1nn

ix(m-n) = (m-n)
= m* -1 = ig(m) - ix(n)

fur alle m,n € IN, fiir alle k € C.

b) Die gewichtete Teilersumme o} ist multiplikativ, wie man mit Hilfe von a) und
Satz 1.3 zeigen kann:

or(n) = Y d* = Y i(d) - i (g) = (ix *i)(n), keC.

d|n d|n

c) Die MOBrussche my-Funktion ist DIRICHLET-Inverses von i = 1 (vgl. Skript, 2.6
a). Sie ist multiplikativ, da i multiplikativ ist und M eine Untergruppe der Ein-
heitengruppe von A bildet.

d) Fiir die EuLERsche ¢ - Funktion gilt: ¢ = p *i; . Da y und i; multiplikativ sind,
ist ¢ als Faltung von zwei multiplikativen Funktionen ebenfalls multiplikativ, da
M eine Untergruppe der Einheitengruppe von A bildet. Weiterhin gilt:

p(p') =p" — p”_l =p’ (1 — %) furp € P,v € N.

Daraus und aus der Multiplikativitit von ¢ folgt die Formel
1
pn)=n- J] (1——), neN
peP,p|n P

Beweis der Formeln:

o(p") =p' —p " =p" (1—%) firpeP,v € N

Die Gleichheit * kann man sich einfach {iiberlegen: ¢(p") entspricht der An-
zahl aller zu p teilerfremden Zahlen zwischen 1 und p". p" gibt die Gesamtan-
zahl aller Zahlen zwischen 1 und p" an, von der die Anzahl aller Zahlen n,
die nicht teilerfremd zu p" sind subtrahiert wird. Fiir diese Zahlen gilt also:
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geT(n,p’) #1en=p-m1<m< p' L. Also sind es gerade p'~! Stiick. Be-
trachtet man nun n = [],cp |, p'"", so folgt, da ¢ multiplikativ ist

(P(")_(P< 11 PW)_ I1 4’(?”’)—( I1 p”ﬂ) IT (1—1>

pEP,p|n pEP,p|n pEP,p|n pEP,p|n p
1
=n- [] (1——), neNN.
peP,pln p

e) Gilt f € M, so sind auch |f| und f", n € N multiplikativ: Seien a,b € N
teilerfremd. Dann gilt:

fem

Fab) " | F@)f(B)] = [f(@)] - [f(B)],  sowie
F1(ab) = [f@b)]" N @) f ()] = [f@)]" - [FB)]" = f'(a) - f(b).

f) Fir die voN MaNGoLDTsche Lambda-Funktion gilt, da p invertierbar ist mit y *
i = e (Skript, 2.6a):

Awi T o (A*i)xpu=Inxu < A =Inx*u, dh.
n
A(m) = Cp(d)In (5) = Inn Y p(d) = Y p(d) In(d) = = 1 p(d) In(d).
d|n d|n d|n d|n
_\/ﬁ

=0

Bemerkung: Fiir n = 1 giltInn = In1 = 0. Fiirn > 1gilt Y4, pu(d) = Ly p(d) -1 (§) =
(nxi)(n) = e(n) = 0. o

§2 Dirichlet-Reihen

(2.1) Satz (Identititssatz)
Gegeben seinen zahlentheoretische Funktionen f,¢ : N — C mit zugehorigen D1-
RICHLET-Reihen D¢(s), Dq(s), die fiir Re(s) > ¢ konvergieren.
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a) Gibt es eine nicht-diskrete Teilmenge N in {s € C;Re(s) > ¢} mit der Eigenschaft
Dy(s) = Dg(s) fiiralles € N, so gilt
f(n) =g(n) furallen € N,dh. f=g.

b) Gilt D¢ (sx) = Dg(sy) fiir eine Folge (si)x>1 in C mit 0 = Re(sg) — oo fiir k — oo,
so folgt
f(n) =g(n) furallen € N,dh. f=g. o

Beweis

a) Da DiricHLET-Reihen holomorph sind, kann der Identitdtssatz fiir holomorphe
Funktionen (vgl. [2] Funktionentheorie I, S. 61, Korollar 3.10) angewendet werden,
also gilt: D¢(s) = Dq(s) fiir alle s € C mit Re(s) > c. Die Behauptung folgt dann
als Spezialfall von b).

b) Sei h(n) = f(n) — g(n), also Dy(sx) = 0 fiir alle k € IN. Wir nehmen & # 0 an.
Wihle N € IN minimal mit #(N) # 0. Dann gilt fiir alle s mit Re(s) > ¢

Dy(s) = i h(n) - n®=h(N)-N"°+ i h(n) -n—*
n=N n=N+1

& h(N) = N°-Dy(s) — N° i h(n)-n—
n=N+1

Fur k > 1 gilt Dy (sx) = 0, also

h(N) = —=N% Y h(n)-n"%.
n=N+1
Seien 03 (h) und o, (h) die Konvergenzabszissen der Konvergenz bzw. absoluten
Konvergenz von Dj,(s). Seien oy,(f) bzw. 0,(f) und 03(g) bzw. 0,(g) die Konver-
genzabszissen der Konvergenz bzw. der absoluten Konvergenz von f und g. Es
gilt ¢ > 03 (f) und ¢ > 0(g). Daraus folgt:

c+1>0(f)+1>0,(f) und c+12>04(3)+1>0,(g), also
¢+1> max{oy(f), o4(2)} = max{ou(f),oa(g)} = oalh).
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Waihle B > ¢+ 1 damit Dy,(B) absolut konvergiert. Dann gilt fiir alle k € IN mit
Re(sx) = 0 > B

BN)| = IN% Y () -0

n=N-+1
< IN%| Y |h(n)||n%k[ = N% Y |h(n)|n=%
n=N-+1 n=N+1
< N9 Y h(n)|- (N4 1)F %
n=N-+1
NEDf Y ) f ()T
=(N—+1 n)-n- ( )
n=N+1 N+1
N Tk
= C <N—+1)

mit C = (N + 1P Ty [h(m)] - nP.

Zu*: Firn > N+1gilt: np~% < (N+1)F~% & n=% < (N+1)P~%.n=P. Da D,
absolut konvergiert, ist C < co. Fiir 0, — oo folgt

N \%
li . = 1 =0.
kLn:o(N—i—l) 0, also i(N) =0

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass h(N) # 0. O

(2.2) Korollar

Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion mit zugehoriger DirRiCHLET-Reihe
D¢(s) und Konvergenzabszisse 0;, < co. Gibt es ein 79 € IN mit f(ng) # 0 oder
gibt es ein sp € C mit Re(sp) > 03 und Dy(sg) # 0, so existiert ein ¢ > ¢, mit der
Eigenschaft

D¢(s) #0 fiir alle s € C mit Re(s) > c. o
Beweis
Angenommen, es gibt kein solches ¢, dann existiert zu jedem k € IN ein s; € C mit
Re(sy) = 0x > k und D¢(s;) = 0. Dann folgt Df = 0 und f = 0 aus Satz 2.1. O
(2.3) Satz

Sei f : N — C, f # 0, eine zahlentheoretische Funktion mit Konvergenzabszisse
0z < 0. Die zahlentheoretische Funktion f ist genau dann multiplikativ, wenn D¢(s)
die absolut konvergente Produktdarstellung

Df(s) =[] (lmof (r')- P_ls> fir Re(s) = o > oy

peP
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besitzt. o

Ein derartiges Produkt nennt man EULER-Produkt der DiricHLET-Reihe.

Beweis

"=": Sei f multiplikativ, also auch f(1) = 1 nach Bemerkung 1.2. Ein unendliches
Produkt [T;_; a, konvergiert gemafl Funktionentheorie I genau dann absolut, wenn
Y o1 |an — 1| konvergiert (vgl. [2] Funktionentheorie I, S. 159, 2.6). Es gilt

)3

pelP

(ee]

fiph-p B -1
0

<Y Y £ izlf(n)ln“’ <o, 0>

1= peP I=1

wobei die Abschédtzung * gemacht werden darf, weil Dy fiir o > 0, absolut konver-
giert. Also folgt die absolute Konvergenz der Produktdarstellung. Sei nun

Py:=T] <if(p’)-rf’s> /N eN.
p<N \I/=0

Als endliches Produkt absolut konvergenter Reihen darf Py nach dem Satz von Fu-
BINI beliebig umgeordnet werden, mit {p1, ..., pr} = {p € P;p < N} folgt dann

Py= Y f(p) o FR) - p

1 jly>0
l —l S —1.s
= Y fp) e f(PE) P
1,1y >0
— o by (ph. Ll
Yo fpL e pr) - (pt )
1,y >0
= Y fln)-n.
neA

Dabei besteht A gerade aus denjenigen n € N, die nur Primteiler < N besitzen.
Diejenigen 7, die mindestens einen Primteiler > N besitzen, bilden die Menge
B:=IN\AC{N+1,N+2,..} und es gilt:

[ee]

Y. f(n)-n™* =Py

n=1

- <Y n o< Y |fm)] e

neB n=N+1

Y fln)-n™

neB

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir N — oo und es folgt

Df(S) = lim Py = H (liof(pl) . p—ls) )

N—o0 peP
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"<":Fir N € Nund {p1,...pr} ={p € P;p < N} gilt

N %)
;f(n)-n‘s— I <Zf(r)l)-r)"s>

p€P,p<N \I=0
= Y, U = fP) e f)] (P )
pilplr <N
— Y ) fEE) (PP,

pitepV >N

Fiir N — oo konvergiert die linke Seite der Gleichung gegen 0 und die zweite Reihe
der rechten Seite ebenfalls, denn es gilt

IT (if(v’)rf“> = Y ) P (Y pE) T
+ Y fp) e fPY) (P ),

pilopl >N

wobei
Jim ) fE) e f) () = T (Zf(Pl)P_ls).
pyl-pl <N pelP,p<N \I=0

Daraus folgt, dass

lim ) f(py") e f(p)) (Pt p) T =0,

pitep" >N

Da sowohl Dy als auch die Produktdarstellung absolut konvergent sind, darf nach
dem Satz von FUBINT umsortiert werden. Es folgt also fiir den Rest

Yoo Y U p) = (01 e f(p)] - (P p) TP =0, 0 > 0n
Nach dem Identitiatssatz 2.1 sind alle Koeffizienten dieser DIRICHLET-Reihe 0. Somit
ist f multiplikativ. O

(2.4) Korollar
Es gilt fiir s = o + it € C:

a) {(s) =TL,(1—p—*)7" fur 0 >1,
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b) %) =Yoo p(n) n* =TL,(1—p*) fir c>1,

Q) e = Ln=1 () -nt = Hp T ~fiiro > 2,

d) §(s)-C(s —a) = Llqou(n) -n = Hp[(l —p) (A= p* )]
fir « € C,0 > max{1, Re(«) + 1}. o

Beweis

a) Fur die RiEmaNNsche Zeta-Funktion gilt: {(s) = Y, ; n~° = D;(s), wobei i nach
Beispiel 1.4 multiplikativ ist. Mit Satz 2.3 folgt dann

S (Er) -y (B ) 2 e

pel peP \/=0 PoI<1 pep
fur o > o,(i) = 1.

b) Mit der DirRICHLET-Reihe von % (Skript 4.12a) und Satz 2.3 folgt

n=1 pe]P pelP

* Hier gilt fir I = 0: y(1) = lund fur I = 1: u(p) -p~° = —p~°. Fur | > 1 ist
1(p") = 0 nach der Definition von y (Skript, 2.5b).

0) Da £&-D fiir o > 2 gleich der DiricHLET-Reihe Dy (s) ist (Skript 4.12b), folgt mit

¢(s)
Satz 2.3
— 1 o0
= S =TT (Low0 )
n=1 pelP

Fiir | = 0 gilt o(p') = ¢(1) = 1und fiir I > 0 gilt (p!) = p' —p'~ 1 = p'(1 - p~).
Damit folgt

g(z(;)l) H <1+pr P_1)> H <1+P1 SZP (1-s9) P_1)>

pelP I=1 peP
geom.Reihe ( 1—s 1 1 1— pl *+ Pl ‘1—-p~ )
= 1 —|— p s (1 — p )) = < s
1 L-p! ! 1=

1—p— .
=H1_pl_s fiir o > 2.
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d) Mit der DiricHLET-Reihe von {(s) - {(s — «) (Skript, 4.12c) und Satz 2.3 folgt fiir
xeC

@(s)-@(s—a)zZaam)-n—s:H(iaa(pl)-p ) H(ZZP“k )

n=1 pelP \I=0 pelP 0k=0

— 1— #(+1) —Is 1 - o —Is
I (E5EE ) -T B

44
peP + — P 120

1 1 O o) 1 1 1
- 1—p“<1— *S_pagp(a S)>:H1—P“<1—ps_pa1—iﬂ“>

pelP peP
- 11 (1_79 —p(1 Ps)>:1—[ 1
,@1— A—p -y ) - M a—poa—p
wobei die Reihen nur konvergent sind, wenn ¢ > max{1, Re(«x) +1}. O
(2.5) Korollar
Fiir s € C mit Re(s) > 1 gilt:
co —s _ (s)°
a) Yo T(n*)n~° = g(;s)f
~ B 4
b) anl T(n)zn * = ggl)/
Q) Yo k(n)n=° = W mit x(p”) = v fir v > 1 und x multiplikativ,
d) Yo ,3¢Mk(n)ns = ggg, wobei w(n) die Anzahl der verschiedenen Primtei-
ler von n angibt und mit x aus c. o

Beweis
a) Seien m,n € N teilerfremd, dann sind auch m? und n? teilerfremd und es gilt:

T multiplikativ

7((mn)?) = t(m*n?) T(m?)t(n?).

Da 7(n?) damit multiplikativ ist und p?' gerade 2! + 1 Teiler hat folgt

ir(n —s 23 (Zr 21y —S>=]‘[<i(zl+1) p- >*H—(1+p_s)
n=1 p =0
o 1-p o) o 24 0(5)°
_1;[(1—19—5)3_@[(1 P ) [10-r™) % a5

10
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* Zu zeigen: Y72 (21 + 1)x! = (113‘)2 fir x € C mit |x| < 1. Setze anschliefend
x=p "
i21+1x—i(2-(l+1)—1)xl:2 ilJrl Zx
1=0 1=0 1=0
oo | 00 0o 00 o0
BT D I ST 3 3R o
1=0 k=0 1=0 k=0 1=k 1=0
:Z-iix”‘ Zx—z i(x ) ixl
k=01=0 I=0 k=0 1=0

2 1 x+1
—=2. xl = — ,
kg‘)(l—x ; I-x2 1-x 1-2

da |x| < 1 und somit die Reihen absolut konvergent sind und die geometrische
Reihe angewendet werden kann.

b) Aus t(n) € M folgt T(n)> € M. p' hat gerade I + 1 Teiler, daraus folgt
ZT(?I)Z oS 2:3 1_[ <Z T(pl)Z . p—ls> _ H (Z(l + Z)Z . p—ls>
p \I=0
H( 12+2l+1).p—15> :H( lz-p_ls—i-Z(Zl—i—l)-p_ls)
p \l I
und a) 1 + P ) 1-— 14 2s ) 1 14
— —|— — -
NG5 ) Il
¢(s

o) o

Fiir * gilt mit x = p~° und n € IN:

! "d d d d1—x"1
2. . _ a (.49 a _ .2 i-—x
Zl * Z’xdx(xdxx) dx(x 29() o (dx 1—x )

Mz

0

Da |x| < 1, ist die unendliche Reihe konvergent und es folgt:

> d d & d d 1 d X x(1+x)
2 l: “ “ 1 _ 94 a 1 \_. a2 _
E,l x xdx (xdx2x> xdx <xdx1—x> xdx(1_x)2 (1—x)%

I=0

c) Nach 2.4 gilt:

(9029839 _ —
£(6s) g A= p ) (A= p =) A -p )

11
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Mit x = p~* folgt:

1—x° -+ x)(1-x+x?)  1-—x+x?
1I-0)1-2)(1-2%) (1-2)1-x)A+x)(1-2%) (1-x)?"

Da x multiplikativ ist, folgt x(1) = 1 mit Bemerkung 1.2. Es gilt:

Y ko BT (imﬂ - p“>

p =0
= H <1+ ix(pl) . pls) = H (1+ il-pls>
p =1 p =1

Mit analogen Uberlegungen zu a) und x = p~* folgt

iK(S)”_s=H<” ((1—1x)2_1ix>) :H<%>

n=1 p p
_I—[l—x—l—x2
;o (1—x)%°

Somit ist die Gleichheit bewiesen.

T(mn)=
d) Die Funktion 3¢(") ist multiplikativ: Seien m,1n € N teilerfremd. 3¢ ("") BeT(mm)=1

3wm+w(n) — gw(m)3w(n) Da x ebenfalls multiplikativ ist folgt nach Satz 2.3:

i 3°MWi(n)n— =T (i?’w(pl)K(Pl)PlS) =11 (1 T ig’lplS)
n=1 p 1=0

= p I=1
c P_S 1 +P_S + p—ZS
< 143 —> —
(e i) - I

P
1—p ¥ TL(—p>) 24 {(s) o
B -~ 7(3s)

_ 4
a5 ma 7 &

(2.6) Satz

Sei f € A, f # 0, eine zahlentheoretische Funktion mit Konvergenzabszisse 0, < co.
f ist genau dann streng multiplikativ, wenn D¢(s) die absolut konvergente Produkt-
darstellung

D) =TT () p ) firRe(s) =0 >0
pe

besitzt. o

12
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Beweis
"=": Sei f streng multiplikativ. Damit ist f insbesondere auch multiplikativ und es
gilt nach Satz 2.3:

oyt = I (£t s 11 (£ 007

pelP peP

=11 (Z (f(P)'PS)l) :

pelP \I=0
Da f die Konvergenzabszisse 0, < oo besitzt, folgt fiir ¢ > 0, und jede Primzahl p;:

[e0]

). Ifmyn | 2 Zio £ | = li £ (pp; Il
n= = =0

Daher folgt, dass auch Z}’;’:O( f(pj) pj’s)lf fur Re(s) = o > 0, absolut konvergiert.
Wegen der geometrischen Reihe muss also

f(ppp;°l <1

gelten. Somit kann die geometrische Reihe angewendet werden und es folgt:

D(s) =T —f(p)-p~*) "

pelP

"<":Da Y ;> 1 f(n)n—° fiir Re(s) > o0, absolut konvergent ist, muss f(n)n"° eine
Nullfolge sein. Es gibt also ein 19 € IN mit |f(n)n%| < 1 fiir alle n > ng. Das heif3t,
es gibt hochstens endlich viele p € P mit |f(p)p~5| > 1. Fiir ein beliebiges sy mit
Re(sg) > o, gilt daher:

c:=sup{[f(p)p ™|} < co.
pelP

Wiéhle s = sp + log,(c + 1), wobei c +1 > 1 und somit log,(c 4+ 1) > 0. Dann folgt
fiurallep € P

F(p)p ] = [f(p)p ] - p P8 < coamlomlr) < o <,
C

Also kann Re(s) so grof3 gewdhlt werden, dass |f(p)p~°| < 1 fiir alle p € P. Somit
kann die geometrische Reihe angewendet werden:

De(s) = T(1 = f(pj)p;*) :ﬁ (Z S]’f) .
j=1 j=1 \1;=0

13
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Fur N € Nund {p1,..p:} = {p € P;p < N} gilt

i f(n)yn=s — IL[ (zi [f(Pj)Ps]l])

n=1 =1 ]:O
= Z [f(plll Plrr) _f(pl)ll '...-f(pr)lr)] . (plll ""'p?)_s
P pl <N
= X )" ) ()
ple.plr >N

Fiir N — oo konvergiert die linke Seite der Gleichung gegen 0 und die zweite Reihe
der rechten Seite ebenfalls (vgl. Beweis zu Satz 2.3). Da sowohl Dy als auch die
Produktdarstellung absolut konvergent sind, darf nach dem Satz von Fusint wieder
umsortiert werden. Es folgt also fiir den Rest

o0

Yo ¥ U p) = fp) e f(p) ] (P pl) =0

r=1 11,.‘.,lrENo

fur alle Re(s) = o > 0,. Nach dem Identitdtssatz 2.1 sind alle Koeffizienten dieser
DiricHLET-Reihe 0. Somit ist f streng multiplikativ. O

(2.7) Satz
Sei f : IN — C eine zahlentheoretische Funktion mit f(1) # 0 und Konvergenzab-
szisse 0,; < oo. Gilt Df(s) # 0 fir o > ¢ > oy, so folgt

00 / -1
— ,Dg(s) _ (f *f )(1’1) LS
D¢(s) = e 5", Dg(s) logf(l)-i—nz2 i n
fiir o > max{c,o,(f~1)}. Dabei ist f'(n) = f(n) - Inn die formale Ableitung, f ! das
DiricHLET-Inverse von f und log der Hauptwert des Logarithmus. ©

Beweis

Die Menge {s € C; Re(s) > c} ist ein konvexes, also einfach zusammenhéngendes
Gebiet, in dem D¢(s) nullstellenfrei ist. Ein solches ¢ existiert nach Korollar 2.2.
Nach Funktionentheorie I (vgl. [2] S. 91, Satz 4.6) existiert auf diesem Gebiet dann
ein holomorpher Logarithmus von Dy, also eine holomorphe Funktion G(s) mit

Dg(s) = eC) fiir ¢ > c. Dann gilt

Dy =e%-G'=D;-G'
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Mit Dy - Dy = Df*g, D; = Df 1 (Skript, 4.11) und Df = —Dy (Skript, 4.4c) folgt

1 = s
GIZD}-D—fZ—Df/-Df—l=—Df/*f—1— r;z(f * f )() .

Wihle ¢(n) = U0 pann folgt G'(s) = D, (s), also
/
G(s) = C+ Dy(s) C+Zf*f 0 s

dabei muss ¢ > max{c,0,(f ')} sein, damit die Reihe konvergiert, da D p fur alle
0 > cund Dy fiir alle 0 > o5 (f ~1) konvergiert. Der Wert fiir C lasst sich folgen-
dermafen berechnen:

Skript,
eC ; ehmo—woc(‘r) = Iim eG( 7) — = lim Df( ) 4:5 f(l)

7500 700
Fur * gilt: limy 0 G(0) = C, dan™7 — 0 fiir 0 — oo, n > 2. Somit folgt

=log f(1) +2mik, ke Z.
Da ¢?™k = 1, kann k = 0 gewahlt werden. [

(2.8) Korollar
Firo > 1 gilt

, > A(n)
7(s) =e%®) mit G “n°.

() =% r )
Beweis
Sei f =i=1,dannist f'(n) = Innund f~(n) = u(n). In 2.7 eingesetzt ergibt sich

N e ) B X ()
C(s) = e~ mit G(s) Z o n Z o> op(i) =1,
n=2 n=2

wobei * mit Beispiel 1.4 f folgt. O
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