Der Primzahlsatz, Teil 1

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 07.05.2012

Raffaela Biesenbach

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Herleitung des Primzahlsatzes. Dazu werden
Definitionen und Sétze aus dem Skript zur Analytischen Zahlentheorie von Herrn
Prof. Krieg verwendet (siehe Literaturverweis [1]). Die Variable p soll immer als
p € P verstanden werden.

(0.1) Definition (Primzahlsatz)

wobei 7t die Primzahlzihlfunktion 7 : [0,00) — R, 7m(x):=f#{p € P;p < x} ist.
Dieser Satz wurde 1896 von Hadamard und De La Vallée Poussin bewiesen.

§1 Erste Abschidtzungen zum Primzahlsatz

Fiir die ersten Abschatzungen behilft man sich folgender Funktionen:

— Bendtigte Funktionen —

(1.1) Definition (Die Mangoldt-sche Lambda-Funktion)
Die Mangoldt-sche Lambda-Funktion

1 fallsn = p* ke N
A:N—=C, A(n):{n(p) alsm=p &
0, sonst

(vgl. Satz (2.5) aus [1])
(1.2) Definition (Die Chebyshev-sche psi-Funktion )

Y:[0,00) =R, ¥(x):=)_ A(n)

n<x

(vgl. Definition (5.1) aus [1])
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(1.3) Definition (Die Chebyshev-sche theta-Funktion)

9:00,0) >R, d(x):=) Inp, pelP
p=x
(vgl. ebd.)
(1.4) Definition (charakterische Funktion x von IP)

(n) 1, fallsn € P
n)—=
AP 0, fallsn ¢ P

(1.5) Satz (Abelsches Lemma)
Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion und

F:[0,00) = C, F(x):=)_ f(n)

n<x

Ist die Funktion g : [a,b] — C, 0 < a < b, stetig und stiickweise stetig differenzierbar,
so gilt
b

Y. f(n)-g(n)=F(b) g(b) —F(a) g(a) —/F(t) &' ()t

a<n<b a

(vgl. Satz (4.1) aus [1])

— Erste Abschiitzungen —

(1.6) Lemma
Fiir x > 0 gilt:

Y(x) 9(x) < (In x)?

0< —
- X x T 2y/xIn2
insbesondere hat man - s
i (Y 202)
X—»00 X X



Primzahlsatz, Teil 1 §1 Erste Abschidtzungen zum Primzahlsatz

Beweis
Y(x):= Y A(n)= Y Inp firm € IN. Diese Summe ist 0, falls x < 2 ist, also soll

n<x m>1,p
p<x

) 1,
x > 2 sein. Da p" < x & p < xm ist, muss also gelten:

X >2
& ln(x%) > In2
& %lnx >1In2

Inx
< ——
~— In2

Also hat man

m<{ﬁ—§p§xm mg%
Damit ist
0< ¥(x) - 8(x) = B(xm) —0(x"1) = 3 O(xn)
1<m<p3 2<m< {3

Aus der Definition von @ und der Tatsache, dass der In streng monoton wachsend
ist folgt
B(x)=) Inp< ) Inx<x-Inx

p=x p=x
und somit
1
0<¥(x)—8(x)< Y xmln(xm)< \/E-ln\/}g%-\/}-m\/;
2<m<lnx 2<m<{px n
_ Vx-iInx-Inx - Vx - (Inx)?
B In2 ~  2In2
Dividiert durch x erhélt man das gewtiinschte Ergebnis:
2
0< Y(x) d(x) < In“(x)
- ox x T 2y/xIn2
2
Da jede Potenz schneller wiéchst als der Logarithmus ist lim 21n ) — 0 und damit
x—o0 2¢/x In2
; RACIIICI
i (751 2) = m
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Wir werden nun eine weitere Umformung der - Funktion vornehmen und auch die
Primzahlzahlfunktion mithilfe dieser darstellen.

(1.7) Lemma
Fiir alle x > 2 gilt

_ mi(t)
a) ¥(x) =m(x) Inx —Z/Tdt
_ 00, [ 8(0)
b) m(x) = = +2/Hn2t dt
Beweis
a)Esgilt d(x)= Y Inp= Y xp(n) -In(n). Wendet man Satz (1.5) auf

p<x 1<n<x
f=xp(n), F(x)=mn(x), gx)=Inx, a=1 b=x an, dann gilt
n(x)= Y 1= Y xp(n)=F(x)und man erhilt

p<x I<n<x

Gleichung 1

< \H/_/
1<n<x -0

9() = ¥ xe(n)In(n) = (x) In(x) - 7(1) (1) - [ ) 4y
1
= 7() () - [ @dt

b) Wendet man denselben Satz an auf

Fon) = xe(n) In(n), F(x)=6(x), g()=p-, a=5, b=x folgt
Gleichung 2
. 1 0 8(3 1,
(x) = 3 fn)- Inn ln((fc)) B ln((zg)) -1 / t.l(rigtdt
2<n§x — %
8(3)=0
_ 8, [ ()
- ln(x)+2/t-ln2t -



Primzahlsatz, Teil 1 §1 Erste Abschidtzungen zum Primzahlsatz

X X
Beachte / 19(2 dt = / 8(t) dt, weil 9(t) =0 fur t < 2.
t-In“t t-Int

Wenn man nun Gleichung (1) durch x dividiert, erhdlt man
Gleichung 3

x x/In(x) x )

9(x) _ _m(x) / (t) 4

Und Gleichung 2 wird zu Gleichung 4, wenn durch —— geteilt wird.

In ( )
Gleichung 4

n(x) _ 9(x)  In() / 8(t) .,

x/In(x)  «x x t-In%t

— Aquivalente Charakterisierungen des Primzahlsatzes —

Die Gleichungen 3 und 4 erleichtern den Beweis zu folgenden dquivalenten Charak-
terisierungen des Primzahlsatzes

(1.8) Satz

Die folgenden Aussagen sind dquivalent
i  m(x) ~x/In(x)

(i) O(x) ~x

(i) Y(x)~x

Beweis x

“(i) = (i1))”: Wegen Gleichung 3 geniigt es zu zeigen, dass xlgn 1/ @ dt = 0.
®72

Nach (i) ist 7t(x) ~ . Das bedeutet X 1. Daraus folgt, dass ein x, € R

x/Inx x _>Oo
existiert fuir das gilt.

Da die Funktion x%fl)x stiickweise stetig ist auf [2, xg] (7t(x) erst ab x=2 grofer 0),
nimmt sie dort ihr Maximum M an und es folgt:

7(x)
x/Inx

<c¢ Vx>2 fir c:=max{1,5 M}
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Also gilt ngcx) < m5

Damit folgt

0<

R
Ne—_
‘21
IA
RIa

—%(mz(f_z) 1 (x_ﬁ))zg(f—2+x—\/5)

In(/x) x \ In2 In/x
cy/x co(x—vx) ¢ 2c-(1—(vx)h) N
- xln2 + 1ln( ) x - ﬁln2+ Inx x—>oo/0

X
“(ii) = (i) “ Wegen Gleichung 4 geniigt es zu zeigen, dass lim In(x) 1l X
2

X— 00

Nach der Voraussetzung (ii) ist ¢(t) ~ t. Das bedeutet ﬁ(tt) P 1. Daraus folgt,
—00

dass ein x, € R existiert fiir das gilt:

@gl,S Vx> xg

Da die Funktion ( ) stiickweise stetig ist auf [2, xp], nimmt sie dort ihr Maximum K
an und es folgt:

o(t) .

- <c¢ Vx>2 fir c:=max{1,5K}

Also gilt 9(t) < c-t.

Damit gilt:
X X ﬁ X
Oéln_x/ 19(12 dtgclnx/ 12 dt§C1nx / 12 dt+/ 12 it
X t-In“t X In“t X In“t In“t
2 2 2 Vx

¢ Inx 1 1 ¢ Inx 4c
< (VF-dmg - Vi) <

,(ii) = (iii)”“ Dies wurde in Lemma (1.6) bewiesen. 0

Nun folgt eine Abschétzung fiir die psi-Funktion:
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(1.9) Lemma
Es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle x > 1 gilt

Y(x)<c-x

Beweis

n .
Fiir alle Primzahlen p mit n < p < 2n gilt p|(*") = I] "Tﬂ Bei diesem Produkt
j=1
kommt jedes palsn+j, j € {1,...,n} vor, jedoch nicht als j, wodurch der Quotient
nicht gekiirzt werden kann. Das heif$t jedes p kommt in der Primzahlzerlegung von

(") vor und es gilt:

n
2n 2n binom. Formel
1—[ p S (27’1) S Z <2]:l) _ Z (2:) 1k 12n—k /'/:\ (1 + 1)211 — 22?1

n<p<2n n k=0 k=0

Wenn man den In auf die Ungleichung J] p < 22" anwendet, gilt
n<p<2n

ln( I p) < In(2%")
n<p<2n

Mit den Rechengesetzen des Logarithmus gilt

Z Inp < 2n-In2

n<p<2n
und wenn man nun noch n = 2/~1 setzt, hat man

Z Inp < 2 -In2

2 1<p< 2
also
k k ) kK * 2k+1 -1 k1
= < ] . — 7Y . —- . < .
Zklnp Z ._Z ‘lnp_;(Z In2) (ZZ) In2 51 In2 <2 .In2
p<2 J=1271<p<o) =1 j=1

* = geom. Summenformel

Wihlt man nun k mit 2k-1 < x < 2K, g0 ergibt sich

(Zkflgx)

¥x) = Zlnp < Z Inp < 2kl 1n2 = 2k-1.4.1n2 /_<\ 4x -In2
p=x p<2k
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Wie in (1.6) folgt nun fiir alle x > 1

¥(x)= Y 8(xn)< Y 4ln2-x/"= Y 4In2-xn +4In2-x

mﬁﬁ% THS{% 2§m§}%
1
< Z 41n2-ﬁ+4ln2-x§4ln2-x+%-4ln2-\/Egc-x
2<m<{nx

Anmerkung zu der letzten Abschétzung;:

ax +b-Inxy/x <c-x

YEN a+b'1%x <c

Denn a 4 0¥ 4, weil der Logarithmus schwicher wichst als jede positive

VX xo00
Potenz und x > 1.
bnx

Also existieren ¢, xo mit a + b’l%x < & V x > xp. Da die Funktion f(x) = a+ e

stiickweise stetig ist, nimmt sie auf [1, xo| ihr Maximum Kj an und es gilt:

b-Inx

a-—+ \/}

<c¢ fir c:=max{¢ Ki}.

§2 Beschiftigung mit der RIEMANNSschen
Zetafunktion

(2.1) Definition (RIEMANNsche Zetafunktion)

C:{s € C;Re(s) >1} —» C, sHC(s)zin_s
n=1

Die Zetafunktion ist holomorph auf ihrem Definitionsbereich. o

(2.2) Satz
{(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung in die Halbebene Re(s) > 0. Die Fortset-
zung ((s) ist holomorph bis auf einen einfachen Pol mit Residuum 1 bei s = 1. Es
gilt

C(s) #0 furalle s€C mit Re(s)>1

und
((s) <0 furalle 0<s<1
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Beweis

Zunichst soll gezeigt werden, dass {(s) eine meromorphe Fortsetzung in die Halb-
ebene Re(s) > 0 besitzt und diese dort holomorph ist bis auf einen einfachen Pol bei
s=1.

Man betrachte die Funktionen

Fis):==(1-2"%)-g(s)=Y.n =Y 2-2n) =Y n*=Y hin) (n)",

h(n) = {2, falls n gerade

= X A=) Y ()
n=1 =

0, falls n ungerade

1
G(s)::(l—f’yl_s)-g(s)zilnS ZS (3n)~ ig

wobei g(n) =-2 fiir n =0 (mod 3) und g(n) = 1 sonst.
Dies muss so gelten, weilbei Y n™5— Y 3-(3n)7° fir alle n € IN, die ein Vielfaches
n=1

n=1 =
von 3 sind gilt, dass n™° —3n~° = —2n~*° gerechnet wird. Somit erfiillt g(n) die

gewiinschte Bedingung.

Es gilt aber

<2 VN eN

—_———
1+1-2+1+1-2...

und E ¢(n) sowie Z (—1)"*1 divergieren, weil (g(n)),cp und ((—1)"*1)

ne Nullfolgen smd
Damit sind die Bedingungen erfiillt, dass man (4.8) aus [1] anwenden darf, um die
Konvergenzabzisse der beiden Funktionen F(s) und G(s) zu bestimmen:

In|Y,<ng(n)

03(G) 111\1]13210p N 0
und "
| —-1)"
0(F) = limsup n | Lnen (ST 0,

InN

N—o0

weil der Zdhler jeweils (wie oben gezeigt) begrenzt ist und der Logarithmus streng
monoton wachst.
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Die absolute Konvergenzabzisse liegt jeweils bei 1, weil lim |[(—1)"*!| = co und

n—o00
. _ T In(N) _
nhn;lo lg(n)| = oo und o, = I\llmlo n(N) = 1

Nach (4.4) aus [1] sind die DIRICHLET-Reihen F(s) und G(s) holomorph fiir Re(s) > 0.
Also ist

F(s G(s
(5 = o) bow g(s) = o
als Quotient holomorpher Funktionen holomorph fiir Re(s) > 0 bis auf eventuelle
einfache Pole an den Stellen
k-2mi l-2mi

™) bzw. s=1+ 3

s=1+ mit k€ Z

Es handelt sich um einfache Pole, weil bei 1 — 2!~ und 1 — 3!~ fiir die gerade
genannten Stellen s einfache Nullstellen vorliegen. Zwei holomorphe Fortsetzungen
miissen auf dem Bereich, auf dem sie holomorph sind gleich sein. Deshalb miissen
auch die moglichen Pole an den gleichen Stellen vorliegen.

Da % = ﬁ

< k-In3=1-In2

< exp(k-In3) =exp(l-1n2)

o3k =2}

liegt tiir k = I = 0 die einzige Singularitdt 1. Ordnung bei s = 1.

Nach dem Satz von LANDAU (4.9) in [1] kann an der Stelle 0, = 1 keine hebbare

Singularitdt vorliegen. Deshalb muss an dieser Stelle eine Polstelle sein.

Weiter wird gezeigt, dass Res;—1{(s) = 1 ist:

Nach der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus gilt F(1) = Y (—1)"+!.1
n=1
. F(s) F(1)
7 — _ == — 1
Ress—17(s) 21_>1111 (s—1) 1—-21-s In2 '

denn

. 121 d 1 o d
llg}m = —%(2 Ns=1 = s exp((1—s5)In2)[s=1

— exp((1—5)In2) - (~In2)[oy = 2} (=In2)]_s = In(2)

Weiter zu zeigen: {(s) # 0 fiuralle s € C mit Re(s) > 1:

10
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Fiir Re (s) > 1 gilt nach (4.12) in [1]

S - 1% fallsn =py--- € P pw. versch.
g(s)- Y un)-n—==1 y(n):{( ) Pi1- Pk Pj p
0, sonst

also {(s) # 0, denn wenn ein Produkt 1 ergibt, kann kein Faktor 0 sein.
Zum Abschluss bleibt zz., dass {(s) <0 fiiralle 0<s<1:

Ists € Rmit0 < s < 1, so hat man
Fis) =Y (-1)"-n*>0
n=1

denn die Folge ((—1)"*1. ns) cn ist streng monoton fallend und somit ist der
Anfangswert bei n = 1 der grofite. Dieser ist positiv. Es liegt also eine Folge von
abwechselnd positiven und negativen Zahlen vor, wobei bei jedem Paar von einer
positiven und einer negativen Zahl die Positive die grofiere Zahl ist.

Da aulerdem 1 — 2!~% < 0 ist, gilt insgesamt (s) < 0.

Damit wurden bereits einige Eigenschaften der Zetafunktion demonstriert. Es folgt
ein Korollar zur Nullstellenfreiheit der {-Funktion auf einem bestimmten Gebiet.

(2.3) Korollar

Sei M(x) = Y,y p(n) und 6 =inf{c € R;M(x) = O(x7) fiirx > 1}.

Dann ist die RIEMANNSsche Zetafunktion nullstellenfrei auf der Halbebene

{s € C; Re(s) > 0} ist. o

Beweis
Die Mobius-sche u-Funktion ist eine zahlentheoretische Funktion. Wenn man 6 fiir
die Konvergenzabzisse ¢;, schreibt, gilt nach (4.8) in [1]:

Wenn D¢(s) = Y p(n)-n~°fiirx > Oan der Stelles = 0 divergiert, so gilt

n=1
6 =inf{oc € R, M(x) = O(x7) furx > 1}.

Zeige also, dass D¢(s) = Y pu(n) divergiert:
n=1
Da u(n) keine Nullfolge ist, weil y(n) immer wieder die Werte 1 und —1 annimmt,

kann Y- u(n) nicht konvergieren.
n=1

11
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Nach Korollar (4.12) aus [1] ist ﬁ = Y_ u(n)-n~" fiir Re(s) > 1. Falls nun 6 > 1
n=1
ist, konvergiert ﬁ = Y wu(n)-n"* auf der Halbebene {s € C; Re(s) > 6}. Also ist
n=1

1
0] dort insbesondere definiert, weshalb gelten muss {(s) # 0 auf der Halbebene
{s € C; Re(s) > 6}.
Falls 0 < ¢ < 1 gilt, ldsst sich ﬁ tber Y u(n)-n—° bis Re(s) > ¢ holomorph
n=1

fortsetzen. Die Fortsetzung von {(s) muss dort nullstellenfrei sein.

Es folgt eine Abschdtzung mit der Zetafunktion:
(2.4) Lemma
Firoc >1und t € R gilt

3(s) - 12(c +it)[* - |g(o +2it)| > 1

Beweis
Voraussetzungen:

a) Fir n = p™ gilt:

= A(n) —S = ]'np m\—s = ]'np —ms = 1 —ms
Tt = (p") = = —-p

L " B LG R ¥ X

b)
s=0+it
p " =exp(—ms-Inp) =" exp[—m(c+it) - Inp] = exp(—molnp) -exp(—mitlnp)
— p—mcr . e—imtlnp
<)
%] = eRe(®) fiirallez € C

d)

exp(—iz) = cos(—z) +isin(—z) = cos(z) +isin(—z), z € R

Also ist
Re(exp(—iz)) =cos(z), z€R

12
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Nach (4.18) aus [1] gilt fiir s = o + it € C mit 0 = Re(s) > 1

Daraus folgt

c) 0
2(6)) 2 exp(Re(G(s)) S exp (Z Y cos(mtlnm)
p

m=1

und damit
(o) - 1g(c+it)[* - |g (o +2it)]

Wegen

3+4 cos(¢) +cos(2¢) = 344 cos(@) +2cos*(¢p) —1=2-(1+cosp)* >0

istauchy. Y L1.p=™7.(3+4 cos(mtlnp)+ cos(2mtInp)) > 0 und wenn man nun
P m=1
die Exponentialfunktion auf diese Summe anwendet, ist das Ergebnis > 1.

Insgesamt folgt
C(@)- oo +it)]*- |o(o+2it)] =1

13
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In dem folgenden Korollar wird man sehen, wie Dirichlet-Reihen und die Zetafunk-
tion in Zusammenhang gebracht werden kénnen.

(2.5) Korollar
Gegeben seien die DIRICHLET-Reihe

D(s):=)_ 0, ()% -1~ mit oy(n) = Zd”i
n=1 d|n

sowie die Funktion o )ZC( +ai)( )
S s+ ai)l(s — ai
f(S) = g(zs)

mit a € R fest. Dann gelten die folgenden zwei Annahmen:

a) Sei o die Konvergenzabzisse von D. Dann gilt f(s) = D(s) fir alle s mit

)
Re(s) > max(c, 0). Da f(3) = D(3) unméglich ist, folgt o >

N[—

b) Die Annahme {(1+ai) =0 stellt einen Widerspruch zum Satz von LAND-
AU dar.

Beweis
a) Man benutze aus Aufgabe 7c), Seite 43 in [1]:

2 (e
g(;Z) =) 2901 . 3= mit w(n) := Anzahl der verschiedenen Primteiler von n
n=1

Z(

Des weiteren gilt

g(s + ﬂl) = i n—ain—s und g(S — Ell) = i nai n=_s
n=1 =1
Damit ist
flo) = SV EOL D) _ §5 guto) s % poigs. 3 oot
2(2s) = ~ =

Dieses Produkt ldsst sich nach der Dirichletschen-Faltung (2.3) in [1] berechnen.

oo o0 [0 9)

2w(n) ns. Z n—%ys. Z nt s
=1

14
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Auf diesem Wege kann man die Gleichheit zeigen.

$)2 (s +ai) {(s — ai
0 ) = S Ll o

a € R fest und ist nullstellenfrei fiir alle s € C mit Re(s) > 1 nach Satz (5.6) aus [1].

ist holomorph fiirs € C\ {1, 1+ai, 1 —ai, %},

Nach Voraussetzung gilt, dass {(1 +ai) = 0. Daraus folgt, dass {(1 — ai) = E n—(1-ai) —

n=1

il 018
=

i OZOZ L gnilnn OZOZ 1 il — Of; n-(ai) = (T4 ai) =0 = 0.
n=1 n=1

1 n=1

An der Stelle s = 1 <f(1) _ g(lg(;i))g(l—ﬂ)) kann man f(s) dann holomorph

fortsetzen, weil die doppelte Nullstelle die zweifache Polstelle bei {(1)? weghebt.

Die Funktion {(2s) hat an der Stelle s = % einen einfachen Pol nach (2.2). Deshalb

hat =~ an dieser Stelle eine hebbare Singularitdt und damit auch f(s).

¢(2s)
Aus a) wissen wir, dass D(s) = f(s) fiir alle s mit Re(s) > max{c, 0} gilt, wobei o
die Konvergenzabzisse von D ist.

o = 1 kann nicht die Konvergenzabzisse von D sein, weil D(s) an der Stelle s = 1
nach dem Satz von Landau ( (4.9) in [1]) keine hebbare Singularitdt haben darf. Mit
f(s) haben wir jedoch gezeigt, dass dort eine vorliegt.

Das Gleiche gilt an der Stelle s = % Wire 0 = % die Konvergenzabzisse von D(s),
dann diirfte an dieser Stelle keine hebbare Singularitét vorliegen, tut es aber, wie mit
f gezeigt. Die Konvergenzabzisse miisste also links von % liegen. Nach a) gilt aber
o> % Widerspruch.
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