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In den bisherigen Vortragen wurde auf den Beweis des Primzahlsatzes hingearbei-
tet. Die Kernaufgabe dieses Seminarvortrages besteht nun darin, diesen mithilfe Di-
RICHLETscher Charaktere auf arithmetische Progressionen zu erweitern, also den
sogenannten DIricHLETschen Primzahlsatz zu beweisen. Der zweite, kleinere Teil
gibt einen ersten Uberblick iiber harmonische Funktionen, deren Eigenschaften im
weiteren Verlauf des Seminars benétigt werden.

§1 Der Dirichletsche Primzahlsatz

Das wahrscheinlich bedeutendste Ergebnis der analytischen Zahlentheorie ist der
Primzahlsatz, also die Erkenntnis, dass 7t(x) ~ x/log(x). Hier soll nun eine zu-
erst von Peter Gustav Lejeune DIRICHLET bewiesene Verallgemeinerung vorgestellt
werden.

Der DiricHLETsche Primzahlsatz besagt, dass die Primzahlen in den arithmetischen
Progressionen (auch: arithmetische Folgen) unter bestimmten Voraussetzungen gleich-
verteilt sind. Hierbei ist eine arithmetische Progression (a; x(1))nen, eine Folge von
INo nach IN, wobei die Differenz zweier benachbarter Folgeglieder konstant N ist
und k das erste Folgenglied (k, N € N beliebig, aber fest). Also:

arn :Ng = N, n+ k+nN.

Zu beweisen ist also der

(1.1) Satz (Dirichletscher Primzahlsatz)
Fiir k, N € IN mit ggT(k, N) = 1 gilt

1 X
¢(N) log(x)’

Hierbei ist ¢ die EuLERrsche phi-Funktion und 7 5y definiert durch

Nk,N(x) ~

men(x) :=#{p € Pl[p=kmod N, p < x}.

Die Voraussetzung ggT(k, N) = 1 ist nahezu trivial. Denn arithmetische Progres-
sionen mit ggT(k, N) > 1 enthalten entweder eine Primzahl oder keine (abhidngig
davon, ob k eine Primzahl ist oder nicht).

Der Beweis des Satzes verlduft analog zum Beweis des Primzahlsatzes.
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In der gesamten Ausarbeitung gilt stets p € IP. Auflerdem werden die Bezeichnun-
gen gemdf [1] verwendet.

— Eigenschaften DIRiCHLETScher L-Reihen
und der zahlentheoretischen Funktionen yy n und 7w N —

(1.2) Proposition
Sei x ein DiricHLETscher Charakter mod N. Dann gilt fiir Re(s) > 1:

und

L(x,s) = e%x®) mit  Gy(s) = i%ns

Beweis
Wir zeigen, dass x(n)pu(n) das DIRICHLET-Inverse von yx ist, also (x - u) * x = e:

(X(”) _‘u 27( <d> Xmultl}?l x(n) Zﬂ(d) [1]I(i6)a) (n)e(n)

dln dln

Da x nach [1]1(6.8) multiplikativ ist, wissen wir, dass x(1) = 1. Zusammen mit der
Definition von e(n), welches nur fiir n = 1 von Null verschieden ist, folgt

Ya(dud)-x () =eln).

dn

Nach [1]1(4.17) gilt dann

und
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Wegen ‘X%;é;()” )| < 1 (s) fiir Re(s) > 1 absolut. Dann folgt
L(xs) _ iy 4 o x(mA(n)

L(xs) —Gx(s) = ds ~ log HZ:X
Die Abschidtzung gilt, denn:
1. Fall: n # p" furallep e P,y e N: A(n) =0 = ‘Tn) = 0.
2.Fall: n =p" fureinp € P,v € IN :
@) 88T(p,N) #1 = x(n) =0 = |2
(b) ggT(p,N) =1: (x(n) Emheltswurzel, also [x(n)| =1)

Aln) | _ Alp") | — 1. Jog(p) _ 1

‘XEZ;(TZ()H) - \|X_(pv_),|' 10g(pp") - 'v?fgfp) v -

=1

(1.3) Proposition
Ist x ein reeller DiricHLETscher Charakter mod N, so gilt fiir Re(s) > 1

0(s) - L(x,s) = }_ a(m)n*

mit a(n) € R, a(n) > 0 fiir alle n € N und a(m?) > 1 fiir alle m € N.

Beweis

Nach [1]1(6.12) bzw. [1]1(6.13) konvergiert L(x,s) fiir Re(s) > o,(x) = 1 fur alle x
: s\ (p)=0, pIN —s\—1 &

und es gilt L(x,s) = [Ty (1 - x(p)p~*)~0 """ ="""" T1,(1 - x(p)p~*)"1. Ahn-

(1=x(p)p=)~1=1

liches gilt fiir die RtEMANNsche Zetafunktion, deren Darstellung als DIRiCHLETreihe
nach [1]1(3.4) fiir Re(s) > o,(i) = 1 konvergiert. Ebenso gilt nach [1]1(4.16)a):
Z(s) =TI, (1 —p~5)~ ! fiir Re(s) > 1.

Nach [1]1(4.11) ist das Produkt {(s)L(x, s) zweier DIRICHLETreihen wieder eindeutig
als DiricHLETreihe der Form Y, ; a(n)n~° darstellbar und konvergiert fiir

Re(s) > max{oa(x), 0a(i)} = 1. Die Berechnung der Koeffizienten a(n) geschieht
mittels der Produktdarstellungen:
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Fiir Re(s) > 1 gilt

Z(s) =J1a "A—x(pp~)~"

p

Da x reell ist, gilt x(p) € {0,1, —1}. Daher hat man

YiZop " falls x(p) =0 (@,
(1=p=) A =x(p)p™) " = L p ", falls x(p) = =1 (i), (1)
Y20 (L+1)p~", falls x(p) =1 (.
Begriindung der Falle:
(i) Einfache Anwendung der geometrischen Reihe.
.. 1 3. Bin. Formel 1 geom. 1 Reihe —21l
G N = LEop ™
Reih o s Cauchy-Prod. B L
(iii) 1—1;7*5 ' 1—1p Sy g p s T R Yk p ke p (R
S S IR R oY
k=0
=141

Folglich hat {(s)L(x,s) eine absolut konvergente Produktdarstellung

D.(5) = (L) =TT £ 10) 7"
P I=

fiir Re(s) > 1, wobei f eine zahlentheoretische Funktion ist, deren Werte sich fiir
jedes p € P aus einem der drei obigen Fille ergeben. Nach [1]1(4.15) gilt

IT, (2720 f( p') - p'¥) = D¢(s). Die zahlentheoretische Funktion f ist somit gleich obi-
ger zahlentheoretischer Funktion a und f(p') besitzt als Wert einen der Koeffizienten
von p~* aus den Summen.

Nach [1]1(4.15) ist a auch multiplikativ. Da die Koeffizienten der Summanden in (1)
alle groBer oder gleich Null sind, muss a(p') > 0, also auch a(n) > 0 gelten. Da die
Koeffizienten der Summanden in (1) alle groer oder gleich Eins sind, falls n = m?,

muss a(m?) > 1 gelten. O
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(1.4) Definition
Fiir k, N € IN mit ggT(k, N) = 1 definiert man

mn(x) :=#{p € P[p=kmod N, p < x},
Pen(x) =}, An),

n<x,n=k mod N

O n(x) = Y. log(p), x > 0.
p<x,p=k mod N

Wir stellen nun Verbindungen zwischen obigen Funktionen her.

(1.5) Lemma
Seien k, N € IN mit ggT(k, N) = 1. Fiir x > 0 gilt

lim (lPk,N(x) B ﬂk,N(x)) _o,

X—00 X X

also lim $e8*) _ iy fen(®)

= falls einer der Grenzwerte existiert.
X—>r00 X—r00

Beweis
Nach [1]1(5.2) hat man

0< PN (x)  Fn(x)
X X

| L s X og(p)

pr<x,m>1 p<x
p"=k mod N p=k mod N
1 1
=~ ) log(p)<_ ) log(p)=_| ). log(p)— ) log(p)
p<x,m>2 p"<x,m>2 p"<x,m>1 p<x
p"=k mod N
[1]1(5.2) 2
_pE) O ) (og)?
X x 2y/xlog(2)
was die Behauptung beweist. [

Die Verbindung zu 7y 5 (x) schafft das
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(1.6) Lemma
Seien k, N € IN mit ggT(k, N) = 1. Fur alle x > 2 gilt

O n(x) +/x B n(t) it

e N(X) = 2
k,N( ) log(x) ) tlogz(t) ( )
Beweis
Man setzt
log(p), fallsn=peP,p=kmodN,
f<n>={ i = ¥ £() = ().
0, sonst, n<x
Wendet man die Abelsche Identitét [1]1(4.1)a) auf obiges f und folgendes
g(x) = log( 5 an, so folgt fiir x > 2
X
Oen(x)  Pn(3/2) / B ()
7T X) = — 4 . ’, % dt
() 3/z;<xf log( n)  log(x)  log(3/2) ) tlog?(t)
0 %N (t
K (X + / sz( ) 4 "
~ log(x tlog=(t)
N e B ,n(3/2) Gen() g,
denn 9 n(x) = 0 fiir x € [0,2), also log3/2) — 0 und f3/2 e () dt = 0. O
Fiir den Beweis des DiricHLETschen Primzahlsatzes benotigen wir
(1.7) Satz
Seien k, N € IN mit ggT(k,N) = 1.
Existiert lim 19—() dann auch lim - /klN %) 1ind die Limiten sind gleich.
X—>00 X—00 og(x)
Beweis
Duch Umstellen von (2) gilt
N (x) _ Gn () 108 / Gen(t) 3)
x/log(x)  «x J tlog?(t)
>0 (%)
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Fiir x > 2 gilt

0 (2) 7T N (%) 19kN log / % n (1) dt < log(x) /x o(t) it [1]1(53)b)
= x/log(x) - )

Nur aufgrund der Analogie zum Beweis des Primzahlsatzes formulieren wir

(1.8) Lemma
Fiir k, N € IN mit ggT(k, N) = 1 gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle x > 1 gilt

Prn(x) <c-x.

Beweis

(1.9) Lemma
Fir c > 1und t € R und x ein DiricHLETScher Charakter mod N gilt

L3(xo0,0) - |L(x, o +it)|* - |L(x% o + 2it)| > 1. (4)

Beweis
Nach (1.2), also

Ln(?{/ 0,) _ <eGX(5)>n _ eL08<€(GX(S>)n> kele en-(GX(s)—i—Zm’k) _ e”GX(S) . p2rtikn g”GX(S)

giltflirc > 1und t € R

L*(x0,0) - [L(x, 0+ it)[* - |L(X? o +2it)]

0 . Mﬂ_ ( ) (n) —(o+it) Mﬂ—(a—ﬂit)
(ZR{ g " 4 hogt " gt }>

n=2

N

= exp (i A(n))n—(r {3)(0 +4Re(x(n)n™*) + Re(XZ(n)n—Zit)}>
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Fir ggT(n, N) = 1 gilt: Re(x(n)n~") = cos(arg(x(n)n"")), denn

x(m)n™"| = [x(n)]|n™"| = |exp(log(n) - (it))| = 1.
=1

Mit ¢ = arg(x(n)n~") ist der Ausdruck in der geschweiften Klammer gleich

0, falls ggT(n,N) > 1,
3+4cos @+ cos(2¢) = 2(1+cos ¢)> >0, falls ggT(n,N) =1,

denn zusammen mit dem ersten Additionstheorem und dem trigonometrischen Py-
THAGORAS gilt: cos(2x) = 2 cos?(x) — 1.

Daraus erhilt man
L3(xo0,0) - |L*(x, 0 +it)| - |L(x?, o +2it)| > 1,

also die Beh. ]

(1.10) Satz
Ist x ein DirtcHLETScher Charakter mod N, so gilt

() L(x,1+it) #0furallet € R, t #0,

(i) L(x,1) #0, falls x # xo-

Beweis
Fur x = xo folgt (i), denn nach [1]1(5.8) ist {(s) # O fiir alle s # 1 und p~* ist fiir
alle s € 1+ iR ungleich 1, denn:

27tik

=5 — oxp (—s- 1o =1< —slo = 2mik & s = — /
p p ( g(p)) g(p) log(p)

also insbesondere muss s € iR gelten. Demnach:

L(xo,3) [1] 1(6.12) (H (1 _ PS)) -Z(s) #0.

pIN

Sei nun x # xo und (t # 0 oder x* # xo). Durch Multiplikation von (4) mit
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3
(0 —1)~! und durch Erweiterung der linken Seite mit (g—j> folgt:

L(x,o+it)[*

1
|L(x? 2it)| > ——.
LD LG o+ 2it) = — ©

(0~ 1)L(x0,0))° - \

Angenommen, L(x, 1+ it) = 0, so gilt fiir ¢ | 1 auf der linken Seite von (5)

4

L(x,0+it) —L(x,1+it) L3, o+ 2it)]

lim((o — 1)L(xo0, 7)) - (o +it) — (1 +it)

o}l

3
= () Gons il LG 1 i)

N J/
-~

= (%)

da L(xo,0) in ¢ = 1 nach [1]1(6.12) eine einfache Polstelle mit Residuum # hat.
Da nach Voraussetzung t # 0 oder x? # xo ist, ist L(x?,1 + 2it) # L(xo,1) = o und
damit ein Wert in R. Dann ist aber (x) € R. Da aber die rechte Seite in (5) gegen
unendlich strebt, folgt ein Widerspruch, was (i) beweist.

Es bleibt also lediglich noch der Fall x> = xo, x # xo, t = O fiir (ii) zu zeigen.
Zunéchst bemerkt man, dass x wegen x> = xo reeller DiricHLETscher Charakter
sein muss.

Angenommen, L(x,1) = 0. Dannist {(s) - L(x, s) holomorph fiir Re(s) > 0. {(s)L(x, s)
ist nach (1.3) DiricHLETreihe zur zahlentheoretischen Funktion a(n), a(n) > 0 fiir
alle n € N, also |a(n)| = a(n). Daher gilt nach [1]1(4.8): 0y(a) = op(|a|) = ou(a).
Giilte 0,(a) = op(a) = 1, dann folgt ein Widerspruch zum Satz von LANDAU, da
{(s) - L(x,s) dann in s = 0,(a) = 1 keine hebbare Singularitit haben diirfte. Ange-
nommen, 0,(a) € (0, 1), dann folgt ebenfalls ein Widerspruch zum Satz von LAND-
AU, da {(s) - L(x,s) holomorphe Fortsetzung der DiricHLETreihe D,(s) wére. Also
muss 0,(a) = 0p(a) = 0 gelten. Mit (1.3) erhdlt man aber

1

¢ (5) L (X%) = gﬂ(n)nl/z > milﬂ(mz)ml > milml = co.

Das ist ein Widerspruch, so dass L(x,1) # 0 folgt und somit alle Félle bewiesen
wurden. O

Nun kommt der wesentliche Schritt:

10
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(1.11) Proposition
Fiir k, N € IN mit ggT(k, N) = 1 gilt

. heN(x) 1
xlggo x  ¢@(N)
Beweis
Nach [1]1(6.10)d) gilt
ef. 1 —
pn =Y A =—= Y ¥ xmxAm).
n<x,n=k mod N ¢ )nﬁxx(mod N)

Wendet man [1]1(4.1)a) mit

f) = ¥ xmx0A(m)  und  gx) =
(P( ) x(mod N)

an, wobei also F(x) = i y(x) ist, so erhélt man fiir Re(s) > 1

X
= PN v 1T s [ (DS dt
—_———— —_—————
—1 5000, wegen (1.8)  =0,da A(1)=0 1

oo s/tpk,N(t)t_s_l dt
1

Da die Anzahl der DiricHLETschen Charaktere mod N gegeben ist durch ¢(N) (sie-
he [1], S. 59), also insbesondere endlich ist, darf die Summation vertauscht werden
und mit (1.2) ergibt sich

i —s—1 _L - A —s
s 1/ pon(O = o B Y RIA)n
1 sl s (12) x(k)  L'(x.s)
=GNy, MO LA Y SN Tos)

Wir wollen nun den Satz [1]1(5.11) anwenden. Nach [1]1(6.13) ist fiir x # xo die

11
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DiricHLETsche L-Reihe L(j;,s) fiir Re(s) > 0 holomorph nach [1]1(6.13) und in ge-
eigneten Umgebungen von 1 + it fiir alle t € R nach (1.10)/[1]1(6.13) nullstellenfrei.

Damit ist der Ausdruck —% . LL/&(; )) fur alle x # xo holomorph in einer solchen

Umgebung. Da nach Funktionentheorie I Summen holomorpher Funktionen wieder
holomorph sind, folgt, dass

x(k)  L'(xs)

x(mod N),x#xo o(N)  L(x:9)

holomorph auf geeigneten Umgebungen von 1 + it fiir alle t € R ist. Man betrachte

also noch —% . LL/((;((SS)) fiir den Fall x = xo. Nach [1]1(6.12) ist L()xo,s) nullstel-
h(s) .

lenfrei fiir Re(s) > 1. AuBlerdem gilt L(xo,s) = 3y mit h(s) ist holomorph auf
{s € C|Re(s) > 0}. Da ggT(k, N) = 1, folgt mit Definition von xo:

Xxo(k) = xo(k) = 1. Dann folgt

~ Xo(k) L'(xos) 1 s—1 W(s)(s=1)—h(s) 1 . W (s) n 1/¢(N)
¢(N) L(xos)  ¢(N) Hhs) (s—1) ¢(N) h(s) = s—1"7

also, dass —m - Ii,((;g;,’ss)) - Y ;o_(i\] ) holomorph fiir Re(s) > 1 ist und sich in geeignete

Umgebungen von 1 + it holomorph fortsetzen lasst fiir alle ¢ € R. Dann ist

- x(k) L'(x;s) 1/¢(N)
x(mod N) q)(N) L(X/S) s—1

holomorph fiir Re(s) > 1 und fiir jedes t € R holomorph in eine geeignete Um-

gebung von 1 + it fortsetzbar. Damit sind alle Voraussetzungen von Satz [1]1(5.11)

erfiillt und es folgt die Behauptung. O]

Dann folgt leicht das Hauptergebnis des ersten Abschnitts, der Beweis, dass die
Primzahlen in den arithmetischen Progressionen, die eine nahezu triviale Vorausset-
zung erfiillen miissen, gleichverteilt sind.

Beweis ((1.1) Dirichletscher Primzahlsatz)

lim 7T N (%) ) O n(x) L5 1. PN () (1) 1

x—eo x / log(x) x—eo X X0 X ¢(N)’

also die Behauptung. O

12
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— Anwendungen —

Wir geben ein paar Anwendungen der vorigen Ergebnisse:

(1.12) Beispiel
Sei R = Z[i] oder R = Z|p], p := 3(1 + +/3i), R* die Einheitengruppe von R und

nr(x) := #{q € R|q Primelement, N(q) < x>} /#R*.

Dann ist
7R (x) —xz
R 2log(x)

Um das Beispiel zu beweisen, verwenden wir die algebraische Grundlage zu Aufga-
be 8 in §4 aus [1], die hier wiedergegeben sei:

1, falls n = 1 mod 4, 1, falls n =1 mod 3,
X—4(n) =< —1, fallsn =3 mod4, und X—3(n) =< —1, fallsn=2mod 3,
0, talls n gerade, 0, falls n = 0 mod 3.

sind (streng) multiplikative zahlentheoretische Funktionen. Sei p = %(1 + 1/3i). Die
Ringe Z[i] und Z[p] sind faktoriell, d. h. sie erlauben eine bis auf Einheiten eindeu-
tige Primfaktorzerlegung ihrer Elemente. Eine Primzahl p € Z zerlegt sich in Z i
auf eine von drei moglichen Arten:

Falls x_4(p) = 1, so gilt p = qg, und g, § sind nicht-assoziierte Primelemente in
zlil;

Falls x_4(p) = —1, so ist p prim in Z[i];

Falls x_4(p) = 0 (also p = 2), so gilt p = ug? mit einer Einheit u und einem
Primelement 4.

Fir Z[p] gilt das analoge Ergebnis mit x_3 an Stelle von )x_4. Die Elemente von i
bzw. p erzeugen die Einheitengruppe von Z[i] bzw. Z]p].

13
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Beweis ((1.12) Beispiel)
Sei zundchst R = Z[p|. Nach der algebraischen Grundlage wird die Einheitengruppe
von R, R*, erzeugt von p. Also:

.11, 1 1, 1
R™ = §+§l 3,—§+§l\/§,—1,—§—

1. -1 1.

~iV3,= — Ziv3,1| = o,p—1,-1,0,1—p,1]
2 2 2

mit #R* = 6. Man nennt y, z € R assoziiert, wenn y|z und z|y, also genau dann, wenn
ein invertierbares Element ¢ existiert mit y = ez. Demnach gibt es zu jedem z € R
sechs assoziierte Elemente.

Die zahlentheoretischen Funktionen x _3(#) und x_4(n) sind durch Lemma [1]1(6.8)
offensichtlich DiricHLETsche Charakter mod 3 bzw. mod 4. Nun mochte man eine
Aussage iiber die Anzahl an Primzahlen in R mit Norm kleiner als x> machen. Der
DiricHLETsche Charakter y_3(n) zerlegt IN in drei arithmetische Progessionen, tiber
die die algebraische Grundlage die entscheidenden Aussagen liefert.

Fur x_3(p) = 1, lasst sich eine Primzahl p € P in zwei nicht assoziierte Primzahlen
q,q zerlegen. Insgesamt erhdlt man also 12 verschiedene Primzahlen in Z|p], die
kleiner sind als x? fiir p < x? und N(q) = g7 = p erfiillen.

Fir x_3(p) = —1ist p prim in Z|p]. Hier bekommt man demnach sechs verschiedene
Primzahlen in Z[p], die kleiner sind als x?, falls p < x und N(p) = p? erfiillen.

In der von x_3(p) = 0 erzeugten arithmetischen Progession ist 3 die einzige Prim-
zahl. Es gilt: N(1+ p) = 3. Also existieren zu 1 + p funf weitere, assoziierte Prim-
zahlen mit N(z) = 3.

Mit ¢(3) = #{1,2} = 2, der Beobachtung, dass x/log(x) langsamer wichst als
x?/(2log(x)), und dem DiricHLETSchen Primzahlsatz erhilt man:

#{q € R,q prim, N(q) < x*}
=6-#{pcP|p> <x? p=—-1mod3} +12-{p € P|p < %, p = 1mod 3}

+#{p € P|p < %%, p=0mod?2}

2 2

. L . X +12- L . - +6 3x_
¢(3) logx ¢(3) logx? log x

_#{geRqprim N(q) <x*} 1 2°

B #R* 2log x

= 7R(x)

14
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Analog geht man bei R = Z[i] mit x_4(n) statt x_3(n) als DiIricHLETschem Charak-
ter vor:

Aus der algebraischen Grundlage erhdlt man R* = [i, —1, —i,1] und #R* = 4.

Anzahl der Primzahlen in R, die durch eine Primzahl aus (4n + 1),eN erzeugt wer-
den:2-4 =38

Anzahl der Primzahlen in R, die durch eine Primzahl aus (4n — 1),eN erzeugt wer-
den:1-4=14

In der von x_4(p) = 0 erzeugten arithmetischen Progession ist 2 die einzige Prim-
zahl. Es gilt: N(1 +i) = 2. Also existieren zu 1+ i drei weitere, assoziierte Primzah-
len mit N(z) = 2.

Mit ¢(4) = #{1,3} = 2 und dem DiricHLETSchen Primzahlsatz erhélt man wie oben:

#{g € R,q prim, N(q) < x*}

=4-#{pcP|lp> <x? p=—-1mod4} +8 - {p € Plp < x? p=1mod4}
+ #{p € P|p < x?, p gerade}
1 X 1 x? x?
Y@ Togx 0 9@ Tog 1 Pioga
: < y2 2
:>7TR(X):#{q€R,qpr1m,N(q)_x po1x

#R* 2log x ]

(1.13) Definition
Sei A eine Menge von Primzahlen, also A C IP. Der Grenzwert

v(A) = XIEEO#{P € Alp < x}/m(x)

heifst, falls er existiert, die natiirliche Diche von A.

Nach dem DiricHLETschen Primzahlsatz ist somit klar, dass fiir
A:={p € Plp=k+nN fir ein n € N} mitk, N € IN beliebig, aber fest, ggT(k, N) =1
gilt: v(A) =1/¢(N).

Wir geben eine weitere Definition einer Dichte von Primzahlen:

15
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(1.14) Definition
Fiir eine Menge A von Primzahlen heifst der Grenzwert

Y=t (£ (1))

falls er existiert, die analytische Dichte von A.

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden, bemerkenswerten Satzes:

(1.15) Satz
Hat eine Menge A € P eine natiirliche Dichte, so hat sie auch eine analytische Dichte
und es gilt v(A) = a(A).

Der Satz ist insoweit wichtig, als dass die analytische Dichte hédufig einfacher zu
berechnen ist als die natiirliche Dichte.

Zum Beweis des Satzes werden wir diesen zunichst fiir einen Spezialfall beweisen,
wobei gerade in diesem Fall die Berechnung der natiirliche Dichte keine Probleme
bereitet. Denn wihlt man A = P, ist offensichtlich v(A) = 1.

(1.16) Lemma
Es gilt «(IP) =1, also

1
lim p_s/log (—)) =
si1 (p; s—1
Beweis

Wir wissen: {(s) hat einen einfachen Pol mit Residuum 1 in s = 1. Also:

o0

lim(s—1) ) n°=1 (6)

si1 n=1

Da s € R, s > 1 liefert Logarithmieren von (6) zusammen mit der Stetigkeit von log
[— Vertauschung von Limes und Funktion] und Korollar [1]1(4.18):

loglim ((s — 1) - ¢(s)) = lim <log(s—1 + Z Aln) n_s> = 0. (7)

sl si1 log(n)

16
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Desweiteren gilt:

d A logpk:%
D R SR A D IV AR DD DET SR

n=2 log(n) peP q:pk,peP,kE]N pelP pEP n=2 h

Esist Y ep X 1471 beschrénkt, denn

)3 Z P‘”S LYty Yl

pelP n=2 peP n>2 peP n>2
geom.:Reihe Z 1 1 l _ p’ B p°+1 ’
ool 1— % PS = PS -1 PS
25 (.8 (S da s>1

_ p (PS +Sl) (p 1)‘ =Y |- Sl a2z y 1 ’

pelb p(p°—=1) e | P°(p° = 1) pep I p(p—1)

1 1

< — < — < 00

7; n—l)‘ nzﬂl\ln(n—l—l) ng\lnz

Somit erhilt man:

—log(s —1) +log(s — 1) + Z  Tog(n ))

Iim —=——> =1
o S L p
pelP pelP
% A(n) - o o1
qs n=2 log(n) @ . Zpe]PP S+Zpell’ anz uP e
=lim———— = lim
sit ), p~® s)1 Y, p®
pelP peP
Ypep Lo 5P "
= lim1+ = .
HE R S
pelP

= (%)

(x) geht fir s | 1 gegen 0, da der Zahler, wie oben gezeigt, beschrankt ist und der
Nenner nach [1]1(1.4) gegen unendlich divergiert.

Lp
. pelP -5 1
Also folgt auch: a(A) = lslﬁl “TogoT) =1= ng p log <—571> O
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Es folgt der

Beweis ((1.15) Satz)
Es sei m4(x) = #{p € A|p < x}, also die Anzahl der Primzahlen in A bis x. Nach

Voraussetzung existiert v(A). Dann gilt gemdf Definition der natiirlichen Dichte:
ta(x) ~v(A) - (x).

Zunichst verifizieren wir, dass
Ra(s) := Z p° = Z (n°—(n+1)"%)ma(n).

Offensichtlich tritt fiir jedes n € IN der Term n~*° in der rechten Reihe genau zweimal
auf und zwar im (n — 1)-ten und n-ten Summanden.

Fallsn € N\ A sogilt ma(n —1) = ma(n), denn von n — 1 auf n kommt keine neue
Primzahl hinzu.

Falls n € A, so gilt ma(n) = ma(n — 1) + 1. Demnach:

m

Zp Zns —nA(n—l))—nlll_I}goZn (ta(n) —ma(n—1))

peA nelN
m—1

Index- (Z nma(n)— Y (n+ 1)_STIA(”)>

Verschlebung m—>oo =0

m—1
= lim 21("5—("+1)S> A() 72 (0) 4 ra ()

=0 (%)

Da 7t4(m) < m, gilt m=57t4(m) < m=5*1 mit —s + 1 < 0. Daher geht (x) fiir m — co
gegen 0. Durch den Grenziibergang erhilt man also die Behauptung.

Sei € > 0 beliebig, aber fest. Wir wissen bereits, dass

im = im 7a(n) =v
nh—>oo v(A)-mt(n) le nl—>oo mt(n) (4).

Dann existiert ein ny(e) =: np mit der Eigenschaft

'717-?(:1)) —V(A)‘ <e Vin>np

18
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Durch Auflosen des Betrages und Multiplikation mit 77(n) folgt

(V(A) —e)rt(n) < mu(n) < (V(A) +¢)m(n) YV n > np. )

Abschitzung nach oben fiir R4(s):

ng—1 00
Ra(s) < M (™ = (n+1)7")ma(n) + :E (n™ = (n+1)7°)(v(A) +e)m(n)

= Lpep p~*, da 7t(n)=7p(n) =

Abschiitzung nach unten fiir R4(s):

OE: OZ ) a4 Y (17— (04 1)) ((A) — ) )
—0) 5% 0 = 1))t = S 007 = 4 1) 004) — o) e
n=1 n=1

=Lper P da mt(n)=mp(n) =c3

Wir zeigen nun die Beschrénktheit der ¢; fir s € [1, 2], i € 3.

Sei ¢ := ZZO:_ll (n*—=(n+1)"%)m(n). Dacy = (Vv(A) +¢€)c, c3 = (V(A) —¢)c,
(v(A) £ ¢) konstant, und c1 < ¢, reicht es, die Beschrianktheit fiir ¢ zu zeigen:

Offensichtlich ist ¢ nach unten durch Null beschrankt, da alle Summanden grofier
gleich Null sind. Da 7t(n) monoton wachsend ist und n=° — (n + 1) < 1 gilt, folgt
c < (ng—2)-m(ny—1), also die Beschrénktheit von c.
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Insgesamt hat man also:
W(A)—e) Y p+a+te< ) p < (W(A)+e) ) ptata
pelP peA pelP

c1+co < Ry (s)
R]p(S) - R]p(S)

c1+¢C3
Rp(s)

(v(A) —e) + < (v(A)+e)+

Da ¢;, i € 3 beschrankt und Rp(1) nach [1]1(1.4) divergiert, ist

cip+ec . c1+c3

lim L =2 he SR}

si1 Rp(s)  si1 Rp(s)

Also gilt:

. Rals) _ . Ra(s)  Re(s)
v(A) —e< lsli? Ro(s) ls¢ Rp(s) log (%)

Da ¢ beliebig war, also auch beliebig klein, gilt fiir ¢ — 0:
v(A) < a(A) <v(A),

woraus die Behauptung folgt. O]
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§2 Harmonische Funktionen

Dieser Abschitt stellt ein paar Grundlagen fiir den ndchsten Vortrag bereit. Um das
Wachstumsverhalten ganzer Funktionen abschdtzen zu konnen, benétigt man Sét-
ze iliber harmonische Funktionen. Im Folgenden werden daher einige Erkenntnisse
aus der Funktionentheorie I ohne Beweis wiederholt, ein bereits als Ubungsaufgabe
gestelltes Lemma erhilt hingegen einen zweiten Beweis, um damit das wesentliche
Hilfsmittel zum Beweis der JENsSENschen Formel herzuleiten.

— Wiederholung Funktionentheorie I —

Wir wiederholen den Begriff des LArLACE-Operators

02 02
o a2

auf dem IR2. Mit der Identifikation IR2 =2 C haben wir also die

(2.1) Definition
Sei U C C offen. Eine Funktion ¢ : U — R heifst harmonisch, wenn sie zweimal stetig
partiell differenzierbar ist und

erfiillt.

Durch Differentiation der Caucuy-RiemaNNschen Differentialgleichungen und an-
schlieffender Ausnutzung des Satzes von SCHWARZ folgt

(2.2) Lemma
Der Real- und der Imaginarteil einer holomorphen Funktion ist eine harmonische
Funktion.

Der Betrag einer holomorphen Funktion ist im Allgemeinen nicht harmonisch, wie
—xti 2
AlZ?| = A|z]? TLWA <\/x2 + y2) = A(x? + y?) = 4 zeigt. Es folgt aber das
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(2.3) Korollar
Sei U C C offen und f : U — C* holomorph. Dann ist die Funktion

U— R, z—logl|f(z)l,
harmonisch. Speziell ist die Funktion
C* — R, z+— log|z|

harmonisch.

Bereits aus einer Hausaufgabe kennen wir ebenfalls

(2.4) Satz
Fiir ein Gebiet G C C sind dquivalent

(i) G ist einfach zusammenhingend.

(ii) Jede harmonische Funktion u : G — R ist Realteil einer holomorphen Funktion
f:G—C.

In der Funktionentheorie haben wir die Mittelwertformel fiir harmonische Funktio-
nen aus der PorssoN-Formel hergeleitet. Will man sie ohne diesen Umweg beweisen,
reicht es, den Realteil der CaucHyschen Integralformel zu betrachten. Also:

(2.5) Korollar
Sei U C C offen und ¢ : U — R eine harmonische Funktion. Dann hat ¢ die

Mittelwerteigenschaft, d. h. fiir zo € U und r > 0 mit K, (z9) C U gilt

27T

1 ;
#(z0) = o [ glzo+re)dt.
0

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Lemmas:

(2.6) Lemma
Seien R > 0,e > 0und f : Kg;¢(0) — C holomorph ohne Nullstellen in Kg(0). Dann
existiert das folgende uneigentliche RIEMANN-Integral und es gilt

27
%/log‘f(l{-eit)‘ dt = log|f(0)|.
0
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Falls f wie in (2.6) gar nullstellenfrei in Kz (0) ist, so gilt aufgrund des Identitétssat-
zes fiir hinreichend kleine 6 > 0, dass f auf Kg;(0) nullstellenfrei ist. Dann ist die
Funktion

Kgr(0) = R,z — log|f(z)]

stetig und nach (2.3) harmonisch auf K (0). Nach (2.5) gilt dann die Mittelpunkts-
formel

27
1 ity| 4y —
o [1og|f(R-¢")| dt = log |f(0)|
0
und damit die Behauptung fiir diesen Fall.

Wegen f # 0 konnen auf dem Kompaktum aber nur endlich viele Nullstellen liegen,
so dass die linke Seite der Gleichung in (2.6) ein uneigentliches RIEMANN-Integral
ist.

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von (2.6) mit R =1 und f(z) =1 —z. Es ist
bereits aus einer Hausaufgabe zur Funktionentheorie I bekannt. Trotzdem wird hier
ein weiterer Beweis geliefert werden.

(2.7) Lemma
Das uneigentliche RIEMANN-Integral fozn log |1 — €| dt existiert und hat den Wert 0.

Beweis
Sei U := {z € C|Re(z) < 1}. Dann ist U als konvexes Gebiet einfach zusammen-
héngend. Die Funktion

g:U—C, z— Log(l—2z)

ist holomorph, da die holomorphe Funktion 1 — z fiir alle z € U nur Werte in C_
annimmt und insbesondere nullstellenfrei ist. Dabei gilt Re(g(z)) = log |1 — z| und
man kann den Zweig so wéhlen, dass |Im(g(z))| < m/2 gilt, denn, gerade der
Hauptzweig erfiillt wegen 1 — z € {z € C|Re(z) > 0} fiir alle z € U die Bedingung.
Es folgt

1g(z)| < |log(|1—z|)|+m/2 furze U. (10)

Sei 6 > 0 hinreichend klein, 5 der Kreisbogen in U um 1 durch ¢ und e, durch-
laufen in negativer Richtung. Wir betrachten desweiteren I'; : [0,21 — ] — C,t
¢'!. Man betrachte hierzu auch die Skizze auf der nichsten Seite. Dann gilt:

2m—6 1 1 1 ( )
- Y Py [ 8
dt = = /log]1 z| . dz = Re (27_[1,/ . dz) . (11)
T Ts

1 i
= / log‘l—e

o
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Im
Yé : } Re
0 1
! efi(S

Da T's + 75 nullhomolog in U ist und g(z)/z holomorph in U, folgt nach dem
Caucnyschen Integralsatz

[82azy [88) 4z (12)
I s

Also
Ts

Fiir z € Sp(7ys) hat man

T 1 7T

1g(2)] < ‘log‘l—ei5 ‘—I— 5 logm—FE.

Wegen limy o[£ | = limy o |22 | = | ()’ =|i-e0 = |i| =1 gilt
& 1075 101750 o g
g <|1-e? <26

fiir alle hinreichend kleinen 6 > 0 und damit

2 7 .
1g(z)] < 1085 t3 fir z € Sp(7s).
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Fiir z € Sp(+y,) gilt dariiber hinaus nach der Dreiecksungleichung

A .
=11z 21-1—z =1-|1—¢| >1-20.

Insgesamt also

< (1t/2) 4 log(2/9)
- 1-26

‘giz) fiir z € Sp(7s).

Die , Lange von y;“ ist < ,Umfang halber Einheitskreis” - ,Radius” = 7t - |1 — el0 |

< 276. Es folgt

(7/2) +108(2/0) » 5 (13)

<
- 1-—20 510

/g(—z)dz

z

Y5

Aus Symmetriegriinden ist

21 -
/log‘l_eit dt:2/10g’1_eit it
0 0
und ebenso
i 2w—8
2/10g‘1—e” dt = / 10g‘1_eit it
0 5
Damit ergibt sich
2 2m—6
/log ‘1 — et dt = lim / log )1 _ o] gt (11),(@,(13) 0.
0 610

) O

Nun geben wir einen Beweis von (2.6).

Beweis ((2.6) Lemma)
f hat in dKg(0) nur endlich viele Nullstellen, etwa a3, ..., a, mit Wiederholung ge-
mafs Vielfachheit. Dann betrachten wir die holomorphe Funktion

FiKrsel0) 5C 2o f(2) Ha”iz
j=1%
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Offensichtlich hat f dann keine Nullstellen in Kg (0) und somit auch nicht in Kg ¢(0)
fiir € hinreichend klein aufgrund des Identitdtssatzes. Also gilt nach der Mittelwert-
formel

27
o [ Tog| F(R- )| at = 1og | (0.
0

Offensichtlich gilt £(0) = £(0). Da die a; € dKg(0) sind fiir alle j = 1,...,n, lassen
sich diese schreiben als a; = R - et 0 < ¥; < 2m. Firz =R- etz #ay,...,a, gilt
dann

aj
Ilj—Z

i(tfﬁj)

log

':]og :—log‘l—e

Damit folgt:
1 27
log | (0)| = log |f(0)] = 5 [ log |F(R-e")| s
0

dt

1 2r s R . ot
1
:—zn/log f(R-e )| |
0

iZ1R-e% —R-eit

21 n
= L/log f(R~eit)‘ - Zlog‘l —ei(t_ﬁ)’dt
271 / =

= % (erlog )f(R . eit)‘ dt — 711721 log )1 — ei(t_ﬁ)‘ dt) )

0

Da die Summe im letzten Term endlich ist, diirfen Integral und Summe vertauscht
werden. Nach (2.7) existieren dann die Integrale fozn log |1 — ¢/ (*=?)| dt und haben

den Wert 0, da sie aus Symmetriegriinden und der Tatsache, dass ™ = 1 gilt,
gleich fozn log |1 — e*| dt sind. Somit folgt die Behauptung. O
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