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Ganze Funktionen §1 Einleitung

§1 Einleitung

Diese Ausarbeitung behandelt das Wachstumsverhalten ganzer Funktionen und fiihrt
ganze Funktionen endlicher Ordnung ein.

Zunéchst schliefen wir die Uberlegungen zur Cauchyschen Integralformel mit der
Jensenschen Formel.

Anschliefiend stellen wir das betragsméafiige Maximum ganzer Funktionen in Krei-
sen mit endlichen Radien um die Null in Verbindung mit den dort vorhandenen
Nullstellen.

Zum Schluss fithren wir ganze Funktionen endlicher Ordnung sowie einige Eigen-
schaften derselben ein.
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§2 Wachstumsverhalten ganzer Funktionen

Eine weitere der Cauchyschen Integralformel verwandten Formel beschreiben wir
hier, um nachher die Poisson-Jensensche Formel beweisen zu konnen.

(2.1) Satz (Poisson-Formel)
Sei Seien R > 0, ¢ > 0 und f : Kg4¢(0) — C holomorph. Dann gilt

2
/f Relt |Z| S i

|Relt —z|?

fur alle z € Kg(0). o

Beweis
Die Cauchysche Integralformel ist anwendbar und liefert

Substituiert man ¢ durch Re', so erhilt man

/ " F(Re't) 1Re” f (Re*)R / f(Re') R2
T 2mi Reit — z 27r —e lfz ~27n) RZ—Re~ Zfz
Wendet man dieses Ergebnis auf die ebenfalls auf Kz.(0) holomorphe Funktion h

mit h(w M an, so folgt schliefSlich
R2 — &

o= L [RmmE 2 i7 fRE(R - |2)
B R2 — Re~itz 2w ) (R—¢ltz)(R —eitz)

ity (R2 _ 2
27 J (Re— — z)(Relt 27‘[ |Relt z|?

Die Jensensche Formel stellt einen Zusammenhang zwischen dem Kreisintegral des
Logarithmus einer holomorphen Funktion und seinen Nullstellen her. Sie verallge-
meinert Kapitel II, Lemma (1.7) aus [1], weil jetzt auch Nullstellen in K (0) zuldssig
sind.
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(2.2) Satz (Jensensche Formel)

Seien R > 0, e > 0und f : Kg4¢(0) — C holomorph mit f(0) # 0. Seien a3, ..., ay die
Nullstellen von f in Kg(0) mit Wiederholung gemiaf Vielfachheit. Dann konvergiert
das folgende uneigentliche Riemann-Integral und es gilt

N

27
In[f(0) + Y In N = L /m F(Re|d. o
=1 |L1]| 27 "

Beweis
Wir betrachten zunéchst eine abgewandelte Funktion f, weil wir fiir f die Behaup-
tung mit Hilfe von Kapitel II, Lemma (1.7) aus [1] zeigen konnen. Danach fithren
wir das Ergebnis auf f zuriick. Sei dazu

N R?—7jz

f5KR+s(0)—>CrZ'_>f(Z)'HR

j=1 (El] - Z) .

f ist holomorph, denn nach Kapitel III, Lemma (3.8)(iii) aus [2] existiert fiir jede
Nullstelle a; mit j € {1,.., N} ein 7 > 0 und eine holomorphe Funktion
¢ : K;(0) — C mit

f(z) = (a; — z) - g(z) fiir alle z € K;(a;) N Kr4¢(0) und g(0) # 0.

Es findet sich also fiir alle Nullstellen eine Umgebung, in der f wie angegeben
darstellbar ist. Das bedeutet fiir f, dass alle Nullstellen des Nenners durch Kiirzen
wegfallen. f ist also nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph.

Da R? — @z fiir |aj| < R, j € {1,..., N} nicht Null annehmen kann, hat f auch keine
Nullstellen in Kg(0). Deshalb ist Lemma (1.7) anwendbar und wir erhalten:

27T
In[7(0)] = 5 [ 1n|F(Re")at
0

Nach Definition von f gilt aber auch:

. N R [ajl<R N R
In|f(0)] =In|f(0)-]T—| = 1n|f(0)|+21nm
j=11] =1 14
Fir |z| = R gilt:
R? -7z _ 2(Z — ) _ —(a;—z) .
R(a; - z) R(a; —z) aj—z ’
also In |f(Re™)| = In |f(Re')| fur t € [0,27). Daraus folgt die Behauptung. O
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Die Jensensche Formel ist bei Modifikation von f auch fiir f(0) = 0 anwendbar. An-
dererseits kann man sie fiir f(z) # 0 fir alle z € Kz(0) allgemeiner formulieren.

(2.3) Bemerkung
a) Ist 0 eine Nullstelle von f der Ordnung k < oo, so kann man (2.2) natiirlich auf

f(z)/z" oder f(z)/(z/R)* anwenden.

b) Es sei 0 < R < oo und f holomorph in Kz(0), f # 0. (a,)n sei die Folge der
Nullstellen von f mit Wiederholung geméaf Vielfachheit. Es sei |z| < ¥ < R mit
f(z) # 0. Dann gilt allgemeiner die Poisson-Jensensche Formel

2 . ‘Z‘Z
In|f(z)| = [ In|f(re?)]- |ez¢, a9~ L n
0

lay|<r

Beweis
a) Dieser Teil ist klar.

b) Wir beweisen die Aussage in drei Teilen, indem wir von leichten Spezialfillen auf
allgemeinere Félle schliefsen.

i) f habe keine Nullstellen in |z| < r. Daraus folgt |a,| > r fur alle n € N und

Zln

lan|<r

r(aj — z)

Weiterhin ist In | f(z)| nach Kapitel II, (1.3) und (1.4) aus [1] Realteil einer auf
Kg(0) holomorphen Funktion g. Die Poisson-Formel (2.1) liefert

iy 72— 2P
In|(z)| = Re(g(z) ( /g o) L ¢)

1 21 2 | |2
= gy 121
— O/ n(flre?l) e
ii) f habe keine Nullstellen in ]z[ =r.
2 =
Sei f = f(z) - [Tja,<r ran—2) . ) Das Produkt ist endlich, da nach dem Identi-

titssatz nur endlich viele Nullstellen in einem Kompaktum K, (0) und damit
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insbesondere in K,(0) liegen. Dann erfiillt f analog zum Beweis der Jensen-
schen Formel (2.2) die Bedingungen von 1i).

Es gilt also
27
£ _i i |Z|2
In|f(z)] = 5 0/ n(flre |>‘ =
@) 1 F — |2
22 z
= ip
o [ In(flre |>‘ =
0
Andererseits gilt
~ rZ—EZ
In|f(z)| =In|f(z)| + )} In an—2)|’

lan|<r
woraus die Behauptung folgt.

iii) Wir stellen keine zusétzlichen Bedingungen mehr an f. Nullstellen sind iiber-
all zulassig.

, x f(z) s F as . .
Sei f = . Dann erfillt f die Bedingungen von ii).
S Mz = o) ! 5N
Es gilt also
In|f(2) /1n|frel¢ il /PR
GEe: P s
e Pl
In ¢ — In
27T/ | TTja,|=r(z — an)| |re'? — z|2 / |az<, (ﬂ] Z)
2n
:i/ In|f(re'?)| — Zln|re’¢—a\ |Z|2 d¢
2 ! |re’¢’ |rei® —z]2
0 |an|=r
— Z In —rz—ﬁz
a7 r(a;j—z)
Andererseits gilt
In|f(z)| =In|f(z)] = }_ In|z—ayl
|an|=r
Yl - ¥ 5 /1n|re14’—ar g,
aner 2 "reid — z|2
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woraus die Behauptung folgt, da Integral und Summe aufgrund ihrer End-
lichkeit vertauscht werden kénnen. [

Wir fithren die Anzahl der Nullstellen und das betragsméfiige Maximum in einem
Kreis um Null fiir holomorphe Funktionen ein.

(2.4) Definition
Seien R >0, e > 0 und f : Kr1¢(0) — C holomorph. Dann sei N¢(R) die Anzahl der
Nullstellen von f in Kg(0) unter Z&hlung der Vielfachheiten und

Mg(R) := max{|f(z)|;[z| = R} = max{|f(z)[;|z] < R}. °

Damit kénnen wir einen Zusammenhang zwischen den Nullstellen und dem be-
tragsmafiigen Maximum herstellen.

(2.5) Korollar
Seien R > 0, & > 0und f : Kg4¢(0) — C holomorph mit f(0) # 0. Seien ay, ..., ay die
Nullstellen von f in Kg(0) mit Wiederholung gemaf3 Vielfachheit. Dann gilt

N N
O TR = LOERT gy, o

Wl = Tarl o o] =

Beweis

Wir nutzen die Monotonie des natiirlichen Logarithmus auf R aus, indem wir die
Ungleichung fiir den Logarithmus der Ausdriicke zeigen. Da die Voraussetzungen
von Satz 2.2 erfiillt sind, gilt:

N R a1 F o
\H“‘hw>rzn7y—ﬁfmmet

j=1 | ]

27
< % 0/ In(max{|f(Re")|;¢ € [0,277)})dt

27
1
— Elan(R)/dt = In My (R). O
0

Die Nullstellen einer ganzen Funktion kann man auf folgende Weise abschétzen.
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(2.6) Korollar
Sei f eine nicht-konstante ganze Funktion. Dann existieren positive Konstanten
C1, Gy, sodass

Nf(R) <Ci+G lan(ZR) ftir alle R > 0. o

Beweis

Sei k = ordgf < oo die Ordnung der Nullstelle von f. Wie im Beweis von Satz 2.2
wenden wir Kapitel III, Lemma (3.8)(iii) aus [2] an. Da f ganz ist, hat die Potenz-
reihenentwicklung um 0 einen unbeschrankten Konvergenzradius. Deshalb existiert
eine ganze Funktion /1 mit:

h(z) :fz(k) fir alle z € C und h(0) = %7&0.

Dann gilt fiir g(z) := ¢ - h(z) fir alle z € C, dass g(0) = 1 ist.
Fiir R > 0 gilt:

Nf(R) = Ng(R) +k (1)
und

My(2R) = max{|]L§)c|; z| = R}

c]
~ (2R)F

@l = R} = i My (2R). ®

Wir bezeichnen die Nullstellen von g in Kog(0) mit a1, az,..., a,(ar), wobei diese
betragsmaifiig aufsteigend sortiert sind, und erhalten aus Korollar 2.5:

) R ) T LI TR 2R @ MeeR)
- ;] . - =

j=1

Wegen der Monotonie des natiirlichen Logarithmus auf R gilt auch
In2MNs(R) < In Mg (2R) beziehungsweise

Ng(R)In2 < In My (2R). 3)
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Mit (1), (2) und (3) folgt:

c]
1) (3) InM,(2R) () In ((ZR)ka (2R)

Nf(R) = Ng(R) +k < ) +k= o +k
_Inje]  k-In(2R) In M¢(2R)
~ In2 In2 In2
_ In(2R) In2 In|c| N In Mf(2R)
- In2 In2 In2 In2
In(R) In|c]| 1 In |c| 1
= — 1 2R) < —1 2R).
kln2 + In2 +ln2 an( ) < ln2+1n2 an( )
Mit C; = In |c| und C, = L erhilt man die Behauptun O
'™ n2 27 In2 prung.

In speziellen Fillen kann man die Konstanten C; und C; allerdings auch schérfer
wiahlen. Dazu betrachten wir zwei nicht-konstante ganze Funktionen, ndmlich zwei
Exponentialfunktionen.

(2.7) Beispiel
a) Sei f(z) = ¢*. Dann gilt N¢(R) = 0 und M;(2R) = &,
Demnach kann man C; = C, = 0 wahlen und erhalt:

N¢(R)=0<0=0+0-2R =0+0-InM(2R).

b) Sei f(z) = €*™ — 1. Dann stammen die Nullstellen aus der Menge [—|R|, |R|]NZ,
das heifit N¢(R) = 2| R] + 1. Es ist aulerdem
In2

Mf(ZR) > 4R > 2027k Demnach kann man C; = 1 — — C, = % wiahlen und
erhalt:

Nf(R)=2[R] +1<2R +1="22  op 41102
7T 7T
= C2(1n2—|—27tR) +C = Czln(Mf(ZR)) + C1. <o
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§3 Ganze Funktionen endlicher Ordnung

Wir studieren nun eine Klasse ganzer Funktionen, die Klasse der ganzen Funktio-
nen endlicher Ordnung. Dazu definieren wir zundchst, was eine solche Funktion
ausmacht.

(3.1) Definition
Eine ganze Funktion f heifit von endlicher Ordnung, wenn es ein « > 0 und ein
¢ > 0 gibt, sodass

M¢(R) < cexp(R") fiir alle R > 0.
In diesem Fall nennt man
o(f) := inf{a > 0; Mf(R)exp(—R") ist beschrankt fir R > 0}

die Ordnung von f. o

Da die Ordnung als Infimum definiert ist, muss die Beschranktheit nur fiir alle dar-
tiber liegenden Werte gelten, das heifst M f(R)e_Ro(f) ist im Allgemeinen nicht be-
schrankt. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist f(z) = ze*, denn fiir alle ¢ > 0
existiert ein R > 0, sodass M(R) - e~R"™ beschrénkt ist, aber M £(R) - e~ R ist unbe-
schrankt.

Um per Definition zu zeigen, dass eine ganze Funktion endlicher Ordnung ist, reicht

es
M (R) < c1e®” fiir alle R > Rg, Rg beliebig

zu beweisen, denn eine ganze Funktion ist fiir alle Ryp € R4 auf dem Kompaktum

KR, (0) beschrankt und es gilt daher ¢, = max{|f(z)[; |z| < Ro} fiir ein ¢; € R und
M¢(R) < ca +max{|f(z)[;]z]| £ R} <o+ ce®" < creX

fiir ein ¢; > c grof3 genug.

Um die Ordnung einer Funktion einordnen und vergleichen zu kénnen, untersuchen
wir diese fiir bekannte ganze Funktionen.

(3.2) Beispiel
a) Sei p(z) ein Polynom vom Grad n € INy. Dann existieren &, > 0, sodass

Ip(z)| < a+ Blz|" fiir alle z € C.

10
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b)

Zu jedem & > 0 gibt es somit ein ¢ > 0, sodass
a+ Blz|" < cel”” < ceX fiir alle z € C,

denn die Exponentialfunktion wéchst schneller als jedes Polynom. Nach Defini-
tion der Ordnung und der freien Wahlbarkeit von ¢ ist p(z) von Ordnung 0.

Sei p(z) wie in a) gewdhlt. Man bedenke, dass fiir alle ¢ > 0 ein hinreichend
grofles R > 0 existiert, sodass BR” < R"*¢. Dann folgt fiir f(z) = eP(?) wie in a)
fureinc > 0

‘f(z)‘ = eRe(p(Z)) S e|P(Z)| S e“+ﬁ‘z|n S e‘xe:BRn S e‘xeRn+€ S CeRn+£, z € C.
Demnach ist f von endlicher Ordnung mit o(f) < n.
Sei f(z) € {sinz, cosz| z € C}.

1 . .
|f(Z)| < E (eRe(zz) +eRe(—zz)> < €|Z| < eR.

Daraus folgt zunéchst, dass Ms(R) - e~R'" fiir alle e > 0 beschréinkt ist. Die Ord-
nung ist also kleiner oder gleich 1. Um zu zeigen, dass sie gleich 1 ist, miissen wir
|f(z)| auch nach unten abschitzen. Hierbei reicht es aber, dies fiir ein bestimmtes
z zu tun. Wir wiahlen z = iy, y > 1. Dann gilt:

1f(2)] =

N[~

Somit folgt auch, dass Mf(R) - e~R'™ fiir alle ¢ > 0 unbeschrinkt ist. Fiir ¢* gilt

1
auch Ze‘z‘ < leF| < elzl. Damit sind Sinus, Kosinus und die Exponentialfunktion

von Ordnung 1.

Sei

Dann folgt wie in c)
;f'ﬁ < [f(z)] <elVil <R

Also gilt fiir alle e > 0:

Mf(R) e~ RY** ist beschriankt und Mf(R) e~ RV

° ist unbeschrankt.

1
Infolgedessen ist cos(y/z) von der Ordnung >

11
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e) Sei f(z) = el*). Dann ist f(z) von unendlicher Ordnung, da die Exponentialfunk-
tion schneller steigt als jedes Polynom. o

Wir wollen nun kurz auf die algebraische Struktur ganzer Funktionen endlicher Ord-
nung eingehen und dabei gleichzeitig Abschidtzungen fiir die Ordnung der Summe
und des (skalaren) Produktes von Funktionen festlegen.

(3.3) Lemma
Die Menge £ der ganzen Funktionen endlicher Ordnung ist eine Unteralgebra von
der Menge aller ganzen Funktionen. Fiir alle f, g € £ und 0 # « € C gilt:

i) o(f +g) < max{o(f),0(g)},
it) o(f - ) < max{o(f),0(g)} und
iii) o(af) = o(f). o

Beweis

Da f, g € &, gilt |f(2)] < c1e(#") und |g(z)| < coe(F") fiir alle v > o(f), u > o(g)
bei geeigneten ¢y, ¢ > 0.

Sei § := max{v, p} und ohne Einschrankung |z| > 1. Dann gilt

1) |f(z) +g(z)| < cle(mv) + Cze(‘ZVl) < (Cl + C2)€(‘Z|§),
f) 1£(2) - 9(2)] < creael ) < eyl und
iii) |af(z)| < |alciell#").

Néhert sich v der Ordnung von f von oben und u der Ordnung von g von oben,
so nahert sich auch § dem Maximum der Ordnungen von oben. Daraus folgen die
beiden Ungleichungen und der Abschluss nach oben fiir die dritte Gleichung. Fiir
den Abschluss nach unten sei § := o(f).

Dann existiert ein z € C, sodass |f(z)|e~? P~ ist fiir alle € > 0 unbeschrankt ist.
Damit ist aber auch |af(z)|e " = |f(z)||a|e~ " fiir alle € > 0 unbeschrénkt.
Folglich ist £ beziiglich der (skalaren) Multiplikation und Addition abgeschlossen.
Mit der Identitdt und der Nullfunktion (beide Ordnung 0) existieren auch die jewei-
ligen neutralen Elemente. Deshalb sind die ganzen Funktionen endlicher Ordnung

eine Unteralgebra der ganzen Funktionen. O

12
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(3.4) Korollar
Sei f eine nicht-konstante ganze Funktion endlicher Ordnung und « > o(f). Dann
gilt

a) Es gibt ein C > 0 mit
N¢(R) < C-R" fur alle R > 1.
b) Sind a4, ay, ... die von 0 verschiedenen Nullstellen von f mit Wiederholung gemaf
Vielfachheit, so gilt
21

— < 0. O
Lok

Beweis
a) Nach (2.6) und (3.1) gilt fiir alle R > 1 und ein geeignetes C > 0

R>1
Nf(R) <CG+G lI’le(ZR) <Ci+Cylnc+ C2*R* < C-R™.

b) Sei o(f) < B < a. Nach a) existiert ein C > 0 mit Ny(R) < C- RP.
Fir alle n mit |a,| > 1 gilt somit

n 5>1 /B
n < Np(lau) < Clanlf = = < |aul? 5= (Z) 7 < laul®

Daraus folgt

=1
tx/,B Z )
n=1 na/ﬁ

BT

e . . . .
Wegen B > 1 haben wir also eine konvergente Majorante zur Reihe })> ; |a,|™*

|an‘2

gefunden, denn bei einer nicht-konstanten ganzen Funktion existieren auf K;(0)

nur endlich viele Nullstelle, das heifit die Addition der Summe } ., |- ﬁ in-
n

dert nichts an der Konvergenz.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Reihe )7 ; |2, <™* fiir « = o(f) konvergieren
oder divergieren kann. Die Voraussetzung im Satz ldsst sich also im Allgemeinen
nicht zu & > o(f) abandern.

13
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(3.5) Beispiel
i) Sei f(z) =¢% alsoa =o(f) =1. Dann gilt } > ; [a,| * =0 < o0

ii) Sei f(z) =sinz, also a« = o(f) = 1. Dann gilt

i lay| ™% > Z 1 harmonische Reihe o o
n - — .
n=1 nezZ* ’Tl‘?‘[

Falls man den Realteil einer ganzen Funktion im Wesentlichen gegen eine Potenz
abschdtzen kann, so ist diese Funktion ein Polynom tiber dessen Grad der Exponent
Aufschluss gibt. Dazu schauen wir uns den folgenden Satz an.

(3.6) Lemma
Seien C1, C3, A > 0 und f eine ganze Funktion mit der Eigenschaft

Re(f(z)) < Cy + Cy|z|* fiir alle z € C.

Dann ist f ein Polynom von einem Grad kleiner oder gleich A. o

Beweis
Um die Aussage beweisen zu konnen, greifen wir zundchst auf die Orthogonalitats-
relationen des Sinus und Kosinus zuriick. Es gilt

21 27
/sin(kt)dt = /cos(kt)dt = 0 fur alle k € Z%, (1)
0 0
2 2
/sinz(kt)dt = /cosz(kt)dt = 7t fur alle k € N (2)
0 0

und
_ : : _ l ix _ ,—ix l iy _ iy
cosxcosy-cos(x—i—y)—i—smxsmy—cos(x—l—y)+2i (e e > > (e e >
_ L (i) ity gitey)  pmile-y)
= cos(x +v) 1 <e +e e e )

_ cos(x+y) + 31 <ei<x—y) N e—i(x—w) 21 (ez‘<x+y> n e—i<x+y>>

4
=cos(x+y) + %cos(x —y) — %cos(x +v)

= %cos(x +vy)+ %cos(x —y) fur alle x,y € R. 3)

14
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Analog zu (3) folgt auch

cosxsiny = % sin(x +y) — % sin(x — y) 4)
und
. 1 1
sinxsiny = icos(x—y) - Ecos(x-!—y) )

Mit (1), (3), (4) und (5) folgt nun

27 271
/sin(kt) sin(nt)dt = /cos(kt) cos(nt)dt =0 fur alle k,n € N, k # n (6)
0 0
und
21
/sin(kt) cos(nt)dt = 0 fir alle k,n € IN. (7)
0

(2), (6) und (7) werden wir im Folgenden zum Beweis verwenden.

Sei vorerst f(0) = 0. Da f ganz ist, kann man mit z = re, t € [0,271), f als
konvergente Potenzreihe darstellen

[e9) [e9)

f(z) =Y (an+iby)z" = Y (an + iby)r" (cos(nt) + isin(nt))
n=1 n=1
mit a,, b, € R. Wir wollen im Weiteren zeigen, dass der Realteil dieser Reihe gleich
einer endlichen Summe ist, das heifst es existiert ein N € IN mit a,, = b,, = 0 fiir alle
n > N.
Fiir den Realteil von f gilt

o0

Re(f(z)) = }_ r"(an cos(nt) — by sin(nt))

n=1

Aus (2), (6) und (7) folgt fiir k € N

27 21 oo
/Cos(kt) Re(f(re'*))dt = /cos(kt) Y r"(ay cos(nt) — by sin(nt))dt
0 0 n=1

27
. (o]
Vertausche In¢ Reihe Y / (ay cos(kt) cos(nt) — by, cos(kt) sin(nt))dt
0

n=1

(2)

—~
~

’=’(7) akrkn. (8)
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Die Vertauschung ist aufgrund von kompakt gleichméfsiger Konvergenz erlaubt, die
bei ganzen Funktionen vorliegt und somit auch bei deren Realteil.

Nach Kapitel I, Lemma (1.2) aus [1] ist Re(f(z)) eine harmonische Funktion. Wendet
man auf diese Funktion Korollar (1.5) aus [1] mit zyp = 0 an, so erhdlt man

27 27
0 = Re(f(0)) = % /Re(f(reif))dt — /Re(f(re”))dt. 9)
0 0

Damit folgt schliefSlich

1
|ag| &

—~

27
/cos (kt) Re(f(re't))dt

0
2

& Lk/ (| Re(f(re"))| + Re(f(re')))dt
0

PT‘

27T
< $/|Re(f(reit))|dt
0

2

ik [ max{Re(f(re)), o}t
0
27

Vor 2 A —k Ak

< pu—

S Tk /(Cl + Cor )dt 4 (Cli’ + Cor ) .
0

Fiir k > A folgt a; = 0 durch die Limesbetrachtung r — co.

Ohne vorherige Begriindungen, die alle analog sind, ersetzen wir den Kosinus noch
durch den Sinus. Fiir k € IN ist

27

/ sin(kt) Re(f(re'"))dt =
0

sin(kt) i " (ay cos(nt) — b, sin(nt))dt

n=1

"(ay, sin(kt) cos(nt) — by, sin(kt) sin(nt))dt

K’

.:] O\N

I
o

Die nachfolgende Abschédtzung ist ebenfalls analog. Deshalb ist auch b, = 0 fiir
alle k > A, wie man erneut an der Limesbetrachtung r — oo sieht. Somit ist f(z) ein
Polynom dessen Grad kleiner oder gleich A ist. Ist f(0) # 0 so kann man den Beweis
fur f(z) — f(0) durchfithren. O
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§4 Anhang

(4.1) Satz (Hilfssatz)
Es seien z, a € C und |z| < r = |a|. Dann gilt:

1 7 2 |z
—zﬂ/ln|re a|—|rei4’—z|2d¢_ln|z al.

Insbesondere existiert dieses (uneigentliche) Integral. o

Beweis 1
Seia, :=a+ . Dann ist In |z — a;| eine harmonische Funktion und somit Realteil

einer holomorphen Funktion f(z — a,). Mit der Poisson-Formel folgt
2 |z]?

1 - re—
In|z —ay| =Re(f(z —ay)) = E/lnli’eup_anurei‘/’——d
0

Da (a,),>1 monoton fallend ist, ist (In |re’® — a,|),,>1 monoton steigend mit lim,, e, In |re'? —
ay| = In|re'? — a|. Daraus folgt mit dem Satz der monotonen Konvergenz

2
= gyl = lim - i g 12
In|z—a|l = nlglc}oln]z ay| = nh_rgo n/ln|re a”|’r€z<p Z‘qub
In |rei? — |Z|2 T B ap =1 0
/n|re P ¢ =In|z —al.
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